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Nous  lorminons  avec  ce  Volume  la  puhlicalion  des 
(Jïùivres  d'Hennite.  ï^es  travaux  reproduits  vont  de  iHHo 
à  1901,  année  de  la  mort  dllorniilc.  Nous  avons  continué  à 
suivre  en  général  1  ordre  chronologique;  cependant  plusieurs 
Mémoires  oubliés  et  quelques  articles  extraits  de  journaux 
scientifujues,  que  nous  n'avions  pu  nous  procurer  jusqu'ici, 
ne  viennent  pas  à  leur  date. 

Nous  avons  reproduit  des  notices  écrites  par  Ilerinitepour 
rendre  hommage  à  (|uelques  mathématiciens,  et  aussi  des 
discours  prononcés  dans  diverses  occasions.  Plusieurs  de  ces 
pages  sont  d'un  haut  intérêt,  non  seulement  au  point  de  vue 
scientifique,  mais  parce  qu'elles  jettent  quelque  jour  sur  la 
personnalité  si  originale  d'Ilermite.  Elles  sont  à  rapprocher 
des  lettres  d'iiermite  à  Stieltjes  publiées  antérieurement, 
où,  à  côté  du  géomètre,  apparaît  souvent  l'homme.  On  doit 
d'ailleurs  considérer  que  cette  correspondance,  remarquable 
à  tant  de  titres,  fait  partie  des  Œuvres  complètes  d'Hermite 
comme  les  quatre  Volumes  dont  nous  terminons  aujourd'hui 
fa  publication. 

Ainsi  que  pour  les  Tomes  précédents,  le  concours  dévoué 
de  M.  Henry  Bourget  m'a  été  précieux.  Je  lui  suis  extrême- 
ment reconnaissant  du  soin  avec  lequel  il  a  relu  tous  les 
Mémoires,  me  faisant  part  de  ses  judicieuses  réflexions  qui 
m'ont  été  très  utiles. 

J'ai  encore  le  devoir  de  rappeler  l'aide  que  m'a  apportée 


VI  AVEUTISSEMKNT. 

l'esquisse  biographique  et  bibliographique  écrite  quelques 
semaines  après  la  nioil  d'Hermite  par  M.  Mansioii,  profes- 
seur à  l'Université  de  (iand.  Grâce  à  cette  bibliographie  si 
soignée,  les  omissions,  s'il  y  en  a,  seront  rares  dans  cette 
édition.  Puisse  mon  souvenir  atteindre  le  vénéré  doyen  de 
la  science  mathématique  en  Belgique  dans  la  ville  où  il  est 
retenu  depuis  près  de  trois  ans. 

Des  portraits  d'Hermite  à  diiïérents  âges  ont  été  repro- 
duits dans  les  trois  Volumes  précédents  et  dans  les  deux 
Tomes  de  la  Correspondance.  On  trouvera  dans  le  Volume 
actuel  une  photographie  de  la  médaille,  due  à  Chaplain, 
frappée  à  l'occasion  de  son  soixante-dixième  anniversaire. 
Nous  donnons  aussi  un  fac-similé  de  la  première  et  de  la  der- 
nière page  d'une  lettre  adressée  à  Jules  Tannery  et  imprimée 
dans  le  Tome  H  de  ces  OEuvres. 

Malgré  les  difficultés  de  toutes  sortes,  dues  aux  circon- 
stances actuelles,  M.  Gauthier-Villars  a  tenu  à  terminer, 
sans  plus  tarder,  cette  publication.  Qu'il  reçoive  mes  bien 
vifs  remercîments. 

Emile  Picard. 

Paris,  juillet  1917. 
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DUTÉUEMIATION    DES   rO.NQlO.NS  EllIPTIQUES 

V\\\  l{\IM»OI{T  AU  MODLLE. 


[stronuniische  Nacliricliten,  Band  XGVT,  n"  ^301. 


En  dilTérenliant  par  rapport  ;'i  /,■  la  relation 

on  obtient  immédiatement 

l>/.c  r''  kz"- dz 


r  kz^ 

.'o    (I  — /.---M v/(T 


v/(i  —  z-^){\  —  k^-z'-)        .\     { I  —  /.-2  ;:ï  )  v/(  I  —  5-  ;  C I  —  k-  -^  ) 
et,  par  conséquent, 

'       -; — —  dr. 
0      ''"'•^' 


=  o 


ou  encore 


^                      A:cn.rdna7    T        „,  ,.,    , 

DA-sn:r  = j-, /      cn-(.r -I-  K)  «37. 

H.  —  IV. 
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Cela  posé,  l'équation  de  Jacobi 

A-sn-.r  —  —  —  D^ 

donne,  si  l'on  clianee  ^  en  x -{-  K, 


puis 


k-  c.n-{x  -V  Kl  =  D  i-  — -i-  /.-î 


et  enfin,  en  intégrant  à  partir  de  x  =  o, 

r'  /-^  cn2(.r  +  K)  ^.r  =  ^4^^  ^-  f/c^  _  I')  .r. 

.',  'ài(x)        \  K/ 


Nous   avons   donc,   pour  la   dérivée   du   sinus   d'amplitude    par 
rapport  au  module,  la  formule 


D/,.  Sll^r    =: 


cnx  <ln ./■ 


kk'- 


H',(.r) 


_^iix)        \  K 


+     A-2 


X 


et  Ion  en  lire  les  suivantes  : 

sn.7'  lin:?' 


D/,  cil  X  = 


D/. (In  ,27  =  — 


kk'-^ 
/•■  511-37         A-  sna"  rn.r  r  0,  (37) 


13"  m. r  r  0,  ( 
1^'  l^\ 


ànx  k-  l_0i(37; 

La  dernière,  en  employant  la  lelation 

\\\{x)         0',(.-r) 


k-'- 


iy] 


Hi(3')        0,(37; 
peut  s'écrire  pins  simplement 


A- "^5113- 

cn3^'  dn3' 


A'sn3'  cn37  rH,(3-)        /  J 

k'  lHi{x)        \  K 


0Ï37) 


En  (in,  si  l'on  introduit  dans  ces  (rois  expressions  la  fonction  — z — j 

'  0  (37  j 

ou  plutôt  la  fonction  de  secondé  espèce, 


/      /i:-sn-37  â?37  —  —  X 
.L  K 


0'(-r) 
07^ 


Z(37), 
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on  |>jiivii'Mt  ;ni\  fiinimlcs 

AA'^D/i-  sna:  =  -f-  A'  s»  j"cii*x  -h  cil  j-  du  j-  [  Zi  r  »  —  A*  J"], 
XA'*  Dk  en  j"  =  —  A*  sn'x  en  a^  —  sn  x  on  j:  \'A{  x  }  —  X' j"  |. 
XA"'*  Dx  (Inx  —  —  X*sn*  j-(ln  r  —  X*sii  x  en  j-[  Z(x  »  —  X*j- j. 

.le  remaiMiUMai  i|U('  I  On  cuikIiiI  de-  ilmx  |»rniii(  r<'->. 

,  ,,,l>k(CUT  -^  i>l\X)  If'/  /,       1 

aX"  *  -: : =  X- sn  J-  e n X  —  d M  .r [  A (  j"  )  —  X   -r  I  ; 

I  (en  j"  -+-  /  SI)./-  » 

nous  nvons  donc,  pour    la  dérivôe  <lr    l'anipliliide  de   rargumeni, 
l'expression 

AA'-  D/,(ifnr  =  X-sn.r  en./-  -+-  dn  j"[Z(j-  )  —  A-x]. 

A  ces  résiliais  je  nie  propose  niaintenanl  de  joindre  la  valeur 
de  DaZ  (x)  dont  le  calcul  demande  un  peu  plus  de  développeinenls, 
la  (juestion  élanl  d'inlégrer  par  ra|)|iorlà  j:r  la  quanlilé  D/,(k'- sn'-x), 
(|ue  j'ex|)iinie  ainsi 

XX-'-D/.(Xîsn-ar;  =  iX-X'^sn^j-  -+-  •j'.X''sn2a:  en^j; 

•+-  •iXr'sn.r  cn.r  dna7[Z(a7)  —  X'a^]. 

V  cet  ellel  j'écris,  pour  al)réger,  Z.   Z',   Z",    au    lieu    de    Z(a:), 
Dj.Z(x),  D^Z(j:),  et  observant  (ju'on  a 

X-2sn2x  =  Z', 

X-îcnîj-  =:X2—  Z', 

u X- sti  j-  en  j"  (! n .r  =  Z ". 

je  mets  ce  tic  (|  nanti  té  sous  la  forme 

XX-'îI)/,(  X-^si.2x)  =  xk'-'Z'^  2Z'(X-2—  Z')  ^  Z"(Z  -  X^  x). 

Enfin  je  rem])lace  le  dernier  lerme  Z"(Z  —  k'-x)  par 
D.rZ'(Z  —  k'-x)  -j-  Z'{k^—'L'), 

nous  obtenons  ainsi 

XX'î  Da-(X-2 sn2x)  =  2 X-'-^ Z'  +  3  Z'(  X'-  -  Z' )  +  D;rZ'(  Z  —  X-^  x), 

et  par  conséquent 

kk"-D,,Z{x)  =  (2X'2  4-  3X-2)Z  -  3  r    Z'^- dx -i- Z\Z  -  k^x), 
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tle  sorte  que  1  intégrale  /     7J'-dx  nous  reste  seule  à  évaluer.  C'est 

ce  que  nous  ferons  en  décomposant  en  éléSnents  simples  la  fonc- 
tion 7J -  =  /,''  sn''  a;,  qui  a  pour  périodes  2K,  a/R'  et  pour  pôle 
unique  a:"  = /K',  dans  le  rectangle   de    ces    périodes.   Nous    avons 

S' (  v) 
donc  un  seul  élément  simple  dans  la  formule,  qui,  par  suite, 

s'obtiendra  au  moyen    de  la    partie    principale  du  développement 
de  A''  sn'' X,  en  posant  x  =  iK' -+-  z. 
Or  on  a 

/.*sn*(iK  -!-£)=  — r-  =  -r  H — 5 ;' 

et  cette  partie  principale  mise  sous  forme  canonique  étant 


6     -   £  3  -  £ 


nous  en  concluons 


/c*  sn  i  j-  =  —  -  D  j. D  f  — 


(X) 


6     -^  0Kr)  3  &{x') 

ou  bien 

La  constante  se  détermine  sur-le-champ  en  supposant  x  =  o. 
On  trou\e  ainsi  C= — ^;  cela  étant,  il  vient  pour  l'intégrale 
cherchée  la  valeur 


f    Z'2  d.r  =  4  Z"  +  - 


(:-4-/f2)  /,-'-x 

— /j    


•2(l  +  /.-2)„  /-2    , 

=:  :^ Zh — ^(sna^cnardn^  —  a?) 

b  3 

et  nous  tirons  l'expression  suivante  : 

kk'-^D/,Z(x)  =  ZZ'—  A-2(Z  -h  xZ' )  -h  /i2(:f  -  sn^  cn^  dnar). 

Je  vais  en  indiquer  une  conséquence  importante.  Soit   en    dési- 
gnant par  m  et  m'  des  nombres  entiers 

G  —  -iniK  -+-  inï  i\\' .  W  =  uni  -i-  im'  iS' , 

et  posons  c  =  a:  -1-  G.  On  aura  l'égalité 

Z(0  =  Z(;r)-i-H, 
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<|iii  (loniiera.  «mi  (liHeienlianl  par  rap|)orl  an  innilulr. 

Z'(i)lhC.-     |),Z(:)=   l);,/AJ-,-   I>J1. 

lîctraïu'lianl  inainlenanl  nicniltir  a  iiieiiibre  les  é(|uati<iii'^ 

U'î  DxZ($  )  =  Z($j  Z  (f) -A^lZ(i;-+-îZ'($i| -H  A-«($-sn«  cn.r  (!..«;, 
/.•X'îDa-Z(  J-)  =  Z(ar)Z'(a:)  — Aï[Z(.rt  -h  :rZ'  (  .r)\  -^  A-^(  x  —  snx  en  .r  <\n  r  > 

et  ubsei'N.iul  i|u  on  a  • 

Z(Ç)  =  Z(  j-)-h  H.         Z'(ï)  =  Z'(a'),         sn;  cn$  dnf  =  snjTcna-iInx, 

on  trouvera,  par  des  i-éilurtions  faciles, 

U'2[DAZ(i)  — D/,Z(ar)]  =  (  H  — /.2G)Z'(a:)-/.2(H  -  G). 

Nous  obtenons  donc,  pour  résultai  de  la  dilTérentiation  par  rapport 
au  module,  l'équation  suivante 

[H'^D/,G-h  H  —  A-'-G]Z'(>)  — XA'iD/,  Il  -  A^dl  —  G;  =  o. 

qui  se  partage  dans  celles-ci 

M'2D/.G  =  Â^G-  H, 
AA'ïD/JI  =  A^iG— FI). 

et  les  intégrales  complètes  de  ces  deux  équations  dilTérentielles  sont 

manifestement 

G  =  alv-^  fiK'. 

H  =  a.I  +3  J', 

a  et  |î  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Ces  résultats  conduisent  aisément,  comme  on  va  le  voir,  aux 
dérivées  prises  par  rapport  à  k  des  trois  autres  fonctions  de  seconde 
espèce  analogues  ù  Z(a:),  à  savoir 

jx     mx) 

Z.(^)=— -j^— ^, 
„    ,    ,        ir        II, (.r) 

ZJt)     -^^        ^'^-^^ 
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Je  pars  à  cet  eft'et  des  relations 

Zi{x)  =  Z(a--f-iK')  — iJ', 

Z3(a7)  =  Z  (:?••+ K)  —  J, 
(|ii'on  peut  comprendre  dans  la  formule 

en  désignant  par  A  et  B  les  mêmes  combinaisons  linéaires  de  K  et 
K'  d'une  part,  de  J  et  J'  de  l'autre,  de  sorte  qu'on  a 

/xA-'2DaA  =  A2A—  B. 
M''2D/,B  =  A2(A  —  B). 

Gela  posé,  et  en  taisant  encore  ç  =  ^r  +  V,  de  la  relation 
DkZnix)  =  Z'(OD/rA  +  D/,Z(ï)-D/.B, 

je  tire  d'abord 

Ak'-^  D/.  Z„ ( .r  )  =  /tA'2 Z' ( 0  D;i-  A  ^  Z ( a ) Z' (  0 

—  A-2  [Z(  ï  )  ^  '-Z'il)]  +  A'-Cq  —  sn  î  ciii  dnï  )  —  k/c'^  D^-B. 

Remplaçant  ensuite  dans  le  second  membre  Z,  (^),  Z'(^)  par 
Z«(^)  +  B,  TJ n{x)  et  i  par  a:  +  A,  j'obtiens,  en  groupant  conve- 
nablement les  termes, 

kk'-^  Dl,Zn{x)=Z„{x)Z'„{x)  —  k-i  Zn(x) 

+  [  kk'-i  D/,  A  ^  B  —  kHx  -^  A)]Z'„(x) 

-h  k'-[x  —  sn  (  a"  -î-  A  )  c  n  (  .r  -I-  A  )  tl  n  (  .r  -T-  A  )  ] 

—  kk'-i  D/,  B  ^  k-^  (  A  —  B  ), 

puis  en  réduisant 

kk'-^D/,Zu(:r)  =  Z^(x )Z'„{x)  —  k^Z„(x)  ^  xZ'„(x)] 

-\-  k-[x  —  sn(a7-T-A)cn(,r-HA)(ln(ar-+-A)]. 

On  voit  que,  pour  les  diverses  valeurs  de  /?,  les  formules  ne 
diffèreut  que  par  un  seul  terme,  le  dernier,  qui  pour  n  =:  i,  2,  3 
doit  être  successivement 

cn^rdna-  k'^inx  dn.v  k-snxcnx 

k^sn^x  k'-cn^x  dn^o; 

Je  remarquerai  en  dernier  lieu  que  1  intégration  donne,  C  étant 
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nue  consliiiilr, 

vA-X'îD/,  I  A„(x)e/x=  Z,30  »—  v/^xZ^^r  ) -+-  X»f  x»  -  snVar -f-  \  )|  -^  T.  : 

iKius  avons  donc  rexprcssion  de  la  dcM-ivi-e  par  i'a|t|>(ii-l  j  /.  des 
fondions  ,\r  M.  W  eierslrass,  (|iii  s(»iit  di'linics  |i;ir  r<'(|iialion  .• 
l^xlOe  AI  (j:)„  =  —  Z„(  J7  ).  Kl  ((Miiiiic  i»ii  dt'diiil  de  ccUr  coiidilion 

l»î.lo- M,  ./•!,=  _  z;,c.r  )  r^  — Z'Cr  ^  \-, -^_^ïsn«(r-  \^. 
la  reliilioii   prccédenle  prend  ceth-  ni)n\elle  forme 

-ïA^r'^D/i  logAI(x)„=  [Dj,lofîAl(a7;„]î-^  v.Â*rDa;logAI(x)^ 

-+-  DilogAI(x)„-(-A-îr2-t-C, 
puis  en  sinipliriant 

•ji/A-'iOA.  Alf.r)„-r-  01.  Al  (X  ),.-+-  ./î.r  \|(.r  )„ -h  (A-^x^-h  C)AlC.r  )„t=  o. 

Dans  celle  équation  linéaire  aux  dilTérences  parlielles  doni  la 
tlé-couverle  csl  due  à  M.  VVeiersirass,  l;i  conslanle  C<|iii  leste  à 
obtenir  varie  seide  avec  l'indice  //.  Soil  d';d)ord  x  =  o^  ou  a,  en 
exceplaul  le  cas  de  /i  =  i ,  \l(o),^--i,  (;L  l'on  trouve  iinniédia- 
lement  C  =  —  D^.  \l(:c),^;  on  a.  ce  (jui  esl  la  même  cliose  dans 
I  livpollièse  j:  =  o, 

D2.logAI(.r)„=  — A-îsn^A. 

Nous  prendrons  donc  successivement  pour  n  =  o,  2,  -i  les  valeurs 
qui  correspondent  à  \  ^  o,  K  +  /K',  k,  c'est-à-dire  C  =  o,  1, 
k'-.  Supposant  ensuite  /^  =  1 ,  on  dérivera  d'abord  par  rapport  à  x 
l'équation  aux  dillérences  partielles,  et  en  faisant  ensuite  j:  =  o, 
on  obtiendra  la  condition 

C  +  a/. 2  =  —  DJAK^j,  =  I  -h  AS 

d'où  lii  valeur  C  =  /'-. 

Paris,  19  octobre  1879. 
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UÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DE   LAMÉ 


Journal  de  d'elle^  t.  89,  p.  9-18. 


Je   viens    répondre  à   la   question    que    vous   avez    bien    voulu 
m'adresser  en  me  demandant  comment  l'intégrale  de  l'équation  de 

Lamé, 

Dçr  =  [/i(n-)-i)A-2sii2î  -H  A]  ,-, 

peut  se  déduire,  dans  le  cas  limite  du  module  égal  à  lunilé,  de  la 
solution  que  j'ai  donnée  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Cette 
solution,  comme  vous  savez,  est  représentée  par  la  formule 

où  F(^)  est  une  fonction  doublement  périodi(jue  de  seconde  espèce; 
il  s'agit  donc,  si  l'on  introduit,  comme  il  convient  de  le  faire,  la 
variable  a:  =  sn^,  de  voir  quelle  transformation  analytique  se 
trouve  amenée  parla  supposition  de  A"=  i.  C'est  cette  recherche 
que  je  vais  faire,  mais  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  moins  parti- 
culier et  en  considérant  en  général  les  fonctions  uniformes  possé- 
dant la  propriété  caractéristique  de  F(^),  à  savoir 

F(ï-2iK')  =  ia'F(0, 

où  uL  et  ji.'  sont  des  facteurs  constants.  Voici  à  cet  effet  l'expression 
de  F(ç)  dont  il  faut  faire  usage. 


SUR    l.'lNTKGHATION    DK    i/kOIATION    IiIKI'-KRKNTIKI.I.K    HK    I.VMK.  «) 

.le    consitirre    i.i     ([ii;inlilf     lJ5l(>g;F'(;)    (|ui    c^i     niic     Icjurlion 
douljIeiiHiil  |K'rio(li(jiic  de  |ncmit'rf  csi)»-»-»'   avant    |)Oiii-    |)«Mes  les 

racines  des  deux  tWina  lions  |-'(  r)  =  o  ri  -: ^^  ^).  Si  Idn  m  mime. 

'  I-  (  X  ) 

dune  pari,  v.,.  y.,, y.,„  vl  «Ir  I  autre  [i,,  !3j,  ...,  3,,,  rrllo  d«-  cr» 

racines  (|ui    sont  dan>    rinléiieur    du    iTclan{;U'  des    jx-iiiides,    la 

décuniposition  en  ('-Ir-nH'nts  simples  dunin-  l,t  formule  suivante  : 

A  étant  une  constante.  Cela  élanl,  je  reniar(|Uf  d'alxjrd  (|iie  les 
quanlit(''s  aet  ^  sont  en  inèm<;  nombre  et  qu'il  faut  faiie  /«  =  //. 
car  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  envisagée  <|iii  esl  nulle  csi 
précisénienl  la  ihlVérence  m  —  n.  L'intégration  conduit  ensuite 
immédiatemeiii  à  celte  expression  où  âq  est  une  nouvelle  constant»' 

H(^-a.;ll(i~a,,...ll(^-a„, 
■^^î'-   H(i-a,)ll(?-^,)...H(t-^„)^         ' 

et  I  on  \éri(ieen  ellet  bien  facilement  qu'on  a  les  conditions 

va^;iw')  =  ix'Fa), 

les  multiplicateurs  ayant  pour  valeurs 


/TCW 

-t: 1-2/./ h 

'/  =  e 
si  l'on  pose  pour  abréger 

w  =  a,  +  0(2  -1-  .  .  .  -h  a„  —  3 1  —  3-2  —  ...  —  3„ . 

Ce  résultat  obtenu,  quelques   remarques  sont  nécessaires  avant 

d'introduire,  comme  il  s'agit  de  le  faire,  l'Iiypothèse  de  A=  i . 

K' 

.l'observe  qu'alors  le  rapport  des  périodes -TT  devenant  nul   on   a 

__K' 

cj  ^  c      '*  =  I ,  les  séries  qui  représentent  les  fonctions  0,  H,  etc. 
sont      par      conséc[uent     divergentes.     Mais     les     fonctions     de 


0(o)        ' 

e 

H'(oj       ' 

e 

.i.i" 

H,(o) 

e 

"  ^«  0,(:r) 
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M.  Weierslrass,  (ItHinics  par  les  é(]ualions 

_  il: 
...    .       r^e(.r) 

Al  (.77)3  = 
oui  dans  ce  cas  des  limites  entièrement  déterminées,  à  savoir  : 

Al(  :r)   —  e      -  cosï.r, 
-  — siii/if.- 
Al(,r),=  e^^, 

Or  ou  trouve  aisément  que  le  rapport  des  f|uantilés  infinies  J  et  K 
est  l'imite''  pour  /.=  i  .  La  série  connue 


K  =  fi-Hl/.- 


'•> 


1        i         '  /  '1 

|,,o  /,    i. 


■1  /    "/'■' 

donne  en  efl'et 

en  n'écrivant  pas  les  termes  (pii  s'annulent  avec  A"',  de  sorte  ([u'on  a 

/'D/,,K  =  ^i   pour  /,  =  I .   Cela  étant,  il  suffit  (Temployer  celte 

relation 

J  =  /.Uv  — /./.'n)/,  k, 

ou  encore 

J  =  /■■2K  +  />V.'D/.'K, 

d'où  l'on  lire 

J        ,,"     /.2/'D/,.K 
K  K 

])our  voir  en  elTet  cpi'on  a  —  =  1,  en   supposant  le  module  égal  à 


su»    I.  INTKCiHATluN    DK    I.  i:yl  \TIOS    IHKPKHKNTIKI.I.K    I>K   LAMK.  Il 

runilf.  \i»ii>  .i\(»iis  donc  Ifs  (oinuilcs  suiviinle-.,  (juil  fall.iit  ohltMiir, 
à  savoir  : 

H (  ./•  p 

— ; =  COSIX, 

H(ar)         siii/.r 

ll,(o)         «ifo) 

Kllcs  inonIrcMt  i|ii  «m  |»ciil  écrire 

ll(  ;  —  ï  )   _  siiwi  $  —  a  ) 

el  c  est  (le    là     (juc    non--    .illoiis    (iicilciiKiil   loiicluie    r<'\  pression 
(le  F(^V  Kn  «'lier,   Ui  re  la  lion  a;  =  snç,  (ioniumi  |ioiii-  /.=  i . 

cost  ç 


\/i  — a~2  '  v^i  — yï 

»»n  voit  «HIC  SI  I  on  pose  senihlnlticnienl 


on  itiiiM 


-in,(t_<l,l 


:>==./ 


i n  f'(  :  —  a  )  / 1  —  A-  ./•  — 


\,'     ,  _  cfl    T  —  b 


Maintonaiil  il   n  \    a  plus  (jii  à  einplover  l'expression  de  C'  en  .r, 
à  savoir 


p(»nr  dldenii'  la  (ofiTinle 


F 


(t\  —  C O' ~ ^' ) ^■^'  -  ^-2 ) •  •  •  (--^  —  g«  )  /i  -+-  j-y- 


où  (>  est  nn  facteur  constant.  Ce  résultat  fait  bien  ressorlii'  la  dill'é- 
rence  caractéristique  de  nature  entre  les  deux  genres  de  fonctions 
doublement  périodiques  de  première  et  de  seconde  espèce.  Les 
unes  s'exprlniant  sous  fornie  rationnelle  en  snç,  cnç  et  du;,  on 
obtient  simplement,  si  l'on  suppose /r  :^  i ,  une  fonction  rationnelle 
de  x=  sn  ;  el  de  \/i  —  .r-,  tandis  que   les    autres    sont   le    produit 

d'une  fonction    rationnelle   par  le   facteur  {    _     )   •  Kufin  on  doit 
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remarquer  le  cas  parliculier  important  qui  s'oflVe,  lorsqu'un  pôle  ^ 
a    pour    valeur    iK  .    L'équation    oos/8z=  montre    alors 

que  K'  devenant  égal  à  -,  lorsque  /,- =  i.  le    cosinus    s'annule,   de 

sorte  que  ^  doit  être  supposé  infini,    La    forme    analytique   de  la 

.•    ,  H(;  —  a)  j.p      ,  II        1      •  i(x — a)  i      i. 

quantité  jj—; rr,  se  modilie  donc,  elle  devient  i  et  de  la 

résulte  qu'en  supposant  tous  les  pôles  de  F  (;)  égaux  à  t'K.',  on  aura 


F(5)  =  C{x  —  ai)(.T  —  ai)...(x  —  On)  ( -^ 


/  I  —  .r  ' 


I  —  .r 


C'est  précisément  la  circonstance  cjui  se  présente  dans  l'inté- 
grale de  l'équation  B'iy  =  [n(n -i- i)  k-sn'-q -i- /i]y,  où  la 
fonction  F(H)  a  pour  seul  pôle  i  :=  iK',  avec  l'ordre  de  multipli- 
cité n.  JNous  en  concluons  que  la  transformée  obtenue  en 
posant  iT  =  snç, 

{x- ~  i )-^D%y  ^  -îiT^ -  X )D^j  =  [n  (n  -{-  i)x'^ ---  h]r. 
a  pour  intégrale  générale 

j.=  G(i— ^)'lI(.r)+C'('-^^y'n(-:r), 

\  I  —  X  /  \i  —  X  / 

U{x)  désignant  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  /?,  et  À  une 
constante.  Mais  nous  n'avons  ainsi  que  la  forme  de  la  solution,  et 
il  reste  à  obtenir  la  constante  À  et  le  polynôme  U(x).3e  ferai  cette 
rechercbe  non  seulement  pour  l'équation  de  Lamé,  mais  en  consi- 
dérant en  même  temps  la  suivante 

dont  la  solution  donnée  par  M.  Picard  [Comptes  fendus, 
i  4  juillet  I  S'jg)  est  encore 

j'  =  GF(0  +  C'F(-0, 

si  l'on  désigne  par  F  (^)  une  fonction  doublement  périodique  de 
seconde  espèce,  n'ayant  pour  pôle  que  ^  =  /K'.  Sans  doute  les  deux 
équations  sont  des  cas  particuliers  d'une  autre  plus  générale,  dont 


SLR  l'intèghation  1)K  i.'kquation  I)Ikkkhkntiki.i.i-:  m-:  i.amk.  iJ 

l  intéj^rale  serait  ilr  iiiinic  ii.iluit',  aussi  et  dans  celle  pn'visioii,  je 
considérerai  celle-ci 

=  [  (  /l   —  V  )  (  «  -+-  V  -+-  I  )  (  X»  —  I  )  -+-  À»  —  V»  I  K, 

où  il  >iiflil,  cil  ellt'L  (le  supposer  successiveiiicnl  v  =  o, 
\-:=  nt^n  -\-  \)-^  II,  puis  v  =  —  (''-+-  i  ),  ).'-=  (/iH-  i)'-  —  a,  poui- 
obtenir  celles  que  j'ai  en  vue.  Oi-  on  parvient  aisémeul  à  la  solu- 
tion, en  |)Os;iiil 


y  =(X  -r-l)     ^      {X  —  \)  -       Z\ 

nous    irouNoiis   eu   oiiet.    jjar   la    suljsliLuliou,  ccLle   (';qualioii    1res 

>iiiiple 

(a:*  —  \)V)%z  -^  lix  —  \)ï)xZ  —  ni n  -\-  \)z  —  o. 

Klle  s'esl  ollerle  dans  lel)eau  travail  de  M.  Lij^iierre,  sur  l'approxi- 
mation des  fonctions  d'une  variable  au  moyen  des  fondions  ration- 
nelles, (|ui  a  paru  tians  le  Bulletin  de  la  Société  mal  hé  ma  tique 
de  France  (^l.  V,  p.  -8),  et  nous  savons  ainsi  qu'elle  admet  pour 
solution  un  pohnoine  entier  n(j7)  de  degré  n.  Si  l'on  se 
rappelle    maintenant  que   l'expression  générale 

z  =  {x  —  \Y^{x  -\-  i)-.3D^[(a7  — l)«+a(a7H-i)''+?] 

donne  Téquation 

{x-  —  ijl'i^  -+-  [a(.r  -i-  i)  -t-  ^{x  —  i)-}-  ■>.x\YixZ  —  n{n  -\-  a  -i-  ji  -\-  i)c=  o, 

nous  en  concluons  facilement  qu'on  peut  écrire 

Cela  étant,  comme  l'équation  dilï'érentielle  ne  change  pas  quand 
on  change  x  en  —  x^  une  première  solution  en  donne  une  antre, 
et  l'on  obtient  par  suite  pour  l'intégrale  générale 

À.  —  V  À  -f-  V  X  —  V  A  -y-  V 


y=Q.{x-^\)   -    {x  —  \)       -    W{x)+QJ{x-\)   ''    (x^i)       '     n(— ar) 
ou  plus  simplement 


A  A 

2  /  V,      _  ,  \  2" 


^-^-•)^i'='^(^yn(-)-KjTiy"^— : 
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Ce  résultai  fail  bien  voir  qu'en  supposant  la  constante  v  égale  à 
zéro,  ou  à  un  nombre  entier  négatif,  la  valeur  de  y  appartient  à 
l'expression  limite  des  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce,  lorsqu'elles  ont  pour  seul  pôle  i¥J . 

Pour  V  =  o,  d'abord,  nous  avons  immédiatement  sous  la  forme 
prévue  l'intégrale  de  l'équation  de  Lamé. 

Faisons    ensuite  successivement   v  =  — ini,   v^ —  (2/71+1), 

et  posons 

no(.r)  =  {x-^—\)"^\l{x), 

\\i{x)  =  (a^  +  i)'«(5"  — i)"'-+-in(j:-), 

de  sorte  que   Qo(^)    et    il|(j?)    soient   des  polynômes    entiers    de 
degré  n — v,  on  aura  en  premier  lieu 


.r  —  1  /  \x 

puis 


37  -4-  I  \      -       „     ,  ^,/  X  1 

X  —  I 


i-  =  cN— 7       n,(.,  +  c'^^       u,(-.); 


ces  formules,  si  l'on  prend  en  particulier  v  ^ — ■  (/'  +  i),  donnent 
la  solution  de  ré(|uation  considérée  par  M.  Picard.  Un  dernier- 
point  (|ui  est  important  me  resleà  traiter  :  je  \ais  recheicher  dans 
quels  cas  les  deux  solutions  particulières  dont  l'une  se  tire  de 
l'autre  par  le  cbangeiuent  de  x  en  —  .r,  ont  un  rapport  constant, 
de  soite  que  la  formule  ne  représente  j)ius  l'intégrale  générale. 
Désignons  par  g'  une  constante  et  posons 


A 


X  —  1 
on  en  déduit 


11(3")=  ^ Ui—X), 


X  ^  I  \>-  I  li(—  X) 


rm- 
L  n(. 


X  —  1/  L   'H^)_ 

Cette  relation  montre    que    la    fraction    rationnelle    du    second 
membre,  dont  les    termes  sont    des    polynômes   lIu    degré    /i,    ne 

! X   I    \^' 
pourra  être  identique  à  la  fonction  (  —  )     qu'autant  que  cette 

fonction  sera  elle-même  rationnelle,  ce  qui   n'arrivera   qu'en  sup- 
posant A  entier  et  non  supérieur  à  n.  J'ajoute  que  cette  condition 


^1  II   I.  intkgiivtikn   i»i:  i.  koiviion   iiikfi:iii:mii;i.i.i;  i>i;  l\mi;.  i:) 

«|iii  esl  nécessaire  rsl  en  même  lrm|>s  siiliisaiile.  I!ii  pn-iMiil  m 
ellel  |)Oirr  /.  mi  iKJiiihre  entier  /  ;in  |»liis  égal  à  //,  t)n  a,  si  I  on 
désigne  par  \„  le  polvnitmc  de  I  .ii^cnilic  : 

n{x)  =  2"  I  .•> ...(«  —  i)  {x  —  iyU'^\„. 

1 1 1  —  .r  "i  =  i'  —  »  i"  I  .•>..,  C  «  —  i  \(  r  -^  \  )l  n',A  ;i . 

de  sorle  qu'en  sn|»|)rimaiil    le    facteur    l)',.^k^rt    ci»mmiiii    aux    deiiv 

termes,    la    (laclion    devient    i(lenlH|(i<-n)ent  ( )  ■     \  mis    avez 

donne  il,iii>  \()lit;  ()ii\ragc  sur  la  lliforie  des  loiicliun>  >|)liéri(jiies, 

pour  ces  valeurs  <le  A  i|iii  sont  la  Sf'-rie  des  nombres  entiers  ).  =  o, 

I,  2,  /<,  les  expressions  analvtiqiies  que  ma  formule  cesse  alors 

de  représenter,  et  les  heaiix    n'-siiltats  aux(piels   vous   êtes  depuis 

longtemps  parvenu  sut  (c  pnmi,   conl  iriiiM-iil  la  xdMlion  coni|)lrle 

de  la  (|ueslion  ([u'à     xolrt;    demande    lji(ii\<:illaiile    j  ai    essayé;    de 

traiter. 

Qu'il  me  soil    peiinis,  MonMciir,   de  nous  oH'rir,  en   l(''mi»ignage 

de  la  plus  liante  estime  ci  d'une  allection  hicn  sincère,  I  liommage 

(le  ces  recherches  (|iii  oui  été  aidées  de   vos  conseils   et    (jnc   vous 

avez  encouragées  pat   un    inléi('l  dont  je    vous   suis   |)rolondément 

reconnaissant. 

Pijii-,  M   novembre  187g. 


POST-SCllIPTLM. 
La  solution  coin|)lète  de  l'c-qualion 

(  a;î  —  i  )■-  D.r  ^'  -+-  2  (  V  ■\-  \)(x^—  x)ï)j:y 

=  [  (  n  —  V  )  (  rt  -f-  V  -i-  1  )  (  a:'-  —  I  )  -H  X2  —  v3  ]  7 

peut  encore  être  obtenue  comme    il   snii  dans  les  cas    singuliers. 
J'introduis  la  fonction 

<I>(^,  X)  =  C^-^VlIfa:)— (-i)"ll(-a7), 

qui  s'annule  identiquement  [)oiir  1  =  i.  et  j'écris  ainsi  l'expression 
de   )' 

l  l 


|6  OKUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

Cela  élanl.  il  suffit,  en  employant  la  méthode  de  d'Alembert,  de 
poserX  =  /-h£.  îC'=:C,.  et  de  faire  £  infiniment  petit  pour 
obtenir 

A  devant  être  pris  égala  «après  la  diflérentiation.  Si  nous  désignons 
dans  cette  hypothèse  Dxll  (57)  par  n/(^),  on  trouve  la  formule 

Dx'i'C^r.  )0-  f^-— !-Vn(.r)log^^tl  ^  (  ^—Ll.)'  u,-(  x  )  -(—  i)"U,-(-  x), 

\t  —  1/  X  —  l  \X  —  1/ 

où  le  coefficient  du  logarithme  au  moven  de  la  relation  importante 

(  ^  ~  '  )  D,'^.  [(t  —  \ )"-'  (x  ^i )"+  ' 

—        ,  ,  .  O  — i)'Di^"(a'2— i)". 

■2n(2n  — I  )...(« —i-t- I) 

pour  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  n  de  /,  se  réduit  au  polynôme  entier 

■i"\.i...(n  —  t)(^-0'Di;X„. 

Soit  par  exemple  /?  =  1 .  ce  qui  donne 

/  r  -H  i\^ 

n(a7)  =  .r—  À  et         <ï>(a-.  X)  =  (  ^ ix  —  ^L)  —  x  —  \. 

.  •*■  —  I  / 

on  aura  successivement,  pour  A  =  o  et  A  =  i, 


•in{ïn  —  r  )  .  .  .  (  11  -^  i  )  \ a-  -h  [ 
I 


{x-  —  I  y  y  =  Car  -+-  Ci  (x  log  ' 2  j , 

\       _  x  —  \       ^r^i — ly 

Les  seconds  membres  de  ces  égalités  représentent,  en  sup- 
posant /i  =  I ,  l'intégrale  de  l'équation  de  Lamé,  dans  les  cas  où  il 
est  possible  d"y  satisfaire  par  une  fonction  doublement  périodique 
de  première  espèce.  Ces  cas  sont  donnés  en  prenant  h^  —  i  —  A"^, 
—  I ,  —  /»"-,  et  nous  avons  les  solutions  correspondantes  : 

Csn^  +  C   -^[ïï^    -   K?J, 
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(  )r  l.j  pmnièic   condiiil  imiiu'ilialiiiifiil ,    si   l'on  f;iil  ./•        su;,  ;« 
I  expression  i|iif  iimis  venons  fl'é*  rirr  |iiiiii  a  =  o.   |iiiis<iiriiii  .1 

Il  (  ;  »  I  ,  I   ,  I     r-  J  J 

.Mai>  il  II  rii  f^l   |iIn>  (Ir  inèiiic  des  ilriix  aiilic-;    inij    se    ri'dnix'ii t 
à  leur  pieinici   tiiiin'.  il  il  (•>(  iiti  (îssiiirc,  poiii-  oliieiiir  le  n-Millal. 

(le  clianj;er  (le  coiislanle  111  r('in|»la(;aiil  (  ]'  par-r-J^.   \(ii(  i   alors.  <ii 

considéranl  la  dciiiii  rc  par  cxciiiiilr.  coimiunl  jo  prie  rai.  Au 
moyen  de  rcxpiosion  de  D^isii  ;.  (pic  jai  ri-ceniinciil  di-inonln^e 
dans  le  n"  13  du  Tome  XC\'I  ilo»  Astrononiiclir  Nnc/iriclitcn ,  on 

pciil  ccriri' 


<J";  (  «'i(;^        J  —  '\  ,1  U/.  snï 


'] 


—-  -    -(inç. 


/.A*  |.H,^£)  K      'J  dit  /. 

J  Observe  eiisiiile  qu'en  d(iveIoppanl  sn  ;  suivant  les  piiissanecs 
croissanles  de  Â',  ou  a,  si  l'on  se  lioinc  aux  deux  prcinicrs  lermes. 
<pii  sonl  seuls  nécessaires  (')i 

sn  ^  =  JT  H —\[  ./■-  —  I  I  ?  ~  ^  I  -I-  .  .  . 

I 


(')  Celle  valeur  se  Irouvc  cii  |iiirlanl  de  l'ijinialioii  difrérenlielle 

1 
Djsn?  =  en  ;  du  ;  =  i  11  ;  |  cn'-H  -1-  /.-sii-;]^. 

ICii  développanl  siiivaiil  les  puissances  ilc  /.  '  on  en  lire 

D:snc  =  cn-£  -1 —  A'-sn-Ë +. . . . 
-  ■        'J 

Cela  étanl,  je  fais  sn;  =  .r  -1-  Â'-y.  on  x  -—  sn';  pour  /,  ~  1.  de  sorU   que 

dx 


I  —  X- 


je  prend  x  au  lieu  de  ;  puur  variable  indépeiidanle,  el  il  vient 

D.r  [^  -+-  k''y  \{\  —  X-  )  —  \  —  x-  -\-  -  k''x^--\-. . .  —  ih'-xy . . . 

On  en  conclut,  pour  déterminerai',  la  condition 

I~*.r  .r  (  I  —  -27=  )  =  —  -ixy  -\-  -  x"; 

or  l'intégrale  de  <eltc  équation,  si  l'on  détermine  la  constante  de  manière  à  avoir 
U.  —  IV.  2 
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01,  par  conséquent, 


Nous    en    concluons     l.i     limilo     de      l'expression    considérée 
pour  />•=  I,  sous  la  forme  suivante 


[{x-—  i")i  -^  .r]  -t-  /i  — .r-  ; 


•2  v/  1  —  .r- 
ou  plus  simplement 

1      / r  y  ./■  I    /    / ,  f  -T-  .r  ■>.  x 


-  / 1  —  X-\-+-   =   7  (  V  '  —  ■^"  log 


îy/,_,r2         4  \  °  I  — .r  / 


ainsi  qu'il  fallait  l'olitenir. 

Je  viens  d'obtenir  l'équation  plus  générale  dont  j'avais  présumé 
l'existence 

qui  a  pour  solution 

^'  =  GF(0-+G'F(-0, 

F  (ç)  étanl,  comme  povir  l'équation  de  Lamé,   une  fonction  uni- 
forme, doublement  périodique   de    seconde   espèce,    avec   le    seul- 
pôle  S  =  i¥J .  Mais  elle  n'est  pas  seule,  elles  deux  qui  suivent  : 

Dly  ^-  2(v  -i-  i)^ —     ^  ^  D^j/-  =  [(«  —  v)(rt  —  V  -+-  i)/:-  %\V-\  -+-  h]y. 

Df  J  —  '^-i'i  -i-  i)- — "-7 —  DçjK  =  [l"  ^  ^'j  («  -^'1  -+-  i)^""  sn-;  -H  AJ^, 
sn  - 

ont  une  solution  de  fuême  forme.  On  doit  supposer  dans  ces  trois 
équations  que  v  est  un  nombre  entier  positif  pouvant  être  nul, 
et  II  un  entier  au  moins  égal  à  v. 


j>'  =  o  pour  ^  =  o,  est 

dx 

-   x. 


0      ■      ^- 


c'esl-à-dire 

ky  =  (a7=-i)  ï  +  X. 


Paris,  novembre  1879. 


sui{  i  m:  iM;(HM>sri!n\ 


i)i;  i.\ 


TIIÉOKIK    DES    IGACTIOiNS    ELIJIMIOUES 


Coni/ifrs  rendus  de  l' Académie  des  Sciences, 
t.  XC,   1880.   p.    K.oC). 


.Supposons  le  module  une  (juauliLé  imaginaire   <|uelconque,  <Je 
sorte  que  Ton  ait 

et  faisons 


-=f 


La  proposition  que  j  ai  en  vue  consiste  en  ce  que  la  partie  réelle 

K'  . 

du  rapport  -r-  est  essentiellement  positive;  on  la  démontre  facile- 
ment comme  il  suit. 

Je  multiplie  d  abord  les  deux  termes  de  la  fraction  par  la  quan- 
titt;  imaginaire  conjuguée  du  dénominateur,  que  j  appellerai  Kqi 
en  posant 


.2 


il  suffira  ainsi  d'obtenir  le  signe  de  la  partie  réelle  du  produit  K'Ko. 
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.remploie,    pour   cela,    cette    expression    sous    forme    d'intégrale 
double,  il  savoir  : 


■K  71 


''*"=. CI 


d(f  fii/ 


0     --'o     v^l  '  —  (  '  —  ^  —  j  p  )  sin-o]  [i  —  (a  —  f  !j)  sin-»!/  ] 

Je  mets  ensuite  en  évidence,  dans  le  radical  carré,  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  f,  en  faisant 


v/fl  —  (I  —  a  —  itJ  )  sin^ç]  [i  —  (a  —  «  ^  )  sin^  6]  =  \  h-  /^  Y, 
ce  qui  donne 

sin-cp  (i  —  a  sin^ij/)  -!-  sin2'|i[i  —  i  i  —  a)  sin-cp]  =  9,XY, 

ou  plutôt 

sin-tp  -;-  sin-d/  cos^o  =  2XY. 

Ceite  relation  montre  que  les  quantités  X  et  Y  sont  nécessaire- 
ment de  même  signe,  et  j'ajoute  que  X  ne  devient  jamais  nul.  La 
condition  X\  =  o  ne  peut  être  satisfaite  en  ellet  qu'en  posant 
'-p  =  o,  •i/  =  o.  Or  on  conclut  de  la  première  relation  j=  —  ft-Y- 
pour  X  =  o;  par  conséqueul,  c'est  le  facteur  Y  qui  seul  peut 
s'évanouir.  Après  avoir  ainsi  établi  que  X  ne  change  jamais  de 
signe,  nous  remarquerons  qu'à  l'origine  des  intégrations  la  racine 
carrée  est  prise  positivement  ;  ayant  donc  X  =  i  pour  o  =  o  et 
•l  =  o,  il  en  résulte  nécessairement  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  cp  et  'il.  X  et  Y  sont  des  quantités  positives.  I^'expression  con- 
sidérée 

77  —  71  7t  71  71 

'''^"=./       /     \^  i'i\  =J       I     X^— Vi^-^^7       /     X^+'82Y2 

montre  doue  non  seulement  (jue  la  partie  réelle  de  K'K„,  et  par 

K' 
suite  de  -r-.  est  positive,  comme  il  fallait  l'établir,  mais  encore  que  le 

coefficient  de  /  dans  ce  rapport  est  toujours  de  signe   contraire 
à  ^. 

Le  cas  particulier  du  module  réel  et  supérieur  à  1  unité  échappe 
à  la  méthoJe  précédente,  qui  suppose  essentiellement  [ii  diflerent 


>l  U    r.NE    l'RorOSITlON    1)K    LA    TIliinniK    DKS    fONCTIONS    KLI.II'TIQI  KS.  >l 

de   z»'to.    M;ii-«   .iI»)i>.  /,'*  étant    néj^atil.    il    <^i   ('•Nidciil    i|ii  mu  ,i  les 
expressions  siiiv;iiites  : 

où    les    ijnantilés    A    el    A'  soiil    |>ositivf>.   (  )ii    en    conclul    ^ui-lr- 

i;liain|) 

K^  A  VA /ItA 

K'~^A.-+-tl{    ~  Aî-^-  \r-  ~  Aî-H  |{î' 

et  notre  proposition  se  trouve  ainsi   t''i;il)lic  dans  tonte   sa  f;éné- 
ralité. 


SUR 


LA   SÉRIE  DE  FOURIER 

ET    AUTRES    REPRÉSENTATIONS    ANALYTIQUES 

DES    FONCTIONS    D'UNE    VARIABLE    REELLE. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  XCI.    iS8o.   p.   1018. 


[.es  développements  des  tondions  arbitraires  d'une  variable  en 
séries  trigonométriques  et  autres  ont  été,  depuis  Fourier  jusqu'à 
notre  époque,  le  sujet  d'un  grand  nombre  de  travaux,  parmi 
lesquels  doivent  être  mentionnés  tout  d'abord  ceux  que  notre 
illustre  confrère  M.  Liouville  a  publiés  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques^ seul  ou  en  collaboration  avec  Sturm.  Nous  rappellerons 
ensuite  le  Mémoire  célèbre  où  Diriclilet  a  donné  la  première 
démonstration,  entièrement  rigoureuse,  delà  série  trigonométrique 
de  Fourier  pour  le  cas  des  fonctions  ayant  un  nombre  fini  de 
maxima  ou  minima.  M.  Lipschitz,  dans  \\\\  travail  dune  grande 
importance,  intitulé  De  explicatione  per  séries  tiigonometricas 
instituenda  functionum  uni  us  variabilis  arbitravium^  et  prœ- 
cipue  earum,  quœ  per  variahilis  spatium  finitum  valorunt 
niaxiniorum  et  uiinimoruni  numerum  habent  infinitum^  dis- 
quisilio  ('),  a  ensuite  établi  que  la  formule  de  Fourier  subsiste 
pour  certaines  classes  de  fonctions  qui  ont  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  minima.  Enfin  M.  Paul  du  Bois-Reymond,  en  don- 

(')  Journal  de  Bnrchiirdt.  l.  (;3. 
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liant  (J'aiilres  classes  de  ces  fonctions.  .1  f;iii  voir  (jii'il  existe  des 
ras  où  la  [)n'>sen(-(>  de  iiia\inia  et  de  imiiirna  en  nombre  iidini  rend 
ina[>|)lieal)le  l;i  iurniule  de  l'ourier. 

Mais  on  est  allé  moins  loin  pour  le>  autres  };enres  de  d<\elo|)- 
pemonts,  et,  à  r«'xce|)tion  de  ceux  où  (i^urenl  les  fonctions 
spliéri(|ues  ei  les  transcendantes  de  Messel.  hi  possilùlité  du 
dé\eloppenienl  n  ii  pu  èlre  encore  ('•l.ildn-  d  iiiir  in;init"i-e  sulli'^iim- 
menl   ri^oni'eu>c. 

iJans  un  ()n\raj;e  cpie  |  ,11  I  honneur  de  prt'-senler  <i  I  \c;idé- 
inie(')au  nom  de  I  auteur,  M.  llysse  iJini,  professeur  à  ILni- 
versité  de  Pise,  la  théorie  de  ces  divers  genres  de  développements 
est  traitée,  (pielle  (pie  soit  leur  diversité,  sons  un  seul  et  unique 
point  de  vue,  tpii  donne  à  la  lois  les  résultais  de  M.  Lipschitz  et 
de  M.  du  lîois-Rejmonil  |)()ur  la  formule  de  l'ourier,  les  dévelop- 
pements an  moyen  des  fonctions  sphéricpies  et  des  fonctions  de 
iJesscl,  ceux  dans  lestpiels  figurent  les  racines  d'une  (kpiation 
transcendante  sous  les  signes  Irigonomélriques,  et  enfin  ces  nou- 
\elle6  séries  dépendant  des  fonctions  elliptique?  sur  lesquelles  je 
m'étais  horné  à  quelques  aperçus  dans  mes  L(;eons  de  la  Sor- 
honne.  La  méthode  employée  se  fonde  d'une  pari  sui-  la  considé- 
ration des  résidus  des  fonctions  uniformes  d'une  \arial>le  complexe 
et  de  l'autre  sur  certaines  intégrales  définies  que  M.  ilu  lîois-Rev- 
inond  a  introduites  le  premier,  et  avec  le  plus  grand  succès,  dans 
ses  belles  recherches.  C'est  à  ce  savant  géomètre  qu'est  due  la 
remarque  importante,  (pi'il  existe  un  nombre  infini  de  fonctions 

'■^(x,  h),    telles  que   l'intégrale  /     'Z>(x,  h)  dx  a  pour  A  inlini   une 

•  Il 

limite  déterminée,  qui  est  -j-  G  ou  —  G,  suivant  que  b  est  positif 
ou  négatif,  G  étant  une  quantité  indépendante  de  b.  On  en  conclut 
(jue,   sous  certaines  conditions  relatives  à  f{x),   l'intégrale  plus 

générale  /    f{x)o{x^  h)dx  a  pour  limite  G/(H-o)  ou  —  (jj(  —  o) 
•  '0 

suivant  le  signe  de  ^,  en  admettant  que  les  quantités /"(^ -h  o)  ou 
f{ —  o)  aient  une  signification  entièrement  déterminée. 

Ces   considérations    délicates,   dues    à    M.    du    Bois-Rejmond, 


(')  Série   di   Fourier  e  altre  rappresentazioni  analiliche  délie  fiinzio/ii  di 
iina  i^ariabile  reale  ;  Pi  se,  1880. 
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jouenl  le  principal  lùle  dans  les  démonslralions  de  la  possibilité 
des  développements,  l'emploi  des  résidus  servant  à  donner,  comme 
Cauchy  l'avait  depuis  longtemps  montré,  la  forme  même  des  déve- 
loppements, i.es  questions  si  difficiles  dont  je  viens  de  parler  ne 
sont  pas  les  seules  qui  soient  abordées  par  M.  I3ini.  L'auteur,  en 
suivant  la  voie  ouverte  par  les  beaux  travaux  de  M.  Heine,  géné- 
ralise des  rc'sultats  obtenus  par  l'éminent  géomètre  sur  la  formule 
de  Fourier:  il  montre  aussi  que  tous  les  développements  dont  il  a 
fait  létude  présentent  le  même  degré  de  convergence;  il  s'occupe 
enfin  des  conditions  sous  lesquelles  on  peut  les  différenlier  ou  les 
intégrer  terme  à  terme.  Cette  indication  succincte  suffira,  je  pense, 
pour  appeler  l'attention  de  l'Académie  sur  TOuvrage  de  M.  Dini, 
où  la  méthode  et  la  plus  grande  clarté  se  joignent  à  un  talent  d'ana- 
Ijsle  extrêmement  distingué. 


SlIK  UNE  FOILMlLi:  D'EULKU. 


JtHtrnal  de    Mallu-matiques.   V  série,   l.    \l.    i.sSu.   |i.    i-iS. 


Une  lillrc  de  M.  I'ii.>>s,  jniljlit'-e  dans    le    liiiUeLin   des  Sriencrs 
nid f ht' nid f if/ lies  (\c  M    Harboux  (mai  1879,  p.   '.">.()),   conlieiiL  sur 

rinléirralo  /  ^ ^^ — f/.r.  un  i('siillat  ohlemi    par   Eiiler  cl     nui    rsl 

î^        ./     I  — ./•••  '  ' 

bien  dif^iic    de   reinaïujiie.  Il  consiste   dans   la    réduction  de    celle 

quantité    à    l'intégrale    dune    fonction   ralionnclic  au  moyen  de  la 

sul>slilulion 

y/TTT^-T-y/i— //^ 

^= , 

f)  v/u 

et  c'est,  je  crois,  le  seul  exemple  (|iii  ait  élé  donné  d'une  telle 
transl'orinalion  pour  une  expression  dépendant  des  intégrales 
ellipli(jues  (  '  ). 

Je  me  suis  proposé,  en  étudiant  ce  résultai  d'Euler,   de   recon- 
naître s'il  lient  à  la  valeur  particulière  du  module  propre  à  l'inlé- 

/       ''■'  '     '     I        -1 

arale  /     /  ou    si.    étant    d  une    nature    plus    générale,    il    ne 

^         J    \/ 1  —  X*  10 


{')  M.    KafTv     tua  fait  aiiliefois    rciiarqucr  quun   auUu   exemple,    égalemcnl 
empninlc   à   lùiler,   se   inuive   dans  le    Calcul  intégral  de    Mertrand  (p.   W.\).  I.a 

diiïérenticllc 

(  1  -f-  x-  )  dx 


prend  la  forme 


(i  --  x'-)\  I  -f-  x' 
I  dj) 


quand  on  pose  x 


-4- V^-H  ■'  p'           ■                   ^\  ' 
— î — i— ,  ou  bien  />  —  


P\ 


—  X 


K.  I' 
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mettrait     point     sur     la      Irace     d'une     catégorie     de     formules 

_/■(  T^  )  dx 


J 


v/Â 


37* 


:B.r2^G 


réductibles  par  une    substitution   algébrique   à 


l'intégrale  des  fonctions  rationnelles.  C'est  en  effet   ce  qui  a  lieu, 
comme  on  va  le  voir  par  l'analyse  suivante,  qui  est  très  facile. 

1.   Je  rattacherai   d'abord   la  forme  analytique  de  la  substitution 
d'Euler  à  la  relation 


v/A.r*^-2Ba7-^-î-G 


J-y 


/•2 


d  OÙ  se  tire  1  équation 


puis  la  valeur 


A  x^ -^  -1  ( B  —  /52 ).'r2  -^  G  =  o, 


^2  _  B  -^  v//>*  —  2  B  />2  ^  B^  -  AG 


et  enlin,  par  I  apj)lication  des  fornuiles  connues, 


X  = 


\Jp'^—  B-f- v/ÂC-4-  V/p2—  B  —  y/AG 

7^^ 


On  voit  en    effet  que,   en   prenant  A.r'' +  2  B^- +  C  =  x'' +  i , 
Il  suffit  de  changer/)  en  -  pour  obtenir  l'expression 


/)/-2 

Jeremai'que  ensuite  que  dans  l'équation  du  second  degré  en  ,r-, 

G 
le  produit  des  racines  élanl  -,  on  a  en  même  temps 


-7.2 

:^n 

P"-- 

1} 

^^V' 

-2B/>^ 

-H 

B^- 

A  G 

P"-- 

W 

A 

G 

~SJP' 

-  ■>.V>iy- 

-+- 

B2_ 

A  G 

A.r2 


Par  conséquent,  toute  fonction  rationnelley  (ic- )  telle  qu'on  ait 
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S  «r\|)i  iiiu-ru  rali«)iiii(.-ll('iiiciil  ,iii    inoyrii  de  la  vuriahlr />.  <!.  ^i  l'on 
leinplacc  celle  eoiuliiiuii  piii-  l.i  >>iiivanli' 

f(x'')  =  o  (  /;  )  v//yi  —  x  |{/y»  H-  H»  —  A(  :, 


(III  ;iiir.i 


i  (/v  )  étanl  encore  ralionnellf  en  fi.     \iii^i    ii(iu>    ii  uii\  n  oiis.    |i;ii' 
rxeinple, 


\  rî =2  vV^i  —  •'  1^  ^-  -J-  B»  -    AC, 


de  sorte  que.   lu  (liHV-icntialion  de  l'(''(|iiali()ii 


donnant 


_  \/A;r*-f-2Ba7î-l-C 

-  » 

A  g'— G 


.//> 


nous  nom  ions  cerne 


.^/yo  _  \fx  s/p'*  —  ■}.  IJ />2  -I-  B ^  —  AC 


y/ A  x*  ^-  "îH  X-  H-  C 


nll    |)|(>n 


dx 


dp 


v/A.r*-i->,  Hj--:-i-C        v/^-  y/^'._2B/)^-f-  B''— AC 

Mainleiiiinl.     il    siilfll    de    innlliplier    membre    à    membre    avec 
"•'qnalion 


/(a-2)  =  o{p)^p^—2\ip'--h  B-^— AC 


pour  obtenir 


/■(  .r2  )  dx  t 


/■(  a?2  )  r/j:- 


G  (  /n  (//> . 


/  /{x^-  )  ax 

L"lnléerale  /    /      ',         ,.  ,-,?  oîi  f(x-)  est  telle  ou  (mi  ail 

esl  donc  ramem-e,  par  la  stibsliltition  considérée,  à  celle  des  (onc- 
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lions  rationnelles.  En  parliculier.  on  aura 

J   (  .r '•  —  I  )  ^x''-  -+-  1  y-i  J     '  —  /'  ' 

c'esl-à-dire  la  (orinulc  <1  Euler. 

H.  La  mélhode  (J'inlégralion  (les  fonclions  doublement  pério- 
diques qu'on  lire  de  la  décomposition  en  éléments  simples  de  ces 
fonctions  conduit  par  une  autre  voie  au  résultat  que  nous  venons 
d'obtenir. 

Supposons,  en  etl'et, 

A.r*  -i-  2 B a?^ -1-  G  :=  ( i  —  x'- ){\  —  k^- t- ), 
et  soient  .r  =  sn ç,  puisy  (a*-)  =  F(^),  de  sorte  qu'on  ail 

J   v/(i  —  •ï.--)(  i  —  k'x')      J 
\y,i  condition  que  doit  vérifiery"(.2:-)  devenant 

/'■^=>=-/(k:ï)' 

on  voit    que  la    fonction  E(i),   quia  pour  périodes  2  K  el    >.  «  K', 
satisfait  à  l'égalité 

Fa-+-jK')=— F(i). 


^'p' 


Cela  étant,  je  dis  qu'à  l'égard  d'une  telle  Jonction  on  peut  prendre 
pour  élément  simple  la  quantité 

cn^  (In; 


Nous  axons  d'abord 


IJ^  log  sn(  ç  -t-  -2  K  )  =  -1-  Dç  log  siiç, 
D|logsn(^-f-  tK')= — D^logsnH. 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'à  Tinlérieur  d'un  rectangle,  renfermant 
l'origine  des  coordonnées  et  dont  les  côtés  parallèles  aux  axes  des 
abscisses  et  ordonnées  sont  2KetR',  il  n'existe  que  le  seul  pôle 
ç  =  o.  Tous  les  pôles  de  la  fonction,  étant,  en  efTet,  les  racines  des 
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<'-(|uatii)ii<  Il  (  ;  )  :=  o,  ft  (  Ç  )  :^ —  ".  "til  |miiii'  «•\|)rf«.si(iiis 

5  =  xin  K    r-  y  m'/k', 

Ç  =  •>//»  K       (  7.  ///    •    I    /  K  . 

Ur  il  csl  clair  (jiic.  |)i>iii-  les  v;ilem»  t-iilièn-s  »!<•  ///  <•!  m  .  ces 
formules,  il  l'exceplion  tlii  pôle  Ç  =  o,  reprt'spnleiil  drs  |i(hii(> 
exléiieurs  .m  ref.t;inj;lr.  (^-ia  (-laiil,  il  sullil,  en  laiximianl  cuinnu' 
je  l'ai  «lôjà  fait  ailleurs,  d'égaler  à  zéro  la  sornnn-  îles  résidus  de  la 
foiiclion  douhleuienl  péi"iodi(jiic 

V(  z)\)\  loi;  sn(  ;  —  ;  I. 

donl  les    périodes    sont    ?.  K    et    /  K',    piuir    .inivci     à    la    ronimlc 
suivante  : 

K(0  =  5:[      A    Dçlogsn(5  — «j 

-4- A,D^  logsn(S  — a)-^...+  \,J)V'  lo;;  sii(  ?  —  ./ 1 1. 

Le  signe  1' se  rapporte  à  Ions  les  pôles  de  la  loiiclion  h'(ç)  qui 
sont  à  rinlérieiir  du  leclanglc  considéré,  et  Ton  sii|)pose.  pour 
l'un  (|Helcoii(pie  de  ces  pôles,  ç  =  «,  la  relation 

F(a-i-£)  =  Ai  -t- A,Dj-+.  ..-^  A„D^'-, 

en  se  bornant  à  la  partie  principale  du  développement. 
Celte  ex[)ression  de  l''(ç)  donne  inHuédialement 

ÇF(\)dl  =  2[Alogsn(^  -a) 

-^  AiD^log  sn(^  — aj  -}-. .  .-f- A„  IJ^'  log  sii(^  —  ./)  1- 

et  il  est  aisé  de  voir  que,   dans  le  cas  spécial  auquel  nous  avons  été 

amené,  où  l'on  a  F  (^)  =y(sn-^)  et  pai-  i;on><équent  F  ( —  ^)=  F(^), 

les  quantités  placées  sous  les   signes  logariiliiniques,   ainsi  que  les 

autres  termes  du  second  membre,  s'expriment  ralionncllernent  par 

I  -Il  \/{\  —  X-)  (\  —  L'  .r-i  )         ,.  cil;  (In  ; 

la  \ariableyy  = — = on  bienyy  ^  — ^—y-^j  en  mettant 

~r-p  an  lien  de/>.  En  effet,  l'intégrale  étant  une  fonction  impaire. 
nous  pouvons  écrire,  en  changeant  ç  en  —  ç. 


•/ 


Vy\)d\  =  X[Alogsn(^  -,~a) 

—  A,  \)i  logsn(ç -H  aj  -+-.  .  .±  A„  iJ?  log  sn(^  -f-  a  }\, 
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et  cette  équation,  retranchée  de  la  précédente,  donne 

°sn(^-f-a) 
-H  SAjD^  logsn(i  —  «)slirï  —  a) 

sn  (^  —  a) 


j^a 


SA,D?log- 


sn  (■  ^  -i-  «  ) 


Dans  cette   nouvelle  foi  innle  figurent    les    dérivées    successives 

d'ordre    i)air     de     den\     fonctions    diilerenles,     loe;^ — 7^ {    et 

'  '^  sn  (  Ç  -f-  rt) 

D^lo<;sn(c  —  rt)sn(ç-l-a),     qui     l'une    et    1  autre    d'abord    s'ex- 
priment comme  il  suit  en  p.  On  a.  en  effet, 

sn  (  J  —  a  )        sn^  cna  dna  —  sn  «  c  n  ^  d  n  ; 
sn(^  -h  a)        sn  ^  cn«  lin  a  ^-  sna  en  ;  dn  ; 

en  a  dn  a  —  p  sn  a 


puis 

D^  lojï  sn  (^  —  a)  sn  (;  •+-  «; 


en  a  dn  a  --j)  sna 

■1  sn  ;  en  ;  d  n  ;  (  I  —  /.  -  su  '  /7  ) 


(  I  —  /i^  sn-  a  sn-  ^ )  (  sn'-  ^  —  sn- a  ) 

ipii  —  A-  sn^rt) 
en- (7  dn-/^/  — //^  sn-a 


Remarquons    maintenant     (|u"en     did'érentiant    deux    fois    une 
relation  de  la  forme 


on  en  tue 


et  au  on  a 


.ra.^f<pU^Y-,'u-/^' . 


%  =  '■■  »"'ï  -  ;^  =  (/(.^^■-/'>i=-U'. 


n^l„^(/.sn3^-^) 


par  conséquent,  f" Ç^)^  puis,  de  |  roclie  en  proche,  toutes  les 
dérivées  d'ordre.  |iair-.  seiont  des  fonctions  rationnelles  de  p. 
L'intégrale  s'exprime  donc  rationnellement  au  moyen  de  cette 
variable,  comme  nous  avons  voulu  le  montrer. 


<•(  Il    I  M.    KOHMl  II;    I)  Kl  I.KH. 


\t 


III.     I  ..I  11  ni  11  II  le  lie  <I('tuiii|»usi||((ii  en  •'•Ii'miil'IiIs  Nininjcà  (iiii   \  i<nl 
(l'élre  obtenue. 


F(£)  ^-  1(       \    I»;  i..j;sii($       a) 

-f-  A  1  L>:   l(»g  su  (  ;  —  a)  -h  .  . 

tl  iiiM-  loiu'lioii  aalislaisiiiil  inix  (-iiiiilili(iii>< 


\  „])'{'  I..WSI,  ;£  — „,|. 


Fa-^iK')^    -  F(t). 

|)fiil  èlre  iiîj^ardt'c  ((iiiimc  a|i|>.irlciiiiiil  à  la  llit'oru'  j;én<''ral<'  des 
fonctions  (loiil)lciiiciil  |ifii(Mli(|iics.  Sous  ce  point  de  \  iic.  Il  est 
visihli-  (iircllc  coiislil  m-  xiilciiiciil  une  des  Irois  lorniuie^  <l  un 
mènu'  svsiènie,  <lan<  l<i|ii('|  1rs  (|iiaiil  ih'-^ 

iJp  lo;,' su  ;,      Dçlojicn;,      Dsluficlii; 

jouent  succe.ssiveniciit  l<"  k'iIc  d  él<''iii(iil>  siin|)lcs.  .le  \als  étaMir 
s  II  ce  lue  terne  lit  les  deux  au  lies,  (pu  concernent  deux  nouveaux  types 
de  fonctions  doul>lemeiilpérlodi(|ues,  1",  (^)  elFj  (ç),  caractérisées 
par  les  c(mdilioiis  sui\;mles  : 

r,(t-f-K-;-tK')=-F,(a}, 

F,(ï-^K  -<K',)^— t',(0, 
puis 

F5(ï-r-       K)=  — F,(0. 

Fî(^H-  ■^iK')  =  -^  Fo(ï). 

Elles  selieiil  en  ellcl  à  It-tiidede  la  suhslitiition  d'Kuler.  fju'elles 
nous  conduiront,  eoininc  on  le  verra,  à  étendre  cl  généraliser 
d'une  nouvelle  manière. 

Je  me  fonderai,  à  cet  efrcl.  sur  les  équations  élémentaires 


en  ( s  -i-  K  -i-  /■  K'  )  = j- 


ik'     I 


/.     (■  n  c 
cil  f  :;  +  K       iW  )  =  - — j- 


/.       Cl 


et 


(ln(^  -r-  K  ) 


/' 


(liij 
(I n  (  s  -i-  2 1  K'  j  =  —  du-, 
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(|ui  conduisent  aux  formules  suivanles  : 

D;logcn(  =  -i-  Kh-  iK')  =  —  D;  logent, 

D;  log  ciK  5  -H  K  —  /K')  =  —  D-  log  cn^;, 
puis 

I);  log  cln(2  H-       k)= — D;  log  du;;, 

D;  log  dn(^  -1-  iiK')  =h-  D^  log  dn^. 
Cela  posé;  j  observe  d  aboid.  à  IV-i^ard  de  la  quanlilé 

^    .  ,,-  en  s 

D-  loc  cn(  G  -r-  K  )  =:H ; , 

~      '  sn^  (In;: 

que  les  pôles  donnés  par  les  racines  des  équations 

H(2)  =  0,  0,(^)  =  o 

sont 

z  =  2  /»  K  -T-  2  m' iK', 

z  =  (  2  »i  -i-  I  )  K  -i-  (  2  m'  -f-  i  )  J  K'. 

Je  remarque  aussi  que  le  parallélogramme  ou  plu  loi  le  losange 
donl  les  sommets,  ajant  poui-  affixes 

o,     K  —  iW.     2K.     K  -(-  tK', 

sont  par  conséquent  tous  drs  pôles  ne  renferme  à  son  iniérieur 
aucun  autre  de  ces  points.  Cela  posé,  qu'on  déplace  ce  losange  de 
manière  à  lui  faire  contenir  l'origine  des  coordonnées;  les  trois 
autres  pôles,  qui  étaient  des  sommets,  se  trouveront  en  dehors  de 
la  figure,  et  l'on  voit  qu'à  l'intérieur  du  losange  la  fonction 
D^log  en  ( :;  H-  K)  a  un  seul  et  unique  pôle  5  =  0.  On  verra  aussi, 
relativement  à  la  quantité  D^log  du  (^ -+-  R  + /K'),  qu'elle  n'a 
pareillement  que  le  pôle  z^=o  à  lintérieur  d'un  rectangle 
contenant  l'origine  et  dont  les  côtés  parallèles  aux  axes  coordonnés 
sont  K  et  2  K'.  Cela  établi,  nous  formerons  ces   deux  expressions 

Fi(^)DElogcn(ï  +  K-^), 
F2(s)D|logdn(ï  +  K-)-  iK' —  z), 

qui  sont  doublement  périodiques,  la  première  ayant  pour  périodes 
R  +  iK',  R  —  ïR',  et  la  seconde  R  et  2/R'. 

En  égalant  à  zéro  la  somme  de  leurs  résidus  correspondant  aux 
pôles  qu'elles  possèdent,  la  première  à  l'intérieur  du  losange,  la 
seconde  à  l'intérieur  du   rectangle   des    périodes,   on  parvient  aux 
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foriimlcs  •^iiivanlcs.  où  l'itii  ii  mis  diins  1rs  premiers  menil>itN  ;        K 
«•I  ;        K  —  /  K'  au  hou  «Ir  :.  à  >^;i\()ir  : 

l'ii;— Kl  ![      A    h:  log  cn(;  —  a> 

-f-  A',  n?  log  cn($        rt)-t-...-f-  \:,n?'*'*  Ir.^  mr?  ~,i  i|. 

r,,:_K  — /K^=  ï|        V'Dt  |n-.ln(t  — a) 

H-  a;  [)-:  lf)i;.ln(ï  -^  ai-r-...—  A',',  D?-'  1..^  .lin:      ./,|. 

Dans  ces  relations,    on   a    conlinué    «le  désigner  par  ç  =  «  I  nu 
(|uel<«)iujue  des  p«Mes  des  i\t'\\\  fonctions;  on  a  supposé  encore 


•td 


et  (le  même 


F,  U  -T-  £  .  =  A'  i  -^  A',  De  i  + . . .  ^  A'„  D?  1 , 


F..(a  -  £  )  =  \"  -î-  -r-  A';  D,^  - . . .  -^  a;;  Di'  i , 


en  X'  bornant  à  la  partie  principale  des  développements.  I.JIes 
s'écriraient  plus  simplement  en  représentant  les  pôles  «leFifç'i 
parrt-l-K  et  ceux  de  Iv.fç  )  par  *^/ +  R  H- /K' ;  nous  aurions,  en 
ellot. 

--A',  Df  logcn(^-a)-^...-^  A„Dr  '  log  cnf:  -  ./ .  |, 

F,(ï)  =  i:[      A"nHog<Jn(£-a) 

H- A';  Df  logdn^ï       rt)_^...-^  A;;Dr  '  logdiK^  — «)|. 

<  )ii  en  déduit,  en  intégrant  par  rapport  à  ç. 

-^  A',  Djlog  cnff  —  a;  +  ...+ A'nDj'log  cn(^  — «  i|, 

I^F.i-;)rrz  =  :L\       A"         logdiWÏ  — a) 

^  A'i  Dç  log  (In r  ï  —  «^  + . .  .  +  a;;  D'/  log  dn (;  —  ^M  J. 

et  de  ces  expressions  nous  allons  tirer  des  conséquences  analogues 
à  celles  tjue  nous  a  données  la  formule 

rF(^)r/i  =  vf       v         logsn(?-a) 

H-  A,  Ds  log  sn(^  —  a)  -f-.  .  .4-  A„Dp  log  5n(ç  —  a  ij. 
11.  —  IV.  3 
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J\  .    Iiilroduisaml.  ;'i  cet  efTel  ics  conditions 


cl  posant  successivement 


"cul 


r=--±;r^' 


snf  en? 

on  démontrera  exactement,  comme  au  paragraphe  II,  que  les 
quantités  placées  sous  les  logarithmes,  ainsi  que  les  autres  termes 
des  seconds  membres,  s'expriment  rationnellement  au  moyen  des 
variables/?.  Soit  donc,  comme  nous  l'avons  l'ait  en  ('ommençant, 

X  =  su  ç  : 
posons  également 

où  y,  et/.,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x-,  de  sorte  qu'on  ait 

J  J   \/(\  —  x-i){i  —  k'^x-^) 

J  J   v/(i  — ^-)(i  —  f'-ix-'-) 

JNous  nous  trouvons  amené  à  celle  conséquence  que  les  substi- 
tutions 


s n  ^  d  II  ^        X  \i  I  —  k'^x- 


cn^  s/~\ 


x^ 


snf  cnf         X  J  \  —  x^- 


dnf 


/l  — A^7 


ramènent  ces  intégrales  à  celles  des  fonctions  rationnelles  en  p. 

C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  directement,  mais  aupa- 
ravant nous  tirerons  des  caractéristiques  relatives  à  la  périodicité 
deF,(i)  et  F2(i)  les  propriétés  algébriques  correspondantes  des 
fonctions/,  {x-)  ^V  f^>{x'^). 


StR    INK   KOnMll.K   I»  kllkh. 

Recourant,  à  tel  elFel.  aii\  tminiiles 

.Inr 


Ji 


qui  (liiiiiH'iil 


sn(  ;  -*-  l\        /Kl 

MM  ;  —    K  (  = 

&n-(  ;  -+-  K        '  \\  ) 
-n2(?-^  kl 


/.eut 
en  s 


(lui 


I  —  .rî 


I  —  A- =3"-' 

nous  en  concluons  les  deux  équation •- 


Considérant   niainlenanl.    pour  fixer  les  idées,  la  seule  inléf^rale 

r  /i(^')  ,       •      •        r  ,       ,    ,     ,         .      •       •  1 

/  ,    =  d.T :  If  lire  d  al)Oi"n  de  la  suhslitulion  <|m   la 

concerne  Téqualion 
d'où  la  formule 


2-  /^ - "  ■  -^  K^r*     ■^(^/c-  —  i}p--+- 1 


a-2=: 


i/>2 


.le    remarque  ensuite    que,    la    seconde    racine    étant  v^— ^    ou 


Ijien 


I  —  A*  rî  ,     . 

7— —  ,  nous  pouvons  écrire 

1  —  /.  -  X-  //2  -1-  1  —  ^pi  —  ^,  (  2  /,-^  —  I  )  ^y2  -t-  I 


t'{i  —  x-^) 


■>./, 


De  la  propriété  de  la  fonction/,  (x-)  résulte  donc  qu'elle  prend 
des  valeurs  égales  et  désignes  contraires  lorsqu'on  y  remplace  x- 
par  ces  deux  expressions,  de  sorte  qu'on  peut  poser 


J\  (x^-)  =  cp  1  p  )  vV  -  2 (  '^  /f^  —  I  }/>2  -r  I , 

en  désignant  par  ©(/?)  une  fonction  rationnelle  de/>.  En  multipliant 
membre  à  membre  avec  l'équation  suivante 

d.r  dp 

/(i  —  x-)(\  —  />2.r2j  v//>''—  2C2A-2  —  l)/)2-+-  l 
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qui  se  trouve  facilement,  on    obtient,  après  avoir  inlégré  les  deux 
membres, 

La   proposition    que    nous    voulions     établir    se     trouve     ainsi 

Jfi  (  x'^  )  dx 
y/  I — J"")!!  —  h-X') 
conduirait  exactement  au  même  calcul.  En  résumé,   on  voit  que 
les  trois  quantités 


J\Kx'-)dx_ 

k^x-^) 


r        f(x^)dx  r        j\(x'-) 

J   v/(i  — ^■')li  —  k'x-i)'      J   ^(i  —  xi)(i' 

r  f^Jx-^)dx 

J   }/{i  —  x-^){i  —  1,-^x-^  )' 

où  les  fonctions  rationnelles  y".  /",,  y^  satisfont  aux  conditions 


A2.2-2 


se  ramènent,  si  l'on  fait  successivement 

v/(r  —  x-)(\  -    k'x-  ) 


P 
P 


X 

X  <J  \  —  k'-x- 


\'  I  —  x- 


X  \l  \  —  x- 

p  =  — » 

à  l'intégration  des  fonctions  rationnelles;  et  comme  on  tire  de  ces 
relations 

_  ^ p''-—  (  k  —  \\-  -^  \/ p-  —  I  /.■  —  I  |2 


x  = 


x  = 


■xk 

-     5 

sip- 

■— - 

■1  kp  -t- 

\-^\/p- 

—  ■: 

ikp 

-H    I 

>  k 

s/lo 

'p'- 

-i-  9./?  H-  1  +  \/  k' 

'P' 

—  •? 

:/>^I 
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iiiKi^  \  ii\  un-,  aussi  que  lt>  Ivpc  imalvli({uc  (ic  la  siil)stiliilion  (|ii  l'jilcr 
a  (Irci)uverle  el  a|»|)li(|ii(''i'  a  linlcgrale  |iarli(iilirre  / c/.r  •^l• 

conserve  eu  nesubis>aiil  qu'une  ino(lilieali(iii  légère  |)nurs'a|>|>liqu<>r 
à  des  cas  plus  généraux  il  |)lus  l'-lendus. 

\  .  Les  formules  de  (h'-roniposition  en  ('■léinenls  sim|)les  «les 
IcMiclions  (loiihlenienl  |)r'ri«>(li(|ues  tlt'-signées  par  F(i),  F,(ç), 
Fol?)  sont  suscepliblesde  beaucoup  d'applications.  Si  l'un  dt'-signe 
par///  un  nombre  entier,   on   verra  facilemenl    (|u"()n    jx-iii     fuii-e 

F   (;  )  =  cn( /|//l  -H  i);,  iliK   i/n-+-7.);. 

F,f  ;  ;  =  sii(4//i  -(-  2)$,  dn(4'/i  -t-  2);, 

fî(S)  =  sn(4'«-^2)«,  cn(4/n  -h  2)$. 

«l  1  on  ol)>erv<'ra  (pic  la  mèine  ([uanlili'.  sn  (  4^'^  +  2);  par  cxemplf, 

possède  à  la  fois  la  périodicité  de    l'i(ç)  et    Fo(Ç).    Je    n'enlrerai 

point  maintenant  dans  le  détail  de  ces  applications  etje  terminerai 

j  I  •  .       r      .  r  •  cn;fJn: 

cette  étude  par  la  remarque  suivante.  I^a  transformation  p=  — ^ — -, 

<pii  ramène  à  l'intégrale  des  fonctions  rationnelles,  /F(^)  de,,  ne 
contenant  rien  qui  se  rapporte  à  la  fonction  F(ç),  sera  donc  la 
nu'ine  [)ar  exemple  pour  les  deux  cpianlités  /  cn2ç<^ç  el /dn?.  ;t^;. 

I  r    ^'^         «  r  ^- 

Or,    elles    deviennent   -    /    /        , .    =   el    -    /    /  ■   si    l'on     fail 

■>  J  v^i  —  /'"-=■-         ■>■  J  \J\  —  ^- 

sni'^=z;  p.ir  cons(';(|acnl.  on  ramènera  à  la  fois  ces  deux  inté- 
grales à  celles  des  fonctions  rationnelles  en  exprimant  z  au  moyen 
de  la  variable//.  On  trouve  facilement 


v'7>*  —  •>.(  I  -H  A-)/j-  -I-  (  I  —  /- j- 

puis  ces  relations 


v/7^r7T7r= 


p"-  —  I  -i-  /.  2 

\/p'*- 

//2  ^  1  —  /.  2 

■  A-2)2 

vV*- 

•  1(1  -t-  /•- j//-  -r-(  1  — 

-  A  2  )2 

dz  =  > i L ^  dp, 

\P'^^(i^k^-)p"-^{,-k-^r-]^ 


3g  OEUVRES    DE    CHAULES    IIEKMITE. 

el  l'on  en  lire  bien  les  réductions  annoncées  : 

r   dz       _      r />--^-'-^' dp 


KXTHAIT  DINK  LKTTRK  I)K  M.  CH.   llliMMlTI'   A  M.  T.  DINI 

Sri!     INK 

HEPHKSKMVnO.N   ANVLVTlliL'K  UIlS  FONr/nOiNS 

AU  MOYKX  DES  Tl'.ANSCKNDANTKS  KLMITIi  KKS. 


\nnali  <li    MaUnuilini.   •>"  série,   t.   \.    [i.    1)7-111. 


La  «|iieslion  ilii  (l(''\  <'lit|)|»t'iiiciil  diîs  fondions   en    si'-rir   donl  les 

,                           .    ,      \\( r  +  Il  I          Hi.r  ;-  h) 
Irrmos  sonl     proporlioiinels  aii\    (iiianlites   — '-— on   -, , 

en  pn-nanl  pour  les  constantes  a  et  h  K;s  racines  des  équa- 
tions W  (x)  ^=  o  el  H'(.r)  =  o,  ma  heauconp  préoccupé  lorsque 
j'ai  commencé  à  étudier  Téquation  de  Lamé.  Mais  je  me  suis 
bientôt  engagé  dans  une  autre  direction  et  j'ai  renoncé  entiè- 
rement à  chercher  une  démonstration  complète  et  rigoureuse  des 
nouvelles  formules  de  développement.  De  mes  premières  tenta- 
tives il  ne  reste  (pie  bien  peu  (|iii  puisse  vous  intéresser,  et  voici 
seulement  ce  (jue  j'ajoute  aux  leçons  dont  M.  Mittag-Leffler  vf)ii-> 
a  donné  le  résumé  au  moyen  des  formules 

■xK  H'(  j")       v*  1  "  •.-'  -   /  •.  ■  1 
=  >      eut  — r-  (  X   -  nnK  )  -h  col— rr  (  x  —  n}i\\   ) 


..k  H'(-r) 

-        \\(X) 


■zx       -^y  \  -     ,  .,.,  t:    , 

:ol— ; — r  >     <ol  — —  [X  -^  niK  )  -+-  cot  —r:{a. 


ni\\  » 


où  1  on  suppose-  in^\,  .5,  j,  ...,  n  ^  i,  4?  ^S  ••■^  j  établis  direc- 
tement que  l'équation  (-)'(  j?)  =  o  a  pour  seules  racines  réelles  des 
multiples  de  K,  et  pour  racines  imaginaires,  a:  =  aî  R  -h  lui.  les 
(juantités  w  étant  en  nombre  inlini  et  comprises  successivement 
entre  deux  multiples  impairs  consécutifs  de  K'.  Si   Ion   fait   abs- 
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iraction  (les  mulliples  pairs  de  k,  on  peut  donc  éeriie  «^/ =  o, 
a  =  K  ei  a=  /«o.  Pareillemenl,  on  liouve  h  =  K.,  />  ^  /'ro,  m  ayanl 
une  infinité  de  valeurs  renfermées  enlre  deux  multiples  pairs 
consécutifs  de  K'.  La  démonstration  de  ces  résultats  est  fort  simple 
comme    vous    allez    voir.    Faisons  .r  —  i  H- /où  dans    l'expression 

de — ^,  afin  de  la  mettre  sous   la   forme  A  + /B,   et    considérons 

principalement  la  partie  réelle  A.  La  formule  élémentaire 

si  n  2  a  —  s i  n  .>,  (b  si n  •*  a  —  si  n  i.  ih 

COt(a  -h  f^)  =    ■ : -, 77- — : rr-    ^=   7" — : — ; ■ ^J— 

2  sin(a -i- t6)  sin(a  —  ib  )        -nmni-  s  m  {a  -h  ib) 


donne  facilement 


A  =  siii  v? 
K 


où  s  représente  la  série  suivante 

s--,2i ^ ^  ' ^i 

1  mod-  sin  -^(ç  -i-  w  -r-  /nK'  i)         niod-  sin  — —  (;  -i-  oj  —  m  li'  i)  I 
^  2  K    '  2  K  / 

dont  les  termes  sont  tous  positifs  et  qui  ne  sera  jamais  nulle. 

On  ne  peut  donc  avoir  A  =  o  qu'en  supposant  q  multiple  de  K, 
j)ar  conséquent  les  seules  racines  réelles  sont  r/  =  o,  a  =K  et  les 
racines  imaginaires  sonttoutes  de  la  forme  a  =  /fo,  ou  «  =  K.  +  ko. 
Mais  nous  avons,  en  posant  :r  =  K  +  /(.), 

2K  e'(ar)  v*  r  '-  /  T'M  '"^  ,1 


tir  ,  IT. 

cos  — TT  (  (f'  -r  m  K  )  co-  — —  (  (w  —  m  K  ) 
2K  ^         >K 


et  cette  expression  ne  peut  s'évanouir  |)Our  aucune  valeur  de  o), 
les  termes  de  la  série  qui  y  entre  étant  encore  tous  positifs.  Ayant 
ainsi  prouvé  que  les  racines  imaginaires  sont  comprises  dans  la 
formule  a  ■==.  ioi,  je  tire  de  la  relation  de  Jacol)i 


K 


l'équation  suivante  : 

H',  (OJ,    /i'   )  TtOJ 


Hi(io,  /.')        vKK 
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I  )('  (l'Ile  lix'iiir  Itit'ii  loiiiiiii'  lt'■^(lll(■  iiiiiii('iIm(i'|ii)-iiI  I  OMstnicr 
<riiin'  inliiiilt'-  (!«'  r.K-ines  <i>,  roiupriscs  (-liui-iiix-  entre  deux  raeiiii-> 
ncllc^  coiix'i  iiiivei  (le  réc|uatiun  H,(f.).  //)  =  n,  «•'esl-à-dirc 
ciilie  (•'./' ~  I  I  K' el  (  2/>  H-  I  )  K'.  l'iiilin  j  .ijoiile  <|u  il  un  ,i  <l;ms 
res  limiU's  (|ii  iiiu'  seule  el  niiiciiie  raeiiie.  Soil  en  cllfl 
(i)  =  ipK' -^  "j.  lions  iiiii()ii> 

Il ,  I  j,  />'  )  -j  />- 

lli  (  J.  A-'  )         yiKK  K 

«II-  le  prciiiH'i  iiiciiiltic  lie  eclU;  <'-(|(iali(iii  détMoit  ennliiitirlleiiiciit 
ini-iiii  On  lail  iroîlie   j  iJe  —  K' à  -f-  K'.  la  dérivée  par  rappori   à  j 

,  .    ,,  .        .  .1  /.2sn2(o,  /'(     ,.    .    . 

«laiii  I  ;m  111,111  II  ir  csseiilielleineiil  iiciialive  —  7- — — y- —  •   ><>•<■' 

'  '^  K  cn*(  J,  />   ) 

pour  m-  rien  omettre  le  calcul  de  celte  dérivée.  Ou  a  d'ahord 

Il  ,  (  J,  /  )  _   J  I  _   .1         dii-(  J,  /.  ) 

■■'  li,(  -J,  /  (  "~  K  ~~  Mi2(  -J  ^  K,  /  )  "~  K  ~  tn^cj.  /i  ' 

cliauireanl  /.  ru  /,  ci  ()j)>er\aul  (jne  t  devient  par  là  1  — t-t 
j'obtiens 

H,(j. /.'»_        .r       .lir^cj.  /.')  _       J'       /.-sii^j,  /.') 
'■'  11,(0,  /'.  ~  '  ~"  k"  ~  cn'{j.  k'}  ~~¥J~'     cnH'J,  /'  »   ' 

aioiilous  (iiliu  la   uuanlilé     ,' ,  .    <■!     uou-.    trouverons    le    résultat 
•'  '  )KI\ 

donné  au  moyen  de  l'équation  de  M.  Weierslrass  —,  —  r,  =     .-.  ,  • 

La  même  métliode  s'applique  sans  (ju'il  y  ait  rien  à  changer  à 
réqiiation  ir(:r  )  =  o  et  conduit  immédiatement  aux  conclusions 
que  j'ai  énoncées.   Klle   montre  aussi   qu'en  considérant,  an   lieu 

de—-; — )  l'expression   plus   «générale,   où  les  coefficients  a,„  el  ?j,n 

sont  supposés  réels  el  |>ositifs.  à  savoir 

ll(:r)=2     '^"'  cet  :^(.î-f-  niiW  )  -+-  ^„,  col  -^{.r  ■— miW  )    , 

I  équalion  ll(.r)  =  <>  aura  toutes  ses  racines  de  l  nue  ou  l'autre  de 
ces  deux  formes,  x  =  «w,  x  ^  K  +  iu).  El  dans  le  cas  de  a„j=  p„,, 
la  première  l'orme  subsiste  seule,  l'équation  n'admetlanl  alors 
d'autres  racines  réelles  que  r  =  o  et  .r  =  K. 
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.lai  essayé  de  m'éclairer  sur  la   nature  des  développemenls  des 
fondions  donnés  par  les  formules 

on  cherchant   des  cas  où  les  coefficients  A  et   B   s'expriment   sous 
forme  explicite.  En  général,  on  a 

^    r-^  0(x-^h)e(x-b)  .        C'^  r  '   .^(^-b), 

B    /         -f--— dx  =   /         G  (  r  )  — dx, 

et  j'observerai  d'abord  qu'au  moyen, des  expressions  suivantes 

et    en    employant    les    conditions    H'(<^^)  =  o,    H'(^)  =  o.     nous 

obtenons 

/•-"  Hf,r-(-a)  nC:r  —  <0    ,               -0(  </ )  e"('<7  t 
/ «  .r  =  H r-n ' 


i 


2K 


dx  = -rr. 

<d''-{x)  l.k' 


11  semble  donc  convenable  d'écrire  désormais 


(.)=2-^ 


V(x 


kk'  H  (  a:  ^-  «  ) 


0(a)0"(a)0(^) 

C(    V-Vp       hk'%{x^b) 
yyKX)- 2^u  i:[^è)H"f6)0(.r)' 

afin  davoir  plus  simplement 


,,  liU 


A  =  ^ /  V  [  X  ) dx 


I    r^     ^       e(x  —  b)  , 

n= /         G(x)— -dx. 

-     f  Hi  X  ) 


(I 


0(T) 

X  —  I 
0  (  X  ) 


SIR    l'NK    RKI'BKSKVTAI  liiN    ANAI/VTIQIK    l»KK    KON<:||ONS.  j{ 

Cola  pos»'.  jf  fli>  <|iir  cr-  intégrales  s'ohluMulroiil  loistiiir  \<  ■^ 
lonrlioiis  K(  .r  )  vl  Ci(:r),  ••lant  siipposé-es  uniformes,  salislonl  .in\ 
(-()n(lili<>n-^ 

G(x-r- -^K)  =-r-Gi  '    .         '      '     -  oiK') ---  ixG(t), 

où  'X  csl  un  liictrur  rnnstanl.  cl  n  adniellenl  (|u  un  ndrnlur  liiii  de 
uùles  clans    \v  rc('l;ini;lf  ilc»  |)<'-rio(l<"-    >  K  et  u.  /K  . 

,.       .         ...  ,  ,  .     ,.     ,n(jr  —  «I     .       H I. /■  —  //) 

(mi    \  oiI  fil   rllil  11  lie    !(■>-   I  tit  id  il  1 1  s     r  (  .f  ) ; >  t  i  (  .r  I  

sont  (les  fonclMins  doiililfinent  périodiques  de  seconde  espèce  ()our 
U'stpiellcs  le  iiuilt ipli(  alciir  relatif  à  la  période  2  K  <'sl  riinité.  Par 
consécpienl  l'élément  simple  de  ce  j^enre  de   foiu;lions.   <pii  est   en 

,     ,      ,     H  (  ./•  -r-  (0  )  e^-''               .  1    •     -    I  •                  •          H  (  j7  -1-  :/■  I       , ,  , 

iieneral    ; — >   se  rediiil  a  I  expression  -, •    riempla- 

1                              .  >.                          1                             I         ,    .  j        ,    8  (  a:  -t-  to  ) 
canl  la   constante   12    iiar   sa    \al(iir  qui   est    le   r(!siau   de — ■ 

'  '  H(  a-  ) 

correspondant  au  p/ilc  ./        /  K',  nous  ferons 

(  >>  )  ^(  r  -t-  0»  ) 


..    ,.,;oV./    -t-  wy        .K 

l"]n  dé'signanl  alors  par  t|>(j^)  lune  ou  l'autre  des  <juantilés 

HU-  — ai  «(a7--/>) 

on  auia 

'i>(x)  =  i:[R/(.r— a)-^  P,,,/'l  '■  —  »)+...-(-  R,/'(a"— aj]. 

les  coefficients  W  du  premier  terme  étant  Jes  résidus  de  <I>(x)  qui 
correspondent  à  tous  les  pôles  de  cette  fonction,  x  =  y.-\-iK.' 
situés  à  rintérieur  du  rectangle  des  jjériodes. 

De  celle  expi-ession  résulte  l'intégrale  cherchée,  à  savoir 

puisque  les  autres  termes  disparaissent  comme  prenant  la  m<Mne 
valeur  aux  limites.  On  a  d'ailleurs,  à  cause  de  la  condition 
f  {x -\- ■A]L)^=f{x)^  et  en  admettant,  comme  il  est  nécessaire, 
qu'aucune  des  quantilésy(.r  —  a)  ne  devienne  infinie  lorsque  x 
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croît  de  zéro  n  2IV.  la  relation 

,-,  2  K  ^2  K 


/  /i  .1-  —  'X)  d.r  =    I         /(^)  d.x. 

'0  •-  0 

Il  suffit  donc  d'employer  la  formule  donnée  par  Jacobi,  à  savoir 


•>.K  H'(o  ie(.r-t- (o)       v'  «'    '' 


sin  — p-  (  to  ^-  -1111  K  ) 


■> 


K 


où  n  représente  tous  les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs,  pour 
obtenir  immédiatement 

/770) 

/       f(x)dx=- , 


•-  0 


sin 


et  par  suite 


(71(1) 
-  '^  „  2K 


"  sin  — — 

2  K 

•le  remarque  enfin  que  la  constante  m  se  déduit  du  multiplicateur  jj. 

et  des  quantités  a  et  ^  de  la  manière  suivante  :  Posant  [j.  =  e     "^  , 

vous    vovez    que   les    multiplicateurs    de     ¥ ( x) — ^~/^     et    de 

\^)  ~^«7 — ^ — '  '"etat'is  a  la  période  a^  K,  sont  respectivement  : 

e    ^  ,    f  ;    nous    avons    donc,    dans    le    premier    cas, 

to  =  ^  —  a  et  dans  le  second  (<•>  z=z  —  h. 

J'appliquerai  ces  résultats  en  supposant  en  particulier 

„  H  (  .r  -^  :  -H  //  ) 

V  [X)  = 


G(.r 


B  (  ./•  —  h  ) 

H  (  a-  -I-  ï  -+-  /n 
B(.r  — A) 


Ces  expressions    donnent   l'une    et   l'autre    u.  =  e    '"    ;  cela  étant, 
nous  avons  à  calculer  les  résidus  des  deux  fonctions 

H(^-l-^-h/0H(3"  — g)  Q{x-:-\^  li)e{x  —  b) 


SIR    INK    HKI'HKSENTATION  W  VI  ^  I  lOl'K    l)K?«    KtNi.TIONS.                       ,^', 

<[iii    lor  re«.|Mintlt'iil    iiii\     jiôles  ./         '  K.',    uî  =  /K      - //.     l'uiii     hi 
preiiiièiT.  c«'s  ivsldus  s(»nl 

H7..)ii(/o  *          '  '   ~rP7T77TïT/rr '" 


<l  (III 


\'  ,.           H(  f/  i«i  ;  —  /»»  —  H(  ;  )H(f/  -.-//  ,     Itt  •• 
U  =  '■ ^ '■ — ^: '-  ^* 

^^  Il7.>)il(/n 


La  seconde  donne  ensuite 


m 


n'(o)H(/»)    ''  H'(o)ii(/M    '' 

et  l'on  en  concliil  : 

^-       _  l|(/.,H(t-^A)-  li(t)H(/y-^/n    —''-l 

.^       '"  li'(o)ll(//)  '' 

\ii  nuncn  de  ces  \aleiirs  <l  en  itiuar(|ii;iul    <|ii  ou  a  (ditenii    Iniil  ;'i 
rheure  lo  =  ^  —  nr  el  (o  ^  ç  —  ù,  il  vient 

1       /■''',.,_,    Ht-^—-'')    ,      _    HU/  )H(;  -r  A)  — ei  ;j«('/  -+-  A  ) 


-    I         1-  (  .r  ) d.r  = 


K 


P 


MIS 


—    I        Lf  {.r  ) ctx  =  ' 

^  H'(o)H('/t)sin-fr(J-6i 

■i  K 

Nous  avons  en  conséquence,  en  [josaiil  pour  abréger 


■/(x,  a)  = 


H(;f;e(r/)  t»"(rt/ 


/Â'e(.r-+-6) 

?(-^'  ^)-  H(^)ll(/y;H"(/^)' 

les  formules  suivantes  : 

^ =  >    ^î- — ^ ^(cf;r,  «), 

2  K 
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dans  lesquelles  x  el.  h  doivent  être  limitées  de  manière  qu'en 
faisant  a: •  =  a  +  /(i,  ^  -|-  A  =  a  +  /6,  il  est  nécessaire  el  il  suffit 
que  [i  et^  restent  compris  entre  -h  K'  et  —  K'. 

On  en  tire  ensuite,  au  moyen  de  différenliations  par  rapport  ;i  A. 
les  dévelof)pemenls  des  quantités 

Enfin  en  ditïércnliant  la  seconde  par  rapport  à  q  et  faisant 
ensuite  ^  =  o,  nous  parvenons  à  l'élément  simple   des  fonctions 

doidjlement  périodiques  de  première  espèce,   à  savoir— y — ^^tt-x^I 

par  conséquent  au  développement  en  série  de  ces  fonctions,  par 
les  quantités  o(^x^  b). 

Tels  sont,  Monsieur,  les  quelques  résultais  que  j'ai  rencontrés 
dans  une  question  à  laquelle  vous  avez  consacré  des  recherches 
beaucoup  plus  approfondies  que  les  miennes.  Me  bornant  à  ce  que 
j'ai  trouvé,  j'ai  des  doutes,  je  vous  l'avoue,  sur  leur  valeur  ana- 
lytique, les  formules  précédentes  ne  me  paraissant  guère  que  des 
identités  à  ajouter  à  tant  d  autres  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  Aussi  me  permellrez-vous  d'ajouter  encore  un  mot  sur 
ce  sujet  si  iinléressant  des  nouveaux  modes  d'expressions  des 
fonctions  par  les  transcendantes  elliptiques.  Un  résultat  obtenu 
par  M.  Gjldenetque  l'éminentgéomètre  a  publié  dans  les  Comptes 
rendus,  consistant  en  ce  que  l'équation  linéaire 

d-y        /x'  snx  c.nx  dy    ■       ,  ,    „ 

—r^ ■ !-  'JL-  an- .T. y  =  o 

dx^  dn.r         dx       '  "^ 

a  pour  solution 

y  =  C  sin(j.  amj;  -+-  C  cosfi.  ama", 

m'a  suggéré  la  remarque  suivante  :  La  fond  ion  u  =■  am^r,  qui  est 
réelle  et  n'admet  qu'une  seule  el  unique  délermination  pour  toute 
valeur  réelle  de  la  variable,  olfre  cette  circonslance  qu'elle  croît 
constamment  avec  x  àç.  —  oo  à  -h  oo,  en  prenant  successivement  les 
valeurs   m  =  o,  Tt,  au,  etc.  pour  a;  =  o,  aK,  4^,  etc.  C'est  ce  qui 

résulte  en  effet  de  l'expression  de  —  qui   est  la  quantité   toujours 

positive  A  am a:.  Faisant  donc  la  substitution  ;/=:amx,  dans    les 


SI»    INK    HKI'KKSKXTATKtN     VNVI.^IIull     lii;S    roxmoNS. 
/        (  ns^.//  11,^, fil  (ht  —  n,  /        Cit^-fUI  t/u  =  — , 


«l  IfS  iiiilro  aiialitmics,  ou  //    ri     rf    sniil    dcN    ciiIkms    iin''i;;iii\ .     mi 
tioiivcra  ainsi 

I        (  os^am  jr  vo>f/ atn.r  A.iiu./'  djc  =^  o, 

.  •  k  _ 

1  (■<)>'-'/' il  m./  A  .1111 .7'</./' =  —  > 


N'y  aurail-il  |»oiiil    là  Inrigiiie  <l  um-  généralisai  ion  de  la  série  ilo 

Fdurier 

F(x)  =  1(  A,,  cos/^./-  -+-  B,,  sin/>.r). 


I 


lar  la  loriiinle 


V{.r)  —  1  (  \j,  (•(»/< iiiii./  --  !>,,  sin/j9m.r)' 


i.'i  seplemln'c   i8Ho. 
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Journal  de  Crelle.   t.  91,   p.   53-78, 


L'importanle  proposition  à  laquelle  est  désormais  attaché  votre 
nom  dans  la  théorie  générale  des  fonctions  a  fait  le  sujet  d'un 
travail  de  M.  Weierstrass,  publié  dans  le  numéro  d'août  1880  des 
Monatsberichte,  et  dont  j'ai  fait  l'étude  avec  le  plus  vif  intérêt. 
L'illustre  géomètre,  qui  est  parvenu  par  une  voie  simple  et  rapide 
à  démontrer  votre  théorème,  l'énonce  comme  il  suit  : 

Soit/",  (a?),/2(-^)j  •••  wfc  suite  indéfinie  de  fonctions  rationnelles, 
telles  que/v(^)  ne  devienne  infinie  que  pour  x  =  a^  et  supposons 
que,  les  modules  des  termes  de  la  suite  indéfinie  <z,,  a^)  •••  allant 
en  croissant,  on  ait  la  condition  limite  a^^^cc  pour  v  infini.  Ou 
peut  alors  toujours  former  une  fonction  analytique  uniforme  cf(:r), 
avec  le  seul  point  singidier  00,  n'ayant  d'autres  pôles  que  a, ,  a-^^  .  '. . 
et  telle  que  la  différence  S  (x)  — fy{^)  soit  finie  pour  x  =  «y 

En  réfléchissant  à  la  méthode  donnée  par  M.  Weierstrass,  j'ai  été 
conduit  à  suivre  une  marche  un  peu  difl'érente  et  à  quelques 
remarques  que  je  vais  vous  communi(|uer  succinctement.  J'ai  consi- 
déré d'abord  la  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  ^(x),  holo- 
morphe  dans  tout  le  plan,  de  sorte  que  les  fonctions  ration- 
nelles/,  (jc),  y"2('^))   •••  soient  simplement 


,     . 

X  cil  -^ '^■2 


SI  R    Ol'KI-Ol'KS    POINTS    l)K    I.A    TIIKOHIK    KhS    KoNtTIONS.  4<) 

DfMix  liN  |)ii||ir>i>   m  nul     naiii    tl<'\oii'    r[\r    f;iilf-.  .Ir   sii|)|)us('rai 

dans  la  [>remicro    (jii  en  rciraiirliaiil  de  tiii  |)(»l\  iminf  l\(^x) 

dôiil  le  degré  a  une  liiinlc  siipérieun,"  (iiiie  cl  itidé[)rndaiitf  de  v. 
que  je  re[)r»'senlerai  jiai//        i .  el  posant 

\'\(xt=  — ! P,(^). 

" ,  —  '■ 

la  somme 

:f(x)=  F,(x)-HFi(ar)-f-... 

remplisse  les  condilions  d<-  lénonc*-.  Dans  la  seconde,  j'admels  au 
contraire  (pi'il  soit  ne'-cessaire  (pie  le  degn''  de»  polynômes  Pv(-c) 
augmente  au  delà  deloute  limite,  (^eci  posé,  vous  voyez  en  [)!cniier 

lieu  qu'à  l'écard  de  la  dérisée  d'ordre  n.  D"  -ri — -'  'es  polynômes 

entiers  P.. (\r)  disparaissant,  un  e»l  amené  à  la  série  7  -» 

(jui  par  conséquent  dctil  être  convergente.  De  cette  observation 
fort  simple  découle  la  remarque  suivante.  Admettons  que  jxxir  une 
certaine  valeur  i\y\  nombre  entier /z  la  série 


mo(la','+'  mo<lr/""'"' 

remplisse  cette  condition,  cl  posons 


„     .  \  X  X"     • 


on  aura 


^•^<^)-77Jr 


(l'f  —  X  «"  {  a.,  —  X  ) 

et  par  conséquent 

:^(X)  =  >    —r-, 

X) 


Or  en  exceptant  seulement  les  pôles,  je  dis  que    celle  fonction 
sera  finie,  pour  toute  valeur  de  la  variable.  Ecrivons  en  efl'et 


^{X)  =  X"'^  -! 


11.   -  IV. 
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el  considérons  b  .série  formée  avec  les  modules  de  tous  les  termes, 


a  savoir 


moda"+'  mod  (  i  — 


A  pailir  ir4]nc  certaine  valeur   de  v,    lelle  que  le  module  de  — 
soil  inf('rieur  à  l'unité,  ou  aura  indéfiuimonl 


mod  (  1 )  >  '  —  mod  — >  d  où  ^ << 

'I')  /  ("'v  ■  /  -^  \  ^  or 

m( 


lod  (  I  —  —  )         I  —  mod  — 


de  sorte  (iue  les  termes  sont  ceux  de  la  série  converaenle  >  r-rr, 

multipliés  par  des  facteurs  dont  le  maximum  peut  être  rendu  aussi 
voisin  qu'on  le  voudra  de  l'unité,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  V.  A)ant  ainsi  démontré  que  ^'{x)  est  une  fonction  analytique 
avec  l'infini  pour  seul  point  singulier,  je  m'arrête  un  moment  aux 
séries  divergentes  à  termes  positifs  ^ii^j.,  qu'on  transforme  en  séries 
convergentes  en  élevant  ces  termes  à  une  même  puissance.  Sup- 
posant comme  le  demande  la  règle  de  Gauss  l'expression  rationnelle 


«V 


t.   1 


v'--i-  a'^j'-^^  -4- , 


admettons  que  a'  —  a  soit  positif  et  non   su|)érieur  à   Tunité.  La 
série  sera  divergente,  mais  ayanl 


-V-HI 


,;">.-)_    /Kf'j"^       '   -H 


"v  v">M- /irr'v">^ -'-(-..  . 

on  voit  qu'il  suffît  de  délerminei'  /i  par  la  condition  n(a' — «)>  i, 
pour  que  la  transformée  ïm"  soit  certainement  convergente.  Il  est 
cependant  des  cas  où,  si   grand  que    soit   /?,    Sm"  a    toujours   une 

somme  infinie.  Soit,  en  effet,    ify=  -, ?  el    prenons  la  somme  à 

logv  ' 

partir  de  v  =  2.  La  fonction-; étant  continuellement  décrois- 

'  (loga?/' 

saule  avec  la    variable,   nous  emploierons  la  règle  de  Caucliy  qui 

y^  °°       dx 
—, —  est  finie  ou  non.  Or 
2      {\os,x)" 


SIR  yi  Ki.yi  Ks  l'oiNTS  m:  la  tmkorik  des  fo.n<:ti<»N8.  5i 

/*  ^    *i  f/ 
t;llr  Je\n'i»l  /       '  ^1    I  '>ii    l.Ml    li);:^' -     f:    sons   celli-    iionvrllr 

loriiir  on  recoiinaîl  iinnuMlialcmciil  (jn'ell».'  ol   infini*',  iM   nous  en 
«iMicliions  que,  (]uol  (juo  soil  n .  la  svv\p 


(  lop-;i  )"  (  lOî,')  )"         '  '  '         (  lofjv  )" 

ost  divergcnlc.  ^ous  juslilions  ainsi   lliypollièse  admise  el  (|ni  est 
niainlenanl  à  considérer,  *>ù  le    dei^ré    «lu    polvnonie    l\('  /)    iloii 
croître  indéfiniment  avec  le  noMil)ie  v. 
Sdil  alors 

on  .iiira 

V,(r    =- .-V,^^:r)  =  — 

"v— •'  a!^{ti,,— .r) 

el  |iar  conséquent 

:^(x) 


/-/iir/,  — .r)        al(n..  —  x)  a^(a.,^x} 

<  )r  une  telle  série  établit  rexislence  d  une  lonclion  analyli(jue, 
car  à  l'exception  des  pôles,  elle  est  convergente  pour  toute  valeur- 
<le  la  variable.  Kn  eflet,  la  racine  du  degré  v  du  terme  de  rangv,  est 

la  quantité '- j- dont  le  modub-    a    |)Our    limite   Z(''ro,    lors- 

(pion  suppose  v  infini.  Votre  théorème  ainsi  démontré  dans  ce  cas 
de  la  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  holomorphe  conduit  à 
la  décomposition  en  facteurs  primaires  de  ces  fonctions  holo- 
morphes  dont  la  découverte  est  due  à  M.  Weierslrass.  En  eflet, 
l'expression 

'T(x  -^— f^, 
v{x) 

n'ayant  plus  de  pôles,  est  dans  tout  le  plan  une  fonction  holo- 
morphe, qu'on  peut  représenter  par  G'(.r);  et  de  la  relation 

i(.r)^%^  =  G'(x), 
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je  conclus,  en  faisanl  (Jth{.T)=  j     P/;(.r)  dx.  la  formule 

J'aborde  maintenant    les    fonctions    uniformes   non  holomorphes 
dont  les  résidus  sont  des  constantes  quelconques;  et  je  supposerai 

d'abord  que  les  infinis  soient  tous  simples,  de  sorte  que  les  fractions 

R  R 

rationnelles  y,  (a:),  A  (^)?   •••  seront ^ — ?  ^ — ?   ...   Comme 

Cl  \^  ce       6^2  " —  "^ 

précédemment  je  fais  une  première  hypothèse  en  admettant  que, 
pour  une  certaine  valeur  du  nombre  entier  n.  la  série 

,    R]  R9  ,    Rv 

mou r—  -i-  mod  — - — r  -h.  .  .+  iiiod 


-1  "2  "v 

soit  convergente.  Faisant  alors 

I  X  .r«-t 

P,;(.t)= H  — r^...H —, 

a-,         a-  f('^ 

puis 

ou  encore 

R-,.r«  v^  I^v 


il  suffit  de  comparer  les  deux  séries 

y  Rv 

niod  — — -r> 


1     ^•'  j 

mod niod 


(': 


pour  reconnaître  comme  précédemment  que  la  convergence  de  la 
première    entraîne    celle  de  la    seconde.    Nous    établissons   ainsi 


SIH    QtELQl'l>    l'tUNTS    l)i:    I  A     IIIH)HIK    IIKS    KONrTIONS.  il 

l'cxislcncc  de  la  foncliiiii  an;il\  li(|iir  J  (  .r)  et  j'ajoiiir  (iiiuii  «loil 
aussi  r<'j;ar(ler  coinnio  cnh«'rrm»'iil  <l«Mnonlrre  rexistmcc  He  ses 
ilcri\res  des  divers  ordres,  allriidii  (luelles   sont  doiiiK-cs    |i;ir  des 

séries  convergentes    | i-   tt.iili'   xalcnr  de  la  \arialile.    lJ(''sij;nant 

duiir  par  '■fi{x)  Cl'  i|in-  d«'\ii'iil  -f  (x),  si  I  un  icinplace  les  cons- 
liiMli's  Rv  pai'  W'.j.  t'I  adnicll.iiil  la  cdiiv  rrj^iiice  des  suites 


!•  ' 


>    IIIcmI 


„ .  T  ' 


■  V 

iiii  aura  >ii(  cessiveinenl 


\oiis  cil  lirons,  en  faisanl  poiii-  abréger 

y,*v(r)  =  R,,  t\f.r) -r-H.jp;,  (.D-f-  f  R.^  p;;(.r  ) -^. .. . 

la  relaliou  suivauli-.  oii  je  supposi'  fxpressénicul  (|iic  le  nombre 
«les  fraclions  simples  n  augmcnle  pas  indéfiuimeul  avec  v,  restric- 
tion (pi<-  n'exige  pas  votre  méthode  ni  celle  de  iM.  Weierstrass,  à 
savoir 

= -?(a;) -1- ^',(07)  +  i  n  (r  )  + . . . . 

Le  second  membre  donne  comme  on  voit  une  fonction  analytique 
telle  que  si  l'on  retranche  la  somme 

Rv  R-î  R-; 


c'est-à-dire  la  fraction  rationnelle  la  plus  générale  qui  ait  la 
qnanlité  a.,  pour  seul  pôle,  la  dillérence  cessera  d'être  infinie 
pour  .r  =  rtv 

C  est  à  ce  même  résultat  que  je  dois  maintenant  parvenir  en  me 

plaçant  dans  la  seconde  hypothèse,  où  les  diverses  séries  :  2C  mod    „^, 
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sonl  divergentes  pour  toute  valeur  de  n.  J'admellrai  en  premier 
Jieii    que    les    infinis   soient   tous     simples,    de     sorte    (ju'on    ait 

J\,(^x)^^  - — - — ;  en  faisant  alors  de  la  manière  la  plus  générale 

la  question  est  de  déterminer  les  nombres  entiers  (o^  par  la  condi- 
tion que  la  série 

soil  convergente  dans  tout  le  plan.  Soit  à  eet  eflet 

mnd  R.^  =  [  mod  a^,  jp-  ; 

nous  ferons  deux  parts  de  cette  série,  en  réunissant  dans  la  première 
les  termes  où  pv  est  négatif  ou  nul.  la  seconde  comprenant  les 
termes  où  pv  est  positif.  Considérons  les  modules  des  termes  et, 
pour  ne  pas  multiplier  les  notations,  représentons-les  ainsi 

et 


1- 


^i  (  mod«v)<^'+pv  mod(«v —  x)  ^^  (  mod  av^'^~P^  mod(  «v —  ^)' 

en  admettant,  ce  qui  est  le  seul  cas  à  envisager.  (piV-lIes  aient  une 
infinité  de  termes. 

Gela  posé,  on  voit  immédiatement  à  l'égard  de  la  première, 
qu'on  la  rend  convergente  si  l'on  prend  pour  cov  un  entier  positif, 
tel  que  tOv-t-  pv  ne  soit  pas  moindre  que  v.   et  j'observe,  à  cette 

,    ,,..^  .„   „,„„.... .^    ..^  .„  .. ,  dont  ie  fais 

'  ^      ^  M^ai^^a.^— x)  ■' 

usage  a  été  déjà  signalée  par  M.  Weierslrass  au  commencement  de 
son  Mémoire  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes  d\ine 
variable. 

Passant  à  la  seconde,  je  pose 

inodav=  (modav_i  )^, 


de  sorte  cjue  l'exposant  a  soil  supérieur  à  l'unité.  Le   module  du 

I 


terme  général  devenant  ainsi 


(  iuodav-i)*''^'-?v'  „|()d(/7v—  X  j^ 


^1  It    (JlEl.ylKS    l'OlNTS    DK    l.\    TIlEOniR    ItKS    KONCTION'S.  >  "» 

faisons 

z-j  l'iaul  mil'  (|ii<iiilit(-  po^ittvt-  U'Ilr  i|ii('  (0;  -><iit  nu  Miiiiiiirc  ciilii-i  . 
ri  t[iic  cel  t'iili»'!'  nr  sftil  |);is  irilV-riciir  à  v.  I>;i  (]iiniitlt«'  [ir('<«''(lcMlr 
ppiil  alors  s'rcrin' 

I  in<i«l ) 

I  iiHPil  a-,    I  •-'  in«»(l(  a-,       ./  • 

ri  I  on  \(iil  (|iii-  s.i  rarmc  ilr  dcm'c  v  a  zi'-i'o  |K)iir  liiiiilc  iiKur  v 
infini,  de  sorte  que  nous  oUienons  encore  une  sr-rie  <on\ergente 
ijtii  (Iclinil  une  fonetion  analvlicjiie.  La  valeur  de  (o,  <lonn»''C  par 
l'expression 


pfui  se  nii-lln-  sous  ('fll<>  aiilir  loriiic 


M.j  — 


loi:  \uin\a  , —  lo^r  iii()(la.^_ 


en  prenant  Ov  «le  manière  à  obtenir  un  entier  non  inO-rieiir  à  v,  et 
(piani  au  |)reinier  de  ces  nonibres  correspondant  à  v  --  i  et  (pie  ne 
détermine  pas  cette  formule,  il  est  clair  qu'on  peut  le  prendre 
arbitrairement,  et  le  supposer  |)ar  exemple  égal  à  zéro.  I^nfin  je 
remanpie  <pie  la  convergence  «le  la  série.  |)ar  laquelle  nous  défi- 
nissons la  fonction  -?(.r),  subsiste  dans  ses  dérivées,  de  sorte  «pic 
nous  démontrons  à  la  fois  rexistence  comme  foncti«)ns  analytique»" 
de  '?  (^),  $'{x)^  i" (.x),  etc.  Nous  pouvons  donc,  comme  plus  haut, 
construire  une  fonction  telle  qu'en  eu  retrancbanl  l.i  Iraclioii 
rationnelle  unipolaire  la  plus  générale 

liv  B.î  R- 


le  reste  soit  fini  pour  x  =  a,,. 

C'est  une  seconde  démonstration  de  votre  théorème  que  je  vous 
olFre,  mon  cher  ami,  après  votre  illustre  maître,  en  témoignage  de 
mes  sentiments  de  s_ympathie  et  d'estime  pour  votre  talent.  De  ce 
théorème  dont  M.  Weierstrass  a  fait  si  justement  ressortir  l'impor- 
tance, je  vous  indiquerai  une  conséquence  pour  la  démonstration 
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d'un  des  plus  beaux  résultais  donnés  par  le  grand  analjsle  dans 
son  Mémoire  sur  les  fonctions  analytiques  uniformes  d'une 
variable,  (^est  un  de  mes  élèves,  M.  Bourgnet,  qui  a  exposé  dans 
son  examen  de  doctorat  la  méthode  suivante  pour  arriver  à 
l'expression  découverte  par  M.  Weierstrass  d'une  fonction  ^l^ix), 
ayant  une  infinité  de  pôles  cl  un  nombre  déterminé  de  points 
singuliers  essentiels. 

Soit  encore  §[x)  votre  fonction,  et  posons 

de  sorte  que  cette  nouvelle  quantité  n'ait  plus  aucun  pôle,  mais 
seulement  n  points  singuliers  essentiels  c, ,  ^3,  C:i,  ...,  Cn.  Consi- 
dérez une  circonférence  de  rayon  R,  ayant  son  centre  à  l'origine  et 
renfermant  les  points  c  d'une  part  et  de  l'autre  le  point  a;.  Autour 
des  points  c  décrivons  des  circonférences  de  rayon  infiniment  petit  p 

et  représentons  les  intégrales  de    la    fonction  ^;;-^^>  eft'ecluées   le 

long  de  ces  circonférences  par 


z  —  ,r 


fj 


"'--irf.: 


soit  pareillement 


f    "(- 

«-''1 1>  ^     ' 


dz 


l'intégrale  relative  à  la  circonférence  de  rayon  Pi:  je  partirai  de  la 
relation  suivante  : 

■?.i-U(.r)-^y      /      — •-dz=    /  ^    ^  dz, 

où   le   signe  il  se    rapporte  aux    divers  points   c,,  c-,,  •••,  c„.  Gela 
posé,  soit  pour  obtenir  les  intégrales  qui  les  concernent 


^  =  c  -i-  pe'', 
on  aura 

,27: 

I  I  (   ^      I       n  ^*t    I 

dl. 

~.  ■ —  T  I  nr  —  r  —  o  /»"  ' 

'(pS 


r  '2^dz=-.r:^ii±i^r.eu 


Emplovons   maintenant,   dans    l'hypollièse  de   0   infiniment  petit, 
la  série 

I  1  Zf'i' 

X  —  C  —  ce"        X  —  c        (  .r —  c)- 


>l  R    glibLOlKS    IHiINTh    l)i:    l.\    TIIKOKIB    llKS    FONCTIONS.  5^ 

<Hii  M'ia  convergente  en  sii|i|»().sanl  ./•   aussi   \oi-.iii   il.-    <     i|iriiii    1.- 
voimIki.  cl  soil  pour  abréger 

n()u>  aurons  ceUe  expressirm 

I      lie  ^rz  —  ■>  e  t:  I i- .  .  .  H 

r'aisMii^  donc 

G(t)  —  J,.r  —  J.^j-2-i-.  .  ,^i^,x'>-^..  ., 


on  pourra  ainsi  écrire 


/        f/z   —  0».  /  -  Ci       

f         Z  —  .1  \x  —  C   ' 


or  il  esl   vl>il)k- (|iie  (1  (— j  rlanl  (Ini,  pour  loulc   valeur  de  x, 

sauf  jr  =  r.  G(x)  esl  une  fonction  holomorplie  ayant  riiifiiii  j)our 
seul  point  «.ini^ulicr  essentiel.  jNolre  relation  nous  donne  en 
conséquence 

or  I  intégrale  du  second  membre  se  rapportant  à  une  circonférence 
de  ravon  aussi  grand  qu'on  veul.  la  série 

I  I  T  ./" 


X 


-//-(-i 


sera  convergente  pour  une  valeur  arbitraiie  de  x.  Elle  donne  donc 
naissance  à  une  fonction  holomorphe  et  nous  parvenons  bien  à  la 
formule  de  M.  Weierstrass 


"'■^'=2'^(7^) 


en  faisant  entrer  sous  le  signe  1'  cette  dernière  fonction  qui  a  pour 
point  essentiel  rinfini.  De  la  même  manière  sans  doute  s'établirait 
la  proposition  plus  générale  que  vous  avez  donnée  en  1877  dans 
\es  Mémoires  de  l' Académie  des   Sciences  de   Stockholm.  Mais 
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j'aborde  une  autre  question  en  vous  développant  davantage  ce  que 
je  n'ai  fait  qu'indiquer  dans  ma  dernière  lettre. 

La  notion  analytique  de  coupure,  que  Riemann  a  le  premier 
introduite  dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  me  semble  avoir 
une  origine  entièrement  élémentaire  et  s'offrir  comme  d'elle-même 
dan'^  l'étude  de  l'intégrale 


'•  P((,^) 


.'.       G(t.z 


(t.z) 


dt 


sous  le  point  de  vue  (pie  je  vais  poser. 

Je  suppose,  en  premier  lieu,  que  dans  l'intégration  la  variable  t 
soit  réelle  et  aille  en  croissant  de  ^o  à  ^,  et  j'admettrai  aussi  que  les 
ionctions  F(^,  z)  et  G(^,  c),  pouvant  être  réelles  ou  imaginaires, 
soient  holomorphes  en  t  et  z. 

Cela  étant,  la  fonction 


<V(z) 


.Il      G{t, 


z) 


dt 


aura  une  valeur  unl(|ue  et  finie  pour  tous  les  points  du  plan,  à 
l'exception  du  lieu  (pi'on  détermine  par  la  condition  G(i,  z)  =  o. 
Cette  équation  lait  correspondre  à  la  série  des  valeurs  réelles  de  ty 
croissant  de  /„  à  ^j,  un  nombre  tantôt  fini,  taritôtiniini  de  portions 
de  courbes  ou  de  courbes  entières  suivant  les  cas,  indiquant  ainsi 
les  points  du  plan  où  l'intégrale  ne  donne  plus  la  valeur  de  la 
fonction.  Mais  ces  courbes  ont  une  signification  plus  impor- 
tante; elles  conduisent  à  la  notion  de  coupure  d'une  manière 
facile  comme  vous  allez  voir.  Soit  la  couibe  de  la  figure  d'une  d'elles 


rapportée  aux  axes  rectangulaires  OX,  OY  et  M  un  de  ses  points 
pour  lequel  on  a  t  =  ^,  ^=^.  Je  vais  calculer  la  différence  des 
valeurs  de  <1>  (s),  aux  points   N    et  IS',   pris  sur  la  normale  en  M  à 
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(les  distances  m(iiiim«'nl  [(élites  M\.  \|  \  t-yalcs  filtre  elle»^.  il 
le  caractère  iiiKil  vliijiie  iui<[n(l  je  s  eux  parvenir  résultera  di-  ce 
i|iie  cette  ililîérenee  esl  nue  (|n;mtilé  finie. 

Formons  d'ahonl  r<'M|iialioii  il.-  I.i  normale  en  |iarl.inl  île  la  rela- 
tion (X  —  x)(lx-i-(\  —  y)tly=:o,  où  \  et  Y  (lési},'nenl  les 
coordonnées  de  la  droite  el  .f  et  y  celles  de  la  courbe,  «nie  Ion 
suppose    fondions    de    /.    (  )ii    peiil     l.i    remplacer    pur     les    deu\ 

suivantes  : 

-  tir 


'  ,1, 


A   élaiil   une   indélennmée  n'-cile  ;  on  en  lire 

V  -/V  ",  ^(^  "^  *>'> 

\-.'c-^^i^-y)  =  -iK ^^ , 

el  par  conséipient 

-.        ..,  .-  dz 

\  -^  i\  •=  z  —  i  A  —r  • 
dl 

Maiiilenant  i'éipialion  de   la  coiiihe  ilanl  donnée  s(;(is  la    (urine 
("i(/,  3)=:o,  nous  en  di'-dnisons 

dz  1),  G(  ^  ;:  ) 

li  ''^~~  070(7711  ■ 

V^n  excluant  donc  les  cas  où  l'on  aurait  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  t  et  de  z-,  D,G(f,  ,:;)  =  o.  ou  D^G(f,  :;)=o. 
raflixe  d'un  point  i[iielcon(jue  de  la  droite  sera 

.     1)/G(/,  :;) 

/■•  =   Z  -r-  t  f^  TT — TTl • 

D:G(t,  Z) 

Faisons    ensuite,    afin   de    séparer    les   (|uanlilés   réelles    et   ima- 

DiG{/,z) 

et  nous  aurons  |)0ur  la  normale  les  deux  équations 

\  =  X  —  '/.(/, 

(jui  donnent  lieu  à  la  remarque  suivante. 


ginaires, 
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Supposons  d'abord /J  différent  de  zéro,  je  nommerai  direction 
positive  la  partie  de  la  droite  qui,  an  delà  du  point  de  rencontre 
avec  la  courbe,  s'élève  indéfiniment  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses, 
cl  direction  négative  l'autre  partie.  On  voit  que/»  étant  positif,  la 
direction  positive  s'obtient  si  l'on  fait  croître  A  de  zéro  à  l'infini, 
l'autre  étant  donnée  par  les  valeurs  négatives  de  l'indéterminée, 
tandis  que  ce  sera  l'inverse  dans  l'hjpolhèse  de  p  négatif.  Faisons 
en  second  lieu  l'hypothèse  de  p  =  o,  de  sorte  que  la  normale  soit 
j)arallèle  à  l'axe  des  abscisses.  La  direction  positive  sera  alors  celle 
de  la  partie  positive  de  cet  axe.  et  s'obtiendra  en  donnant  à  X  des 
valeurs  de  signe  contraire  à  celui  de  q. 

Cela  établi,  soit  pour  plus  de  clarté 

D:G(t.  z)  =  Q,{t,z), 

et  supposons  qu'en  Mon  ait  f  =  h.  z^='Ç-  L'affixe  du  point  N 
situé  sur  la  direction  positive  de  la  normale  sera  donnée,  pour  une 
valeur  infiniment  petite  et  |>ositive  de  )>,  par  la  formule 

où  £,  étant  J  unité  en  valeur  absolue,   a   le    signe    de   p   lorsque   p 
n'est  point  nul,  et  dans  le  cas  deyt?  =  o,  le  signe  de  —  rj. 
Cela  posé,  faisons  encore 

D;F(/,  z)  =  R{Lz): 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  aura 

Enfin  mettons  pour  abréger  P  et  Q  au  lieu  de  P(0,  Ç)  et  Q(^,  t)  ; 
ces  expressions  donneront 

•0 

Passant  ensuite  du  point  N  à  son  symétrique  N',  il  viendra,  par 
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le  cfuiD^riiiciil  (le  ).  cii   —  /., 


/.' 


el,  après  une  n'cliiction  (iicilr, 

*(^')_c^/^,=  /•^'^^/'-XPQ[F(^;)(j(^C)-G(^oR(/.:,| 

Voilà  (Joiu;  lii  (jniinlih"  (Imil  i".ii  inaînleii;mt  à  tléleniiiiiri-  la 
valeur.  C'est  conmie  vous  voyez  iiiir  inléj^ralr  singulière,  ntiisnnr  ), 
doit  être  supposé  iiiliiinneiil  pftit.  cl  nous  avons  à  considirci- 
uiiiquemenl  les  «'Iruionls  infinis  ilimnés  par  les  valeurs  de  la 
variaMe,  qui  annulent  G(^<,!!^).  (  )r,  une  lelle  valeur  est  /  =  0; 
j'ajoute  qu'entre  les  limites  /  = /„,  t  =  t,.  l'équation  (i(/,^):=:=o 
ne  peut  avoir  aucune  autre  racine  /  =  0'.  (ïetle  circonstance  ne 
s'olli  ira  en  ellet  (pi  aillant  <pie  -^  =  ^  sera  un  |)oiiit  double,  et  alors 
devront  avoir  lieu,  comme  il  est  très  facile  de  le  reconnaître,  les 
conditions 

G(t.z)  =  o,         D,G(t,z)  =  n,  D.G(i,z)  =  o, 

contrairement  aux  restrictions  »pii  ont  été  faites  pour  obtenir 
l'équation  de  la  normalr.  Il  suit  de  là  que  nous  pouvons  poser,  en 
négligeant  le  carré  âe  t  —  0, 

puis  remplacer  immédiatement  par  Q  la  variable  l;  on  trouve  ainsi, 
en  simplifiant,  l'expression  si  connue  où  [j.  et  v  sont  des  quantités 
positives  infiniment  petites  : 

Ce  résultat  met  en  évidence,  pour  les  courbes  telles  <pie  celle  de 
la  figure,  le  caractère  analytique  de  coupures  à  l'égard  de  la  fonc- 
tion ^(z).  La  discontinuité  est  même  d'une  nature  plus  complexe 
que  celle  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  les  travaux  de  Riemann, 
puisque  la  difîérence  des  valeurs  de  la  fonction  aux  deux  points 
en  regard  N  et  N'  n'est  plus  seulement  une  constante,  mais  varie 
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avec  la  position  du  point  M.  Par  là  se  trouvent  rattachées  à  des 
considérations  élémentaires,  (jui  s'oftrenl,  je  puis  dire  nécessaire- 
ment au  début  du  calcul  intégrai,  les  vues  exposées  récemment 
par  M.  Weierstrass  sur  le  mode  d'existence  des  fonctions  de 
l'\nalyse.  [Sur  la  théorie  des  fonctions  {Comptes  rendus  de 
r Académie  des  Sciences  de  Berlin,  août  1880).]  J'essaierai  tout 
à  l'heure  d'_y  revenir,  mais  je  veux  immédiatement  faire  une  appli- 
cation de  la  formule  obtenue  à  un  exemple  qui  permette  de  vérifier 
le  résultat. 
Soit 

J^       l-^  >.(  cos  z^  f- 

on  trouve  sur-le-champ  que  les  coupures  sont  les  droites 

a-  =  (2/.-  -I-  i)7r, 

/."  étant  entier;  mais  il  faut  bien  remarquer  que  chacune  de  ces 
droites  est  dans  toute  son  étendue  une  coupure,  pour  l'une  et 
l'autre  des  intégrales 

r^  t"  sinz  ,  f  t'sinz 

/      -dt  cl  /      -dt. 

J^        I  -f-  2^  COSS  -+-  ^*  J^         l     :-  1  t  COS  Z  -^  t- 

(]u"il  faut  par  suite  considérer  successivement  pour  obtenir  la 
variation  de  *I>(^)-  Soit  en  effet  -^  =  (aA  -h  i)t:  +  i^  et  pour  fixer 
les  idées  supposons  ^  positif;  à  cette  valeur  de  ç  correspondent 
deux  valeurs  de  t,  l'une  plus  petite  que  l'unité  0  =  6"'  et  l'autre 
plus  grande  6  =  e'^.  Nous  avons  en  conséquence,  pour  la  première 

intégrale,  une  variation  que  la  formule  générale      p/o  V^    ^  après 

des  réductions  faciles  et  en  remarquant  que  £  := —  i,  donne  égale 
à  T.e~"^.  Pour  la  seconde  on  obtient  par  un  calcul  semblable  Tce'''; 
il  en  résulte  que 

^(N')  —  1>(N)  =  -(e^?-i-e-"?). 

C'est    ce    que    je    vais    vérifier   au    moyen    de    la    formule    de 
Legendre, 


r 


t.<^  sin  z  .         T  smaz 

dt  =■ 


1  —  >  /  cos  c -f- /■-  %\v\aT. 
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on  I  «)ii  (litii  siippoNri-  1,1  jjjiilir  rrrllc  ilc  z  coinjirisc  ciilrc  —  - 
et  4- TC.  Mais  iioii>  avons  éviih-niiiK-nl  *h(  z  -h  :*.7t)  =  <^( 3).  ce  iiiii 
pennel  (roliteiiti  l,i  fonclion  dan-'  loiil  le  |i|,iii  cl  \a  nous  donner 
les  \aleur'^  <le 

<K\)  =*|('-/A--'-i)r-t-tÇ-(-).l. 

()l)Si>r\anl  (|iii  l:i  (|iiantit('-  iiiliniinciiL  |)('liti*  /.  csl  |>n<«ilivi'. 
je  relraïudierai  de  i'argiiincnl  île  la  preniièif;  a/\-,  cl  de  j'ar-:;!!- 
nienl  de  la  seconde  ?.(/,• -h  i)~.  (^ela  fail,  il  est  |iiiriii>  de 
poser  X  =  o,  el  nous  trouvons  iniinédialemeiii 

smar  '  sinaTt 

d  où 

^(^' f  —  +(N)  =  a- Costa;  =  T:(e«5-+-e-«Ç). 

On  voil  aiiiM,  pour  le  dire  en  |)assant.  conihicn  une  obseivalioii 
plus  attentive  de  résullaLs  de  calcul  inléf,^ral,  depuis  lonj^teinps 
<-onnus,  aurait  pu  aiséincnl  conduire  aux  notions  analytiques  nou- 
velles de  notre  époque. 

La  nolion  de  coupure  se  présente  de  la  manière  la  plus  simple 
dans  un  cas  |)arlieulier  que  je  vais  maintenant  considérer.  Soity(<) 
une  fonction  uniforme  qui  ne  contient  |)as  :;  et  ayant  un  nond)re 
iini  ou  iulini  de  pôles.  Si  l'on  j)0sc 


vous  voyez  qu'à  chaque  |)ôle  correspond  une  coupure  représentée 
par  un  segment  de  droite  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  ou  par 
celte  parallèle  tout  entière  si  les  limites  sont  — oc  et  +00.  Cela 
étant,  la  formule  générale 


*(.N')  — *(N)  = 


J^(<i,0 


s'applique  seulement  dans  le  cas  des  pôles  simples.  Désignons 
l'un  quelconque  d'entre  eux  par^,  l'affixe  ^  du  point  M  de  la  cou- 
pure se  détermine  en  posant  0 -j- î;^  = />  ;  nous  observons  ensuite 
que  si  l'on  fail 
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on  aura 

don 
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P(t,z)  =  G'd-hz),        Q(^c)  =  G'(/ 


0; 


q{t,z) 


ainsi  t  doit  être  supposé  égal  à  +  i .  Nous  trouvons  donc  en  chan- 


géant  les  signes  des  deux  membres 


*(N)  — *(N')  = 


G'(e-i-ç) 


G'{p) 


,   ,  -,    F(p)  .    ■    ,  1        .   •  1       1      /•  ' 

ou  la  cjuantite  ^,  est  précisément  le  résidu  de  j  [t  )  correspon- 
dant au  pôle  p.  Le  résultat  ainsi  obtenu  subsiste  quel  que  soit 
l'ordre  de  multiplicité,  on  le  démontre  aisément  comme  il  suit. 

Considérons   la   fonction   rationnelle,   ou    plutôt  le  groupe  des 
fractions  simples 


R 


R' 


R" 


f~p       (t-p)-^       {t-pY      ■■" 

qui  est  tel  qu'en  le  retranchant  de  f{t),  la  différence  soit  finie 
pour  t^p.  Il  est  clair  qu'à  l'égard  de  la  coupure  attachée  au 
pôle/?,  on  obtiendra  la  dillérence  <I>(N)  —  <Ï>(N'),  en  substituant 

cette  fonction  rationnelle  l\f[t).  Or,  la  fraction  simple con- 
duit, comme  nous   l'avons  dit,  à  la  quantité  constanlc  — a^TtR; 


)Our  les  autres   termes  de  la   forme 


(t—j,)"- 


on  a  à   considérer 


l'intégrale 


f"[ 


(^  — O  +  iÀ/'+i        {t 


rïy^]  "■ 


en  faisant  z^=H — p^  où  H  est  quantité  complexe  enire  /©  et  l^ 
La  valeur  rationnelle  de  l'intégrale  indéfinie,  à  savoir 


0  -H  tÀ)« 


• 1 

t—H  —  iX)"J 


montre  qu'elle  s'évanouit  avec  A,  de  sorte  que  nous  avons  simple- 
ment 

<Ï>(N)  — *(N')  =  — 2iTrR. 
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(^e  ré.siill.il  csl  snsc<'|(lilil>'  de  l)eaiic(»ii|)  d  .iji|ilic;ili<)n>  ;  «n  prc- 
niier  lien  jf  vais  t'ii  tli'dniic,  on  su[)|)Osaiil  (|iie  /*(  /)  soil  une  foiic- 
lion  ralioiinellc,  la  valeur  de  l'inlé^nalc  définie 

f       fi  D'il- 

'    —  m 

PartaiH  pour  cela  df  la  frmclion 

'P(z)=  f       fyl  -h  z)itt, 

je  remarque  <l  ahord  (jii  on  :i 

*'f5)=  f       /\l-\-  z)dz, 

el  par  conséquenl  »!>'(:;)  =  o,  si  Ton  admet,  comme  il  est  n('ces- 
saire,  (jtie  f{t)  s'annule  pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable. 
On  voit  ainsi  (|ue  4>(5)  est  une  constante  indépendante  de  ^,  mais 
celle  constante,  (pii  reste  la  même  entre  certaines  limites,  change 
de  valeur  en  passant  dim  intervalle  à  nn  autre,  comme  on  va  voir. 
Nommons  <^/„+/6o,  </|-t-/6|,  ...,  <^iii-{-ih„  les  pôles  de  f{t}^ 
rangés  suivant  l'ordre  croissant  de  grandeur  des  coefficients  de  /, 
etR,,,  R|,  .  .  . ,  R«  les  résidus  qui  hnir  correspondent,  f^es  cou- 
pures de  ^(5)  seront  les  parallèles  à  l'axe  des  abscisses,  repré- 
sentées par  les  équations  «o  -\~  '^^0  ^  t.  -\-  z^  «i  -t-  ibi  =  ^  -f-  ^,  ... 
ou  bien,  en  faisant  z  =  x-\-iy^  y=:-\-bo,  y  =  -\-h^,  ...y 
el  ces  parallèles  pourront  se  trouver  en  partie  au-dessous  et  en 
partie  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses.  Cela  étant,  dans  tout 
l'espace  situé  au-dessous  de  la  première,  y  =  -\-  bg^  la  valeur 
de  ^(z)  ne  change  point  et  peut  s'oblenir  par  consé(|uent  si  l'on 
supposes^  —  GC.  On  a  donc  alors  <!>(:;) -=0,  la  fonction  y(^) 
étant  nulle  pour  une  valeur  infinie  de  la  variable.  Franchissons 
maintenant  la  première  coupure,  i^(z)  s'augmentant  de  la  quan- 
tité —  r>i-Ro  devient  égal  par  suite  à  — 2«7rRo.  En  dépassant 
la  secondej)^  =  6i,on  trouvera  pareillement  <t>  z)= — 2i7:(Ro  +  R,), 
et,  si  l'on  continue  ainsi  de  manière  à  atteindre  l'espace  illimité 
au-dessus  de  la  dernière  coupure  y  ^=  bn,  nous  obtiendrons  pour 
cette  dernière  région 

*(^)=-2i7:(Ro-i-R,  +  ...-T-R„). 
H.  —   IV.  5 
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Mais  alors,  comme  pour  la  première,  la  valeur  de  <I*(^)  se  trouve 
égale  à  zéro  en  faisant  z=^-\-cc,  cVoii  la  condition  bien 
connue  SR  =  o,  qui  exprime  que  le  degré  du  numérateur  de 
la  fonction  rationnelle  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré 
du  dénominateur.  Ce  quon  vient  de  voir  donne  pour  tout  le  plan 
la  détermination  de  <I'(3),  et  nous  en  concluons  l'intégrale  pro- 
posée sous  la  forme 

«ï>(o)  =— •2fr[Ro-t-  Ri -H.  .  .-T-  R/,J  =  •2J-[R/,+, -+-R/,+,-u.  .  .-h  R„] 

en  supposant  que  la  dernière  des  coupures  située  au-dessous  de 
l'axe  des  abscisses  soil  r  =  ^a-  Et  en  même  temps  se  trouve  sous 
forme  d'intégrale  définie  l'expression  analytique  d'une  fonction 
qui  représente  dans  l'intervalle  de  deux  coupures  consécutives 
une  constante  qu'on  peut  prendre  à  volonté,  et  dont  la  valeur  en 
debors  du  système  des  coupures  est  zéro.  Soit,  pour  abréger, 
p  =  «0  H-  /l^o,  Pi  =  <^fi  +  ibi,  •  •  -,  et  posons 


f(t)  = 


Go 


Po 


Cl  -  Co 
t  —pi 


c. 


G, 


t  —  p-2 


OU  bien 


f(t)  =        (^'OJP»—  Pi) 


C>(p\  —  Pi) 

J  —pi){'  —P^J 


Cn-l(  Pn-\  ~  Pn)     . 
{i  -   Pn-l){t  —Pn)' 


la  fonction 


*(z) 


f{t-z,df 


aura  pour  valeur  —  Cq,  entre  la  première  et  la  seconde  coupure, 
—  G,  entre  la  seconde  et  la  troisième,  el  enfin  —  C„_,  dans  le 
dernier  intervalle.  Remplaçant  enfin  ces  constantes  par  des  fonc- 
tions arbitraires  de  z,  à  savoir  Fo(s),  F,(;),  ...,  F„_i(z)^  on 
parviendra  à  l'expression  suivante  : 


+  F,(  =  )    /"  — 


(P\—Pi^)  <ft 


p^—z){t—pi 
i  Pi  —  p\)dt 


p^—  z){t.  —  p^ —  z) 


'n-i(-)   f. 


{ p„  —  p„-\  )  dt 

■pu-  l   ~  Z)lt  — Pn—  -)' 
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|)iir  lii<|iiolle  n  fonctions  diverses  sont  siiccessivinn'iit  r<'|»réscnlccs 
(hins  les  inlervulles  consitlérés. 

Ce  résiilliil  peiil  se  ^'rnéraliser  si  Ton  suppose  <pir  la  variahl»;  / 
cesse  dèlre  n'-ellc  pour  snivi-e  un  chemin  <l<'-l(>i'niin('-,  les  droites 
(|ui  fij^nrenl  les  coupures  ayanl  alors  pour  Iranslorint'es  des  lijE^nes 
courbes  dont  la  naliirr  dépend  d<î  ce  clietnin.  13e  là  nie  seinblcnl 
résulter  pour  la  conception  f^énérale  des  fonctions  on  anal^'se  des 
conclusions  scnihlaldes  à  celles  «nia  ohlniiii'-'  M.  \\  eierslrass  en 
se  plaçant  à  un  |m)iii|  i\r  sur  l)ien  diUércnl ,  dans  un  lr.i\  ail  du  plus 
liaiil  intérêt  sur  la  iIk'oiic  des  louclioiis  publié  par  l'illustre 
géomètre  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences 
de  lierlin  (^aoùi   1880). 

Je  vais  encore  traiter  de  la  niénie  manière  que  précédemmenl 
la  délerniinalion  dans  tout  le  plan  de  la  fonction 


,  2  TI  ♦-  /„ 


*(2)=  j  f(t^z)dt. 


oùf{t)  est  une  expression  rationnelle  en  s'int  el  cost  sans  partie 
entière  el  (pii  est  par  suite  finie  pour  des  valeurs  imaginaires 
iidiui<'s  de  la  variable.  On  voit  tout  d'abord  que  *!*(-)  f^sl  une 
constante,  puiS(|u'on  a 

*'«-)=    /  f  (t  -^  ^)  (it  =f{'i-  -^  to^  Z)  -  f{t^-^  Z) 

'o 

el  par  consé(|uent  4>'(«)  =  G,  la  fonction  J  [t)  ajaiiL  '?.-  pour  pé- 
riode. Désignons  maintenant  |)ar/>o  =  û!o"+~  i^f^a-i P\  =  <^i\  +  ibi ,  .  •  . , 
1),,:=.  a„-\-  ib,,-,  les  pôles  de  f{l)  qui  sont  compris  entre  l'axe  des 
ordonnées  et  une  parallèle  à  la  distance  27z  de  cet  axe.  Suppo- 
sons-les toujours  rangi's  suivant  l'ordre  croissant  de  grandeur 
des  coefficients  de  /,  et  soient  Ro,  R),  ...,  R«,  les  résidus  (pii 
leur  corresj)ondeiil.  \Su\\  quelcon(pie  d'entre  eux,  p^^  détermine 
une  coupure  représentée  par  l'équation 

^  -H  -3  :=  pu  -t-  -2  n 7:, 

d'où  Ton  conclut,  en  faisant  z  ^  x  -\-  iy, 

i  +  X-  —  a/--+-  m-,         y  =  b^. 

La  première  équation  donne  pour  x  toutes  les  valeurs  de  — co 
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à  -h  00,  SI  J'oii  tait  varier  t  de  <(,  à  2- -f- /qî  par  conséquenl  les 
coupures  sonl  les  diverses  droites  y  =  60,  j' ^  ^i ,  ...,j'=6„. 
Ceci  établi,  désii^nons  par  H  la  valeur  que  prend /(^ -f- :;)  en 
faisant  z  =^  x  -\- y  et  iy  inliniment  ^rand  négatif;  nous  aurons 
dans  la  région  du  plan  située  au-dessous  de  la  première  cou- 
pure tI>(;)  =  27:H,  puis  successivement,  entre  la  première  et  la 
seconde  coupure,  la  seconde  et  la  troisième,  etc., 

<1>(-:)  = -^ttH  — -atTiRo,         *(-)  =  uttH  —  •.tt7:(  R,,-!-  Ki  ),  

Enfin  on  obtient,  pour  la  région  qui  s'étend  à  l'infini  au  delà  de 
la  dernière  coupure 

Cette  expression,  qui  complète  la  détermination  dans  tout 
le  plan  de  la  fonction  $(3),  donne  lieu  à  une  remarque.  Si  l'on 
nomme  G  la  valeur  de  f[t  -\-  z)  pour  z  ^=  x  -\-  iy^  el  y  infiniment 
grand  positif,  on  a  encore  dans  cette  dernière  région  <P(z)  =  271G; 
or,  de  là  résulte  la  relation  que  j'ai  donnée  dans  mon  Cours 
d' Analyse  (p.  328)  : 

Ro^R,-^...-^-R„=<(G  — H). 

On  en  tire  immédiatement,  si  on  l'applique  à  l'expres- 
sion   cot ~J\f-)i  1'*  décomposition  de  f{t)  en  éléments  simples. 

Voici  maintenant  une  détermination  d'intég;rale  définie.  Soit 


J 


.1  t  ~  z 


nous  aurons  une    seule  coupure,   l'axe  des  abscisses,   et  comme 

le  résidu  de  —  est  l'unité,  on  obtient  au-dessous  de  cet  axe  J  =  o 

/'  +  '"  e-iit-z) 
et  au-dessus  .1  =  2/—.  Faisons  ensuite  Jq  =  /         dt^  nous 

*^  —  00 

aurons    inversement    Jo  =  - — -a/Tt    au-dessous    de    l'axe,    Jq  =  o 
au-dessus,  et  l'on  en  conclut 

J-^Jo  r^"  cos(t  —  z)   ,^  .  J— Jo  f^'"  ^in{i—z) 

=   / ai  =  —  iTz,       -. —  =   / dt  =-\-T. 

■i  I  t—  z  .  Il  J  t  —  z 

«/  _   oc  «^  —    00 
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tilins  lu  région  inltTieiirr.  puis 

oiiif  /  —  z  > 


f    ^^^^1^"'—      I 


,lt 


pour   la    ir^ioii   au-dessus  tic  laxi-.  \  nii>  \  oyez  (|iit'  ilans  l«'s  <lcii\ 

,,.    ,  .        \       r         %\n( t—  Z)    .  .     .  ,  ,         , 

cas   I  iiuefîralc   j — ^//.  i|iii  ii  a  pas  de  coupure»,  a  la  incine 

1            1  ■•                                                     /         s/ii/    , 
valeur,  d  ou  sr  lire,  eu  su[)po>aul  c        t),    1  nf^zzT.. 

J  —    oc 

Les  expressions  de  .1  ci  \.\k'  S^  donnent  encore 


oii   Dieu 


I  -<lt  =  ii-e'-.  1  ~dt  =  n, 

el    Ton   en    conclul    laciienienl,   suivant  que  :;   (;,st  au-dessous  ou 
au-dessus  de  Taxe  des  abscisses,  dans  le  premier  cas 

J  t—  z  '  J  t  —  z 

el  dans  \o  second 

I         -dt  =  -hi-e':.  f 


soi/     , 

dt  =-T-  Tzr' 


Soit  en  dernier  lieu  /{l)  une  fonction  uniforme  ajanl  pour 
périodes  iK.  et  a/K.'.  Supposons  qu'à  l'intérieur  du  rectangle 
dont  les  sommets  ont  pour  a  f  fixes 

les  pôles  rangés  dans  le  même  ordre    que  précédemment  soient 
po,  Pi p„.  Les  coupures  en  nombre  infini  de  la  fonction 

/(f~  z)dl 

'0 

seront  d'abord 
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puis  en  allrihiianl  à  [x  loiih^s  les  valeurs  entières  de  —  :»  à  +  co, 

Nommons  encore  R,,,  R|,  ...,  R«  les  résidus  correspondant 
aux  pôles  po,  /?,,  .  .  .,  p„.  Il  est  clair  qu'étant  donnée  la  valeur 
constante  de«î>(^)  entre  del^\  coupures  consécutives,  on  en  déduira 
la  détermination  de  la  fonction  dans  tout  le  plan.  En  supposant 
par  exemple  qu'entre  la  coupure  y  =  b^  et  celle  qui  la  précède, 
y=zb„ — 2K',  on  ait  <I>(^)  =  fI>o,  nous  obtiendrons  successive- 
ment, entre  la  première  et  la  seconde,  la  seconde  et  la  troi- 
sième, etc., 

*(^)  =  «l»o— ■>.<■- Ho, 


puis  immédiatement  au-dessus  de  la  dernière  j'=  b„, 

<ï>(2 )  =  *o  -  2  f-(  Ro -^  R ,  +  ...+ R„)- 

Mais  les  points  de  cette  région  s'obtiennent  en  ajoutant  2/K' 
aux  points  de  la  première,  dans  laquelle  nous  avons  <[>(:;)  :^  <&o- 
On  doit  donc  retrouver  celte  valeur  <I>o,  ce  qui  donne  la  relation 
fondamentale  de  la   théorie  des  fonctions  doublement  périodiques 

Ro-i-R,-4-...+  R„=<>, 

(|ue  la  considération  des  coupures  permet  ainsi  de  démontrer  sans 
recourir  à  la  notion  des  intégrales  curvilignes. 

Post-scriptuin.  —  Au  théorème  sur  la  somme  des  résidus  d'une 
fonction  doublement  périodique  se  joint  un  autre  dont  j'ai  déduit 
la  décomposition  de  ces  fonctions  en  éléments  simples,  et  qu'on 
démontre  encore  avec  facilité. 

Soit  /(O  I3  même  fonction  que  précédemment,  et  posons 

il  consiste  en  ce  que  la  somme  des  résidus  de  F(/)  est  indépen- 
dante de  la  quantité  ^. 

Je  partirai,  pour  l'établir,  de  la  fonction 
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ri  dos  rel;ili<tns  cttiiceniiiiil  les  ilcux  levions  prrcédeinineiil  consi- 
dérées, à  savoir 


en    ilrsi;iii.iiil    |)iir    >    l;i    ^omimil'    dc>    nsnlii^    «If    l'i/i.    (,il;i    ihnil. 


l'équiilion 


H  (a;  — ai  K)        H  (  r  »         l\ 
r:iil  voir  i|iriiii  ;i 

F(  /  -i-  -  ^  iiW  )=^  \'{t  -^  z)-+-  '-^J'i  I  -^  z) 

et  par  conséfjiicnl 

•Im  ;  -H  7.  ih.'  )  —  'iM  -  >  -^  ^   /  /<  '  +  ■=  '  '''■ 

'0 

Or,    l'expression    tic    S,   à    laqueilo    nous  sommes  ainsi   amenés, 
à  savoir 

S    = f(t-r-Z)dt. 

esl  bien  en  eilcL  indépendanlc  dt-  ;. 

On  donne  dans  les  élémenls,  comme  applicalion  des  mélliodes 
de  Cauchy,  les  inlégrales 

I        a.r  =   — > 


I  -r-  r  <.\ua 


/       '■ r/.r  :=;  7ï(colaTr — col/^r:), 

/  I  —  X 

•  0 

on  bien,  si  Ion  pose  x  =  <?', 

\  dt  =  -. , 

I  df  =  -(cola-  —  colÙT.  ). 

,/  i  -  e'  ^ 

*      —   00 

Elles  s'obtiennent  par  la  considération  des  conpures,  comme  vons 
allez  voir. 

Soit  d'abord  /(/)  =  -^  ;  les  pôles  de  celte  fonction  sont 
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el  en  posant 

*(2)-  f      fit  '^z)dt, 

nous  en  conclurons,  pour  coupures,  les  droites  j-"  =  (api  H- i)7t. 
Considérons  deux  points  z  el  ^  +  2/—,  séparés  par  la  première 
coupure  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses  y  =  t;  le  résidu  de  /{t), 
qui  correspond  au  |jôle  /  =  /?:,  apour  valeur  —  e'''^''.  et  nous  avons 

par  suite 

^(z  -h  ■îi-)  =  ^( z)  —  •xiT.c''^". 

Mais,  d'autre  part,  ^ 

<ï>(z  -I-  2f-)  =    /  /(/  -f-  3  -4-  -iliz)  fil  =  e2/ira  ip{  z). 

d'où  la  relation 

* ( z )  —  -2 i - e''^"  =  e-'T^"  f}' (:; ), 

et  par  consécpient 


I  —  <'2'^"  siiirt- 

Soil.  en  second  lieu. 


1  —  e' 


les  pôles  seront  /  =  2  [j.  /-,  en  exceptant  la  valeur  p.=  o,  de  sorte 
que  la  fonction 

conservera  la  même  détermination  entre  les  deux  parallèles 
y  =  —  2TÎ  el  y  =  27z.  Nous  pourrons  donc  écrire,  en  supposant  z 
compris  entre  les  droites  r  =  —  t:  el  y  ^  ~. 

<ï>(3)  =  <t>(z  -^  -). 

et  cette  relation  donne,  pour  z  =  o, 

/         dt  —  e'"^"   / dt  —  c"^''  /  r  dt 

J  i  —  e'  J  n- e'  J 

•       36  "^    OC  *^    ' 


=  TT  1    -^ ; ; 1    =7:(C0laz   CuL^TT). 

\sniar        siiiot:/ 
Cependant,    on    peut    désirer    obtenir    cette    même    intégrale, 


i 
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diiccleineul  cl   iii(l(*por)(l;itiimciil    «le   la   prffnièrc;    on    \    parvient 
ainsi. 

l'aisons  puni   un  moment 


f" 


hi 


(le    >;ortc    (inc    los    i('si(ln> nni    corrf spondi-iil    \\\\\    iinlcs 

/  =1  ■>  /  -  cl  /  =  \i  T,  soicnl 

R,=  8  — -a.  Kj^fJî— a^ 

Si  nous  su|)|)osons  z  (:oni[)ris  cnlre  l'axe  des  abscisses  cl  la  pre- 
mière coupure  j' =  :>.-,  nous  aurons,  en  franchissanl  successlve- 
menl  celle  coupure  el  la  suivanl('.^=  \' 


/  ^ 


* (  5  -t-  V. «r  )  =  '!> (  c  )  —  9. /r  1^ , . 

<l>(3  -+-  4tTr)  =  <!>(«)  —  >.  fuCKi  -H  H.>  (. 

Oi ,  on  I  ion  ve  aisémenl  la  rclalion 

*(  j  H-  ,',  /-  )  —  (  a  -I  ■  [i  )  <!>(  c  -f-  ■^.  /-  )  -4-  3![î  *C  s  )  =  o, 

elle  donne  sur-le-champ 

(i  — aj(i  —  'à)^\>(z)  =  — 2/-|(a  -  3)R,—  K,—  R.  |. 

puis  en  emplo\anl  les  valeurs  des  deux  résidus. 

B  — y 
^iz)=->.i-  ^— -, 

(I  —  a  ,1  (  I  -  -  [i  ) 

ou  encore 


<!>(  z\  =  i- 


'P 


-P         '- 


Or.   il    suffit  (le    remplacer  y.  cl    [i   pitr  leurs  valeurs  ^'•-''",  r'-'^''' 
pour  oblenir 

<1>(^  I  =  -(cot  rt  -  —  i:oX.b-). 

Ces  quelques  exemples  suffisent,   ce  me  semble,  [)onr  montrer 
l'utilité  de  la  nolion  de  coupure,  .rajoute  encore  qu'en  supposant 

imaginaire     les    limites    de    l'intégrale    /     f{f-\-z)dl,     el     fai- 

saut    t  ^  o(u)  +  i^{u)^    de     manière    que    la    variable     décrive 
un   chemin   (juelconqne  entre  ces   limites,   la   coupure   recliligne 
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qui  con-espond  au  pôle  p  =  a  -\-  ib  devient  la  combe  représentée 
par  les  équations 


.r  =  a 


?  K  «  )r 


r  =  h 


'(«), 


c'est-à-dire  le  symétrique  du  chemin  décrit  |)ar  la  variable, 
transporté  parallèlement  ;'i  lui-même,  de  l'origine  des  coor- 
données au  pôle.  L'expression  entièrement  élémentaire  au  moyen 
d'une  intégrale  définie,  de  fonctions  piésentant  de  telles  circons- 
tances, nioutre  combien  est  nécessaire  et  je  puis  dire  générale 
en  analyse  l'idée  de  discontinuité  si  longtemps  limitée  à  ces  deux 
faits,  du  passage  par  l'infini  des  fonctions  fractionnaires,  des  sauts 
brusques  de  la  formule  de  Fourier  et  de  quelques  autres  dévelop- 
pements analogues  des  fonctions  en  série.  Mais  ce  ne  sont  pas 
seulement  les  intégrales  définies  qui  donnent  naturellement  et 
d'elles-mêmes  ces  nouveaux  modes  de  discontinuité  auxquels  est 
attachée  la  notion  de  coupure.  Il  v  a  lieu  tout  autant  je  présume, 
à  l'égard  des  équations  linéaires 


Q.it,Z) 


d"y 
dt" 


G.Û.  z.) 


,ll>-\   y 

dt"-^ 


de   considérer  la  variation  de  l'intégrale,  aux  deux    bords   de   la 
courbe  définie  par  la  condition  G(^,  c)i=o.  Et  à  l'égard   d'une 

équation 

„  .   .  d"Y        „    .   .  d"^'^  V 

o. 


d"  1'  d"  —  '  v 


dt' 


dt"-^ 


dont  les  coefficients  ne  contiennent  pas  ;,  on  obtiendra  des  cou- 
pures reclilignes  attachées  aux  points  singuliers,  en  introduisant 
cette  variable  de  la  manièie  suivante  : 


G(  t 


d"y 


G,  (7 


=  ) 


dt"''^ 


.  =  o. 


Enfin,  d'autres  circonstances  que  je  ne  puis  qu'entrevoir  obscuré- 
ment seront  sans  doute  révélées  par  létude  de  l'intégrale  double 


J,  .  '„  G    I.  ti 


•) 


La   condition   G(^, //,:;)  =  o  ne   définirait-elle  pas,   en    faisant 
varier  t  et  u  entre  les  limites  de  l'intégrale,  un  espace  pour  lequel 
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(■i:liii|>|M-i'ai t     hi    ticliiiilioii    dt'     l.i     loiit'liini.  i\r    ~>()i  le    iiiii'    (l.iii>    l.i 

«•OHceplion   ut'-in'-rah'  ilc  (onction  on  tloivo  iulrnellre,  ainsi  ijur  lu 

dt!'jà    (lit    M.    \\  eiersirass,    roxisloncc    <l«'  lacunes    roniin»'    pos- 
sible (•)? 


P)  \oici,  .111  'iijcl  <U'  rcs  foiirdiiiis  |in>sciitaiil  <l«'s  rspitrcs  hi(-tini)irrs,  dos 
réiiiiltals'  cxtri^iiiemcnl  inlércssanl-i  i|iii  m'iMit  l'Ii-  i'iiiiiiiiuiiii|iii'<  p.ir  tm  de  mes 
élèves,  iM.  Poincaré.  inpt'nicnr  des  inini's.  |»r<ifesseiir  à  lu  h'acullé  tles  Sciences 
de  Caen. 

Soient 

"r       ": "„ 

n  cjnanlilés  iiiiai;inairc>i  de  nuxlnlr  plus  piiii  (|in'  i: 


7.,, 


n  <|iianli(i''s  iin:ii:iiiiiirrs  i|iicloMnqiies,  x  la  viiri.ihlc  indépendante  I^ii   s<;i-ie 

V^  "  I    "  •>    •  •  •  "  ,1 

^Êd  /<!  a,  -4-  />o g, -4-  .    ■  -4-  /<„  a„ 

'^  /', -4- /?, -t- .  .  .    -/'„ 

où  l'on  donne  à  /*,,  p />„  toutes  les  valeurs  entières  positives,  sera  conver- 

;;ente  si  x  est  extérieur  au  polvf;one  convexe  circonscrit  aux  n  points  a,,  «.^ 

a„;  elle  sera  diveri^iiilc  s'il  est  à  l'intérieur  de  ce  polygone.  Klle  définiL  donc  une 
fonction  présentant  le  polys^one  comme  espace  lacunaire.  Cette  fond  ion  n'est 
<|u'un  cas  pai'ticulier  de  la  suivante. 

Soit  une  i-qnation  aux  dinérenrcs  partielles 

,.    dz  „    dz  ,,     dz 

'dit,  ■    -  du.  du,, 

où   h',,  !•"., K„  sont  des  fonctions  développées  en  séries  suivant  les  puissances 

croissantes  de  u,,  u^.  ..  .,  «„  et  d'un  paramétre  arbitraire  .r:  ces  fonctions  sont 
supposées  se  réduire  respectivement  à 

X  —  a,,     a?  —  a., x  —  ol,,  ; 

pour 

u,—  U„—  .  .  .  =   u ,,  =  11. 

Il  existe  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  des  quantités  «/,  et  satisfai- 
sant formellement  à  l'équation  (i).  Les  coefficienls  de  cette  série  et  sa  somme. 
(|uand  elle  est  convers;cnle,  dépendent  de  x. 

Donnons  à  </,,  m,,  ...,  m„  des  valeurs  de  module  suffisamment  petit,  la  série 
défmira    une  fonction  présentant  comme  espace   lacunaire  le  polygone    (cmvexe 

circonscrit  à  a,,  a. a,,. 

l^aris,  décembre  i88o. 


KXTKAn 

d'unk 

LETTRE    DE    M.    CIL    IIERMITE    A    M.    SCHWARZ,    I3E    (lŒTTINGUI': 

SUR 

L'INTÉGRALE  EULÉRIENNE  DE  SECONDE  ESPÈCE. 


Journal  Je  Crelle,  t.  90,  \>.  'Wx-Vi^. 


iJans  son  beau  lra\ail  sur  la  foncliun  ^  {j^}  (t-  LXXXIl  de  ce 
journal,  p.  i65),  M.  Prym  a  obtenu  l'expression  de  cette  trans- 
cendante par  la  somme  des  deux  fonctions  suivantes  : 


P(.r)  ' 


X        .r  +  i         I  .  •>  (  .r  -H  ■>,  ) 
Q(.r}  —  I      ^•'-'<'-5f/^  =  c„-t- Ci3'- H- c.2.r2-a-.  .  ., 

qui  sont  uniformes  et  dont  la  seconde  est  holomorphe  dans  toute 
l'étendue  du  plan.  Ce  résultat  si  important  peut  se  tirer  immédia- 
tement de  l'équalion 

bien  qu'elle  soit  restreinte  au  cas  où  la  variable  ou  sa  partie  réelle 
est  essentiellement  positive. 

Faisons    en    effet,    en  désignant    |>ar   a   une    constante  positive 
quelconque, 

r(.r)  =    /      ï-^'-'e-'^  dl  ^  f    \-^-^  r'%  di; 
il  est  d'abord  évident  que  la  seconde   intégrale  possède  une  seule 
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r\  tiiii(|iic  <liH(M-ininntioii  pour  touU*  valeur  x  =z  y. -\- ip,  <|iii  n-sle 
liuu',  lanl  iinc  a  ii  est  |».is  iîiliiii.  (Vesl  ce  (\i\\  résulte  de  l'ex- 
pression 

•  Il  "^  Il  •  Il 

où  le  logarillinic  porlaiil  sur  la  (juanlilé  positive  ;f*  esl  pris  dans  le 
sens  arilliinélupie.  (^uant  à  la  pieuiière  int(''j;rale,  dans  la(|uelle  il 
esl  nécessaire  de  conserver  la  reslriclion  relative  à  la  \arial)le,  elle 
donne  naissance  à  une  fonction  unilornie  dans  toute  l'étendue  du 
plan.  Il  suffit  en  elTel  de  remplacer  rcxponenticllc  par  sou  déve- 
loppemenl  en  série  pour  en  concline 

r  çx-,  ^,^£  ^  11.  _  _if_ .,  __jii — .. .  I ,,, 

.\,  L  •'■        ^  -H  I  I .  •>.  (  a:  H-  V.  )  J 

et  oblenii-  la  partie  Iraclionnairc  ou  niéronioiplie  de  \'  (x),  quimel 
en  évidence  les  pôles  x  =  o.  —  i,  — 2,  etc.  On  voit  de  plus  que 
les  numératcuts  des  fractions  partielles  se  réduisent  à  des  constantes 
et  donnent  pour  les  résidus  les  valeurs  déterminées  par  M.  l'rym, 
si  l'on  fait  a  =  \ .  Cet  exemple  du  passage  d'une  expression  donnée 
par  une  intégrale  définie  dans  une  portion  du  plan  à  une  fonction 
analytique  n'est  pas  le  seul  quollVe  la  théorie  des  intégrales 
eulériennes.  Dans  les  éléments,  on  lire  de  la  formule 


D3,iosr(^) 


-f  ^"î. 


OÙ  la  partie  réelle  de  la  varial)le   est    essentiellement   positive,    la 
fonction  uniforme 


en  employant  le  développement  en  série 


1  €-■ 


^,^^e^^e^\^. 


On  sait  d'ailleurs  depuis  Riemann  que  l'extension   obtenue  ne 
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peut  se  faire  ([iie  (riiuc  seule  manière.  Soil  uiaintenani 

i£(x)  =  f    f-^-'  e-^  d\,         Ilix)  =   r"  ï^-'  e-''-  dl 

de  sorte  qu'on  ait  les  fonctions  P{x)  et  Q(a7)  de  M.  Prjm,  en 
faisant  rt=  i.  Nous  ne  connaissons,  sous  foiMne  explicite,  que  la 
jjremière  de  ces  deux  quantités,  par  la  formule 

(S(x)= \ ...     a '  : 

\^x        :r-i-i  i  .■!{  X  ^  ■!)  J 

j'ai  essayé,  comme  vous  allez  voir,  d'obtenir  aussi  la  fonction  holo- 
morphe  ^x).  Soit  à  cet  effet 


nous  aurons 

et  la  convergence  de  la  série  est  manifeste,   l  intégrale   définie  ^„ 
et    le    reste     /      ç-^~'e^c?ç     décroissant     rapidement    lorsque     n 

((-l-n  +  l 

augmente.  Cela  posé,  la  substitution  ç  =  <;/  -f-  n  -f-  Ç  donnant 


,-1 


j'observe  qu'entre  les  limites  ^=0,  1^  =  1,  la  quantité 
(aH- «4-^)'""'  sera  développable  pour  toule  valeur  réelle  ou 
imaginaire  de  l'exposant  en  série  convergente,  même  dans  le  cas 
où  n  =  o,  si  l'on  suppose  a  >>  1 .  En  employant  la  fonction  P  (:c), 
il  vient  ainsi 


P{3)(a  +  «)-^  3_t_..  1 


{  X  —  \)(x  —  ■}.) 


et  si  nous  faisons  pour  abréger 


R(^) 


c«  t"'+' 


SI  R    I.'|NTKUII\I.K    Kl  I.KKIKNNK    l»K    SKCONDK    i:SI'K«:K. 

on  iii  concliil  I  cxpiession  siij\iiiili' : 

{  X  —  t){T—?l 


>  I 


I  .  •'. 


(ifllf  >tiilf  lii.ri,  à  liitiucllf  iimis  nous  Irons  (iiis  ;imciK''>,  dt-liniL 
une  fonclion  lioloinorplu-  dans  toul  le  |)liin.  l'^lIc  iiicl  en  évidence 
celte  propriété,  qu'en  posant 

i''  (  .r  )  :—   A  „    :  -  A  1  ./•  -     A  i  ./•-  -r- .  .  .  . 

on  a 

e"       \a/  e"+'  \«  — 1/  ("'+*  \ 


a  -i-  '2 


Soil  par  exemple  \{  .r  )  =  (  1  +  x)''\  nons  ohlenons  réquation 

\{  i  .r  I  -T    .:  -  I!  ( ./  —  I  t  —  c-  ^ — ^ H  (  .7-  —  2  )  -i-  .  .  . 

I  I  .  ■>. 


!.m  I 


et  en   supposanl  en  parlienlicr  z  =^  1,  A  =  x,  ee 


Ile 


.r  { .r  —  \  ) 
\\{.r)  ^  xy\{x  —  i)-l Kl  .r  —  2;  -+-.  . 


i  a  ~  \V        (  a  ^  ■?.  V"^        (  a  -t-  'i  ) 


0- 


e 


[«(--f^] 


On  tire  denx  remarques  de  cette  relation  :  elle  montre,  en 
premier  lieu,  que  la  série  du  premier  membre  ayant,  pour  tonte 
valeur  de  ^,  une  somme  finie,  il  en  est  de  même  de  la  suite  qu'on 
obtient  en  multipliant  ses  termes  par  les  cjuantilés  positives  et 
décroissantes,  P(^i)i  ^^  {'^)->  ^i"^)^  ^^^-  Mais  de  là  résulte  l'expression 
de  ^{x -¥-  i)  sous  forme  d'une  série  dont  la  convergence  est  ainsi 
reconnue  a  posteriori . 

En  second  lieu,  nous  en  déduisons  facilement  la  |)ropriété  carac- 
téristique de  la  fonction  ^( x)  donnée  par  l'équation 

^{X-^1)^X'^(X)-^^' 
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On  a  eu  ellel 

^(37-)-  i)  —  x^(x)  =  P(i')  R(x)  -¥-  x\P  {■!  )  —  V  (  i)\  R(  a-  —  \) 

MaiuLeiianl  réqualion  de  M.  Pijin, 

P(X  -i-  \)  =  T  V(  .t)   —  -, 

e 
permet  d'écrire  le  second  membre  sous  cette  forme     • 

P(i)R(:c)  — ^r.ïR(.r— i)+  '^''^^''  K(.-r  — ■2j+...  1; 

il  se  réduit  donc  à  l'expression 

P(i)R(:r)—  -  |(e  — MR(.r  ) ^1 

e  L  ^"~  J 

ce  qui  est  précisément  — >  puisqu  ou  a 


> 


-(,)=/'   .-H«?f  =  ,-i, 


Je  n'ai  pas  été  plus  loin  jusqu'ici  dans  l'étude  des  beaux 
résultats  découverts  par  M.  Prjm,  et  11  ne  m'a  pas  été  possible 
d'obtenir  l'expression  sous  forme  explicite  de  Q  (^),  autrement 
que  par  l'égalité 

P{x)^  Q(x-)  =  <-^(a;)^'^{x). 
d'où  l'on  tire 

Q(x)  =  ^(ic)-^^!!(x)  —  P(x). 
c'est-à-dire 

Q(^)  =  ^  (a-;  -r-   ■ \ -. — 

'  X^^      '  X-  X -i-  l  1.2  (a?  H-    2; 

Mais  voici,  en  terminant,  une  démonstration  immédiate  qu'on 
peut  encore   tirer  de  la  proposition  de  M.  Weierstrass  que  — — r- 

est  une  fonction  holomorplie.  C'est  ce  qu'a  fait  voir  M.  Bourguet 
dans  une  thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  en 
partant  de  la  relation 

V(x)T(i  —  x) 


simra? 


Srn    I,  INTK(iHALK    KILKRIENNK    DR    SKi;<»MU.    ESI'KCE.  8| 

(^)ii  i-n  conclul  en  r(]\i 


1'  (  I  —  J-  )  TZ  TC 


el  il  est  inanifcsle  (jiie  It-  second   iiicmljix'  csl  holoiiioiplie,  lous  les 
pôles  disparaissant  dans  le  produit —  P(x). 


POST-SCUIPTUM. 
La  fornuiN-  •'•lémenlaiie 


V(x) 


montre,  au  moyen  de  la  méthode  de  Plana,  que  l'équalion  r'(a:)  =  o 
n'a  pas  de  racines  imaginaires,  el  qu'en  outre  de  la  racine  positive, 
déterminée  j)ar  Legendie,  j;  =  i, 461 632  i  ...,  «die  en  possède  une 
infinité  d'autres  toutes  négatives,  et  comprises  successivement 
entre  o  et  —  i,  —  i  et  —  2,  etc.  Il  est  facile  de  prouver,  comme 
vous  allez  voir,  que  les  valeurs  de  la  variable  auxquelles  corres- 
pondent ainsi  les  ininima  de  la  valeur  absolue  de  la  fonction 
tendent  de  plus  à  se  ra[)procher  des  pôles.  Parlons,  à  cet  elTet,  de 
l'équalion 

r'(.r)     y^'{\-x) 


r{x)      v{i-x) 


r  COlTT  J". 


el  soit  pour  une  grande  valeur  du  nombre  entier  «,  x  =^  —  n  +  ç. 
la  racine  de  l'équalion  ^'{x)  =  o,  comprise  entre  —  n  -\-  \  et —  n. 
On  en  tirera,  pour  déterminer  i,  la  condition 

Employons  maintenant  l'expression  approchée 

log  V{x  -\-  \)  =  lx-{ —  j  logx  —  X  -^  log^/ârr, 
elle  deviendra 

1  /->  or  /  n    ï  \  _J- 

H.  —IV. 


log(«  —  ^)  -f-  -^^-jtt; ^  =71  col- ç, 
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et  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  -  > 

Jogn  =  TT  COtTT^. 


On  en  conclut 


et  plus  simplement 


E  =  —arc  tans  ; 


de  sorte  que  les  racines  de  rang  éloigné  de    l'équation  T'{x)  =  o 
sont  à  fort  peu  près   x  ^=  —  ri -i- -, Ce   résultat  iette  quelque 

jour  sur  la  marche  delà  fonction  holomorphe  de  M.  Weierstrass  rr^ — r 
■'  '  r  (  a-) 

pour  les  valeurs  réelles  de  la  variable.  Si   la  loi  de  succession  est 

régulière  et   fort   simple,    quand  la  variable  croît  positivement  de 

zéro  à  l'infini,  la  fonction  partant  de  zéro,  atteignant  un  maximum 

i,i2gi'jo —  et  décroissant  ensuite  rapidement,  il  n'en  est  plus  de 

même  lorsque  Ton  considère  la  série  des  valeurs  négatives,  et  l'on 

observe  alors  des  changements  brusques  de  la  fonction.  Calculons 

en  effet,  au  moyen  de  la  relation 

r{x)r{i  —  cr)=  -r^^—, 

simzx 

le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  rr- —  pour   x  =  —  /i  -h  c;   on 

trouve 

I  (-i)"sin7r? 

- -l  (n-^i—^^). 


et  d'une  manière  approchée 


(-1)"  ,., 

1     n 


Cette  expression  des  maxima  augmente,  avec  n,  avec  une  extrême 
rapidité,  il  en  résulte  que  dans  l'intervalle  indéfiniment  décroissant 
compris  entre  x  =  — /?  +  i  et  ;r  =  — n  la  fonction  passe  brus- 
quement d'une  valeur  de  plus  en  plus  grande,  positive  ou  négative 
à  zéro.  Le  calcul  des  coefficients  numériques  du  développement 

de  — - — -j   suivant   les    puissances   croissantes   de  la   variable,   que 

r{x)  ^  '  ^ 
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M.  Bourguet  a  exécuté  avec   le  |)lus  grand  soin  ('),    a    révélé   des 
singularités  signalées  avec   raison  par  Pauteur,  et  (ju'on  doit  peut- 
être  rapprocher  des  circonstances  dont  je  viens  de  parler. 
Kiilin  je  remarque,  en  terminant,  que  si  l'on  pose 

f  î^-'e-5^ï.         au  lieu  de         ^/.  =  /  $'-«e^>rfï. 


I  -t-  Il 


comme  je  l'ai  d'abord  fait,  la  substitution    ç  =  /<«-(- I^    conduit  à 
l'expression  suivante 

et,  en  employant  la  fonction  *^("P),  on  en  conclut 


^„=e-"«  râ*(i)(na;-^-'H- -(^£(-i)  (nay-^ 


^"-'^'"--^'r(3)(na)-3^...j, 


1  .  À 
Faisant  donc 

...        a^        (■?.ay        Cia)^ 

A(x)= 1 -^  H — - 

">    •'       e'<  e-"  e^" 


nous  aurons  cette  nouvelle  expression 


^{x)  =  (S(l)ii(x  —  l)-^- -(S(2)R(x  —  2) 


(a-  — i)f.r  — 2)  ,p  ^ 


I  .'i. 


Les  coefficients  ^S(i),  ^(2),  ...  se  tirent  de  proche  en  proche  au 
moyen  de  l'équation 


q}(x-^i)  =  x^{x)-  —, 


du  premier 


(')  Développement  en  série  des  intégra/es  eulériennes.  Thèse  présentée  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Paris,  Gauthier-Viiiars. 
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el  cette  équation  est   une   conséquence    immédiate,    il   n^est    pas 
inutile  de  l'observer,  de  la  formule 

cj;./^)  _  1 1  _  _^  -^ -i^l—  -...]«■'. 

Paris,  i5  janvier  iS8i. 


RKTKMT  1)1  ni:  IJITTIIK  DK  M.   IIKUMITI;  A   M.  GVU)KN 

Sl'R    LA 

DÉTKiOI[\ATI0N  DK  LiNTÉGKALK  /^tt^^Ë^,'» 


Astronoinisclie  \acltrichten.   n°  54012,   ii    novembre   i8Hi. 


Pci'incnc/.-iiiDi  (|p  \o\\<  o\posf>r  la  dctcrniination   par  iii<\s  prn- 
<H!(Jés  de  l'inti'iiral»;  l  z=\'i--  l \du.  ou  plulôl   de   cellc- 

r  y\w  II  ,  .  •     -       \ 

fi    /  du  (a  elanl  votre  quantité  a-). 

J  (snVr       sn-j/)-         ^  "1  / 

I  •     I  1       ."  •  r-  /      \  d  11  *  //  .     •       1  L- 

.1  ohserveque  la  fonction  r  (u)= ; ; — -,  ?  aux  périodes  2  K 

et  2/R',  a  les  deux  seuls  pôles  a  =  a,  w  =  —  «.  Par  conséquent, 
il  me  suffit  de  former  la  partie  principale  des  développements  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  e,  de  F(a  +  s)  et  F( —  a  -{-  z) 
et  je  me  bornerai  au  premier  cas,  le  second  en  résultant  par  le 
chançemenl  de  a  en  — a.  Or,  on  a 

dn*(a  -H  £)  =  dri'a  —  ^  /^''  sn  a  en  a  dn^  a  e  —  .  .  ., 
(sn2«  — sn2(a-l-e)]2=  ^ sn^ a  cn^ a  dn^- a e"- 

-t-  4  sn  a  en  a  du  a  [  I  —  •2(  1-4-  /l2)  sn2  «  -4-  3  /i2  sn*  a]  -J-h..., 

ce  qui  donnr  facilement 

i]\r-'i  I         (i  —  ik'-^sn^a  —  /^'-^n'*i7)(]ua    i 

1<  (  a  -i-  î  )  = ; ; > 

4^'i    ''''i-a  £-  /isïï'^acn-^a  e 

puis,  en  changeant  a  en  — -«, 

_  d n^ r/  I         ( I  —  •>, Â '2  sn- «  —  A-  sn •  r/  )  dn «    i 

F(—a-^l)= ;; :;    H -', 

4sn-acn-a  £-  !\sn'^acn^(i  t 

cela  étant,  et  les  éléments  simples  qui   correspondent  aux  deux 
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pôles  ayant  pour  expressions 

li'(u  —  a)        11(11 -h  a) 
H  (u  —  rt)  '      U  {a  -h  a) 

il  suffit  de  mettre  —  sous  la  forme  canonique  —  D^^  pour  oblenir 

^,    ,  (i  — ik'^sn^  a  — k^  sn'^  a)  dn  a  [U'iu-^  a)       U'(u—a)'] 

F  (m)  =  const.  -f-  -^ ■ ; -n-T —  tt^ 

4sii3acn3a  [^U{u-^a)       \i(u  —  a  )j 


4sn2acn-a     "LH(u-i-«)       U(u  —  a)\ 


La  constante    reste   aussi    à   déterminer;   je    supposerai,    pour 
1  obtenir,  u  =  o.  Remarquant  alors  qu'on  a 


,  ^i^^jvi., 


sn2x        K  H  (07) 

et,  par  conséquent, 

I  I  >J  Vn'(u-+-a)        U'(u  —  a)l 

sn2(if-f-  a)  "^  sn^it  —  a)         K  ~     "  \_H{u^a)'^  U(u  —  «  )J 

vous  voyez  qu'on  obtient  aisément  la  condition 

dn"a         /2J  2 


— ; —  =  const.  —  ,    . 

sn*a  4  sn-rt  en- a  \  K        sn'Ui 

d'où 

dn-a  J         icn-a — dn'-a 

isn-acn'^a  K    '       -isn^acn-a 


const.  = 


Dans  les  calculs  de  ce  genre  auxquels  j'ai  été  conduit,  mon 
attention  s'est  portée  sur  les  cas  particuliers  où  l'intégrale  est  une 
fonction  uniforme,  ce  qui  arrive  ici  lorsqu'on  pose 


i  —  i/<:'^sn^-a  —  /r-sn^ 


a 


Cette  équation  détermine  une  valeur  réelle  pour  l'argument  «, 
puisqu'on  en  tire  pour  sna  une  valeur  comprise  entre  o  et  i ,  car 
le  premier  membre,  pour  sn<7=:o,  sna=  i,  donne  les  résultats 
de  signes  contraires  +  1,  —  k'-.  Enfin  vous  voyez  par  la  valeur  de 
la  constante  que,  quel  que  soit  «,  le  terme  proportionnel  à  u  ne 
disparaîtra  jamais  de  l'expression  du  temps. 

Paris.  10  décembre  1880. 


EXTRAIT  1»  uxK  i.i:ttiu:  a  m.  K.  l5i;i.ri'»AMI 


su  H     I.KS 

FONCTIONS    e(^)    I:T    H(.r,    DE    JACOIU 


Collectanea  Mal/ieniatica,  in   Memoriam  Clielini;    1881. 


Je  n'ai  point  connu,  personnellemenl,  l'homme  excellenl  et  le 
géomètre  si  distingué  dont  vous  voulez  honorer  la  mémoire,  mais 
j'ai  recueilli  l'éloge  de  son  talent  et  de  ses  vertus  de  la  bouche  de 
votre  éminent  compatriote  M.  Brioschi.  J'ai  |)u  aussi  apprécier, 
par  l'étude  du  beau  Mémoire  suf  la  rotation  des  corps,  du 
l*.  Chelini,  combien  il  mérite  vos  sentiments  d'estime,  et  c'est  de 
tout  cœur  que  je  réponds  ;"i  votre  appel,  en  détachant  d'une 
recherche,  dont  je  suis  en  ce  moment  occupé,  les  remarques  qui 
suivent. 

A  la  page  187  [§  66]  des  Fundamenta,  Jacobi  a  donné, 
pour  les  inverses  des  fonctions  t)(x),  H(x),  ces  formules  qui 
subsistent  dans  toute  l'étendue  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
de  la  variable,  à  savoir  : 


V  '''''[    T.)    _        ,,t/7(i_,y2)  ^(,VyV.-ryC) 


2K.r\  1  —  -iq  COilX -T-  (J-  1  —  ■i</'-'  COSàX  -\-  q'' 


i  7^  (  I  -+-  (72  )  si n .r  4  ^/fi  (  t  -f-  7*  )  si n  a: 


/  iWj- \  sin.r        I  —  .tq^  cos  A  jc  -{-  fy^         1  —  2q*  cos-ix  ^  q^ 

Elles   constituent   donc,    pour   ces    transcendantes,    un    mode 
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d'expression  stid  generis  qui  doit,  d'une  certaine  manière,  con- 
duire à  leur  propriétés  analytiques  fondamentales,  contenues  dans 
les  relations 


fT-l»'+(  K'j 

eO-H  2f  K')  =  — 0(r)e      "■  , 


ll{x  ^  ■xiK')  ^  —  \\{x)  e 


K 


1 


OU  plutôt  dans  celles-ci 


—  — -li.r-Hfh, 

B{x^iV^'  )  =  lï{{x)e    ''^ 

/7t„ 

\Mx^iK')=  ib(x)e    *'' 


que  j'écrirai,  en  prenant  les  inverses,  sous  la  forme  suivante 


e(a7-i-/k')  H(.r)  ll(.rH-n\')  fc)(^j 

Pour  établir  ces  résultats,  je  mettrai  d'ahord  les  développements 
de  Jacobi  sous  cette  autre  forme 


i  i  /  /J('    —  -  -  - 


_„    tang— p  (.r  — //??  K  ) 
OÙ  j'ai  posé,  pour  abréger,  ///  =  ■?.;>  -f-  i .  puis 


/A"     ^ 


V     *  \  it  /      -^         (— 1)"7«' 


=y. 


ll(X}  ^„      .T. 

—  00    s  1  II  — rr  (  a:  —  '.>.  rt  ;  K  ) 

2K 

Multiplions  maintenant  par  le  facteur 

—  ^2.l•-^-^K  I 

nous  introduirons  dans  les  termes  généraux  les  expressions 

i  t:  ..  /7T  . ,., 

— 7t'2ji- -i-(  K  I  — r-(2.r4-/ h') 


°  2  K  2  K 

qui  se  transforment  comme  je  vais  l'expliquer.  Toutes  deux  sont 


SUR    LES   FONCTIONS   S(  X  )    ET    lli./;.  S(, 

<les   fonctions    ralionnellos    dr^    (iiiiiilitrs    sin^.    *o>.-^,,    ntron 

iiiMil  déconiposeï"  imi  imc  |i.irlic  imIh  rc  cl  en  clt-niriilN  ^iiii|(l<'S, 
«l'aprrs  la  nnUlioflf  (Imiin'e  dan>  niua  Cours  <!'  Ina/ysr,  p.  r^.i. 
El,  on  observant  (|im*  I.i  |»renii«'ro  change  de  signe,  tan(Ji>  (|iic  la 
seconde  se  reprodiiil  liirs(|u'on  change  x  en  a'  +  aK.  on  \oii 
a prirnl  i\\\c.  les  éi«''nienls  simples  seront  respectivement 

I  I 
el      — 


■^in  -^  (  X  —  iiii\\.'  )  tanc  — frf-r  —  >.ni\\'  ) 

>.  K  >.  K 


V\\  calcul  facile  donne,  d'ailleurs,  pour  rf'sullals 

iTZ  ...  2  «;  -t- 1 

•     rK'-'-^'l^i  i7t  ,         ...,  .     — l — 

—  te  7k  '"7 


tans;— ^  (./•  —  niiW  i  sin  —rri-^'  —  niiVJ ) 

•2  K  V.  K 

/  -  ,.  1 

-  -  [i  t  -^- 1  W  I  n  +  - 

=  y        •-- 


sin  -^(  T  —  }.niK  )  tang— ^(.r  —  ■?.niK') 

et  voici  les  conséquences  auxquelles  ils  conduisent.  Nous  avons 
d'abord 

■   '-ïï'--'"^''^'V^  '' — i)"7'' 


lan"  — ^  (.r  —  /»tK' ) 
■}.  K 


(»n-f-l.' 


-r  2,i-l-(h    ^-^  -;-  /^-^  ( —  I  )"  7 


2'-""'7  '*  -''2 


«in  -^  (.r  —  /?«f  K') 
2  K 


Or,  dans  le  second  membre,  la  série  ^( —  \)" q  *  ,  composée  de 
termes  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires,  disparaît  et,  en 
se  rappelant  qu'on  a  posé  m  =:  2  /?  -h  r ,  on  voit  qu'il  se  réduit,  par 
suite,  à  la  quantité 


'^'- 


C/'n  +  l''- 

n" 


sin  — ^  ( X  —  miK  ) 
•>.  Iv 


Mais  dans  celte  somme,  qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  posi- 
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llves  et  négatives  de  n,  nous  pouvons  remplacer  n  par  /*  —  i  ;  elle 
devient  ainsi 


•+- 1 


si  II  — ^  {x  -{-  iK'—  :>.  niK') 
■i.  K 


De  la  décomposition  du  terme  général  en  une  partie  entière  et 
en  éléments  simples,  on  lire  donc  la  relation 

—  le'*^  >  ' "^^2^ ^ ' 

^  iK  a  K 

ou  bien 

-ie'^  I 


ki{x)  \\{x  -^  iW  )' 


un  calcul  analogue  nous  donnera  ensuite  la  seconde  relation 


en  partant  de  la  formule 


—  •2.r  +  (  k'i 

1 

n  -k-  - 

1 

1 

sin— ^(^  —  2/n'K') 

•'.  Iv 

1 
«  '-  +  «  ^  - 

attendu  que  la  série  w( — i)"*/  *  s'évanouit,  comme  composée 

de  termes  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires. 

Les  considérations  élémentaires  que  je  viens  d'employer  s'ap- 
pliquent encore  à  l'étude  des  séries  plus  générales 


/«-    /IllTZfO 


(~i)"q*      -^  -^  (— iV'7"'<^    '" 


2. 


, "  tang  — —  (x  —  mtK')  _"  siii  — —  (x  —  .iniW  ) 
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I  I 


•  lin  (lonnenl  et  —, <^n   v  sii|»i)0>;ml  ».)  =  <>.  Ainsi,  m  fai'^iinl 


/«'      un  TTd» 


^     ::K 


taiig  ^^  (./•  —  f/iih 


on  (Je  montre  ni,  de  celle  manière,  la  relalioii  >ui\anl<"  (*) 

«î)(a;)e*'  =  —  ç(j:  +  at  K') -f- H(u>  )[i  -  e  "^  J. 


(')  Nous  supprimons  ici  quelques  lignes  qui   nous  oui   piiru   obscures. 

K.   I' 


EXTRAIT 

d'une 

LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  MITTAG-LEFFLER.  DE  STOCKHOLiM, 
PAR  M.  CH.  HERMITE.  DE  PARIS, 

SUR  UNE 

APPLICATION  DU  THÉORÈME  DE  M.  MITTAG-LEFFLER 

DANS  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 


Journal  de  C relie,  t.  92,  p.  i45-i55. 


A  M.  V\  eierstrass  est  due,  comme  vous  le  savez  bien,  la 
remarque  importante  que  Texpression  analytique  de  la  fonction 
D^logr(i  +  .r),  par  la  formule 


G+f.--^.^        "  '      ^^  ^' 


■2  ■>.  -~-  X  I  \  Il  11  ^  X 


a  été  la  "première  indication  quiait  mis  sur  la  voie  de  votre  théo- 
rème général.  C'est  en  eflet  le  premier  exemple  connu,  oîi  la  série 
des  fractions  simples,  étant  divergente,  se  change  en  une  série 
absolument  convergente,  en  ajoutant  une  constante  à  chacune  des 
fractions.  Les  fonctions  elliptiques  sont  venues  après;  et  dans 
cette  formule,  qu'a  donnée  le  premier  M.  A\  eierstrass, 


H'(37) 

}\{X) 


.y\ \ \ '1 1 

^^  L-r  -T-  1  m  K  —  2  m'i  K        ■>.  m  K  -t-  a  in'i  K'       (2  inK-t-im  iK'y  \  ' 


c'est  un  binôme  du  premier  degré  qu'on  retranche  au  lieu  d'une 
constante.  Voici  un  cas  enfin  où  il  faut  retrancher  des  fractions 
simples  un  polynôme  entier  de  degré  limité,  mais  qui  peut  être 


SIR    INK    Al'I'I.n  AIION    m      1111. OUI. Mi;    l)i;    M.    MirT.\G-Li;KH.i;R.  g'i 

<liielc<)ii(iiic.   (..onsiderrz   l^i   litiirlKni    r  (  j"  )  =  — - — ■ ,   tloni    1rs 

«  '  ^  I  (  j'  -   f  / 1 

nùles  sont  x  =  —  n  et  les  résidus  roiTPS[u>n(l;tnN 

( —  I  V'(  <■/  —  i  ){n         I  '/        //  I 


R„  = 


1.7..../* 


Si  non-;  supposons  que  la  conslanlc  d  soil  po.sitive,  la  série  V  — -^^ 

est  converj^ente,  cl  sans  (|iril  -ml    Itcsum  d'aioiiter  une  fonction 
liolomorplie,  mi  ;i  I  expression 

C'est   ce  qu'on    prouxcra    imnictlialetiuiil   au    iiiovcii    de    hi    for- 
nude  F(x')=  1     (i  —  t)"~*  t^  ^  </f  :   nous  pouvons,  en  edcl,  sous 

.,'o 

le    signe    d'intégration,    développer    la    |)uissance    (i  —  /j"~',     et 
écrire 

puis 


■(-)=2 


(—  I  )« (■  a  —  \)  ( a  —  'x) .  .  .  { a  —  //  )        i 


i .?..  .  .n  X  -h  n 


Vous  observerez,  de  plus,  que  x  devant  être  supposé  nécessai- 
rement positif  dans  l'intégrale,  le  résultat  déduit  du  développe- 
ment en  série  subsiste  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
la  \ariable.  Mais  admettons  que  a  soit  négatif  (réel  pour  plus  de 
simplicité),  et  soit  a  =  —  a' .  La  série  précédente  cesse  d'être  con- 
vergente, et  nous  avons  par  conséquent  à  chercher  s'il  existe  une 
valeur  entière  de  l'exposant  i  qui  rende  convergente  la  nouvelle 

suite 

R„.  _   •^  f  a'  -^  I  )  (  a'  -f-  2  ) .  .  .  (  rt'  -,-  «  )  _|_ 

i  .J..  .  .n  n' 


V  ^  —  v^ 


Or,  en  désignant  par  a,i  le  terme  général,  on  a 

u„^i         n'(n  -T-  I  -+■  a')  /t'-^-'  -f-  (i  -4-  a' )n'' 


Un  (n-hiy-*-^  /i'^^-h(\ -r- i  )n' —  . .  . 

et  la  règle  de  Gauss  donne  immédiatement  la  condition 
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OU  simplemeal 

La  fonction   considérée  nous  conduit  donc   à  l'application    de 

voire   théorème  dans  la   circonstance    que  j'avais  en  vue   et  c[ui 

s'oflre  pour  la  première  fois,  si  je  ne  me  trompe,  en  Analyse.  Pour 

parvenir  alors  à  l'expression  de   F{x),    je   poserai  a^— v  +  a, 

V  étant   un  nombre  entier  et  a  positif,  puis  je  ferai  usage  de  la 

relation  élémentaire 

r(.r)       

{t  —  l)  {a:  —  -1) .  .  .(  .T  —  ^i  ) 

qui  permet  d "écrire 

t  (x)  =  •— =  (j (  a?  )  -— j 

oii  j'ai  fait 

\  a  —  I  /    V  a  +  -2  /  \  y. /  ' 

^  ous  voyez  qu'étant  ramené  au  cas   précédemment  considéré, 
on  en  conclut  immédiatement 


F(x)  =  Gix)^ 


( —  i)"i  y.  —  I )  ( a  —  2 )  .  .  .  ( a  —  n) 


i  .1. .  .n  X  -^-  n 

un  calcul  facile  montre  ensuite  qu'on  a 

i  .1.  . .n 

et  en  désignant  le  polynôme  de  degré  v  —  i  en  x, 

par  G„(a7),  nous  parvenons  à  l'expression  analytique  de  la  fonc- 
tion F(^),  sous  la  forme  que  donne  votre  théorème,  à  savoir  : 


''(-'=2[?^-«»H 


Remarquez  cependant  cette  légère  modification  qui  consiste  en 
ce  que  G«(\r)  n'est  point  le  polynôme 


,1         X                 a-^-i 
R«    -  +  —  +••■  ^ z- 

n        n-  «•' 


Cette  circonstance  a  pour  effet  de  supprimer  toute  partie  entière 


SIR     INK    APPl.irATlOV    1>1      I  Ml. nui  Ml      l'I.    M       Ml  r  F  V(.- I.KI  KI-FF».  <)î 

«lans    I'(JJ'),   el  elif   siig<î«!re   la    coiisiiicraliuii    suivante  :    Soil,  on 

{général,  /{-t)  nnc  fonctii)ii  iiiiifitrirn^  n'ayanl,  pour  fixer  les  idées, 

que  des  ptMes  simples  x  =  a„.,  et  soil  \\„  le  résidu  (pii  correspond 

à  a„.    l)é"'i«;nous   par  (j(x)   une   fonction  li(>loni*>r|)lu>,   telle   ipie 

l'ôcjualion  ( j(a:)  =  o  n'ait  jamais  (priui  nombre  fini  et   limil»'-  de 

racines  .r„,   J"(,    ....    (.elle   condition    punira   èlre    remplie    aloi> 

même   que  (^(.r)   ne   serait   point    un    pojvnome,   mais  le  |)roilnil 

d'un   polynôme  par  l'exponentiidle   dune    fonction    liolomorplie. 

Cela    posé,   je   considère,   daus  les  cas    on    la    série   des  fractions 

,  ^11  ■  ■  I  Mr.-  f(  ^) 

simples  n  e>l  point  ronver<:eiile.  ht  iiou\rlle  fonction  7=^ 

'         X  —  tt„  '  ^  (Wj-) 

iJésignons  par  W„  les  résidns  (pii  correspondent  aii\  |)ôles  x  =  a,, 

et  |)ar  po,    0,,    ...   ceii\   (jiii   correspondent  au\  racines  x^Xq, 

X  =  x,,  ...  de  G(.r).  11  est  clair  quon  pourra  poser 

■l^=       ?"         1         .-'         :   ....    y       ^^"        1    -(.r). 

G(j")  X  —  To  X Xx  '  Aak  X  —   Un 

où  g{^)  est  nne  fonction  holomorplie,  lorsqne  la  série 

1  mi)(i  — 

sera  converiienle,  cl  l'on  tirera  évidemment  de  là 


'n 


f(^a:)  =  G{x)^^-^^+S'r(x), 


«i(j7)  désignant  encore  une  fonction  hoiomorphe. 

C'est  en  supposant   en    particulier   G(.r)  =  ;r^,   ce  qui    donne 
i> 
11,,^  —^,  qnon  oblicnl  la  condition  si  simple  de  la  convergence 

R 

de    la    série    S  mod — ^j    mais    il   ne  semble    pas    inutile   d'avoir 

remarqué  une  condition  d'une  forme  plus  générale,  qui  serait 
susceptible  de  trouver  son  application  dans  certains  cas,  et  peut- 
être  même  lorsqne  les  degrés  des  polynômes  qu'il  faut  joindre  aux 

fonctions    simples —    doivent     être    supposés    iiidéfinimenl 

croissants. 

T    f       ■      r(x)r(a  —  x)        ^  ,    •  ,        , 

La  fonction  — — --^ peut  encore  se  trailer  comme  la  pre- 

lie/)' 

cédente  et  vous  allez  voir  qu'elle  conduit  à  des  conséquences  ana- 
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logues.  Ou  il  alors  deux  séries  de  pôles,  données  par  les  formules 

.r  =  —  /i,         .)■  ^=  a  -r-  n  ; 

quani  aux  résidus   qui  leur  correspondent,   ils  sont  égaux  et  de 
signes  contraires  :   nous  les  représenterons  par  R,^  et  — R„,   en 

faisant 

(  —  \)"a(r/  -h  i)  .  .  .  (  a  -^  n  —  i  ) 


R«- 


I  . 2  .  .  .  /i 


Gela  étant,  on  reconnaît,  comme  précédemment  par  la  règle  de 
Gauss,  que  la  série  >  '-^  est  convereente  sous  la  condition  «<"  i , 

__  R 

il  en  est  de  même  par  conséquent  de  celle-ci   7 }  qui  en 

'  '  ^d  X  —  a  —  n      * 

résulte  en  changeant  x   eu  a  —  x.  Je  recours  maintenant,  pour 

établir  que  la  somme  des  deux  suites  représente  la  fonction,  à  la 

formule  bien  connue 

Yix)V{a-x-)  _    /-'^""'-^^"""'^-/^ 

et  j'observe  que  le  second  membre,  pour  être  une  quantité  finie, 
exige  les  conditions  ^  >>  o,  a  —  :r  >>  o,  de  sorte  qu'il  faut  néces- 
sairement supposer  la  constante  a  positive.  Gela  admis,  l'intégrale 
nous  donne,  comme  vous  allez  voir,  l'expression  de  la  fonction 
par  une  somme  de  fractions  simples.  J'emploierai  dans  ce  but  le 
développement  de  la  puissance  du  binôme 


(  n-  (!  /.' 


en  m'imposant  la  condition  qu'il  soit  convergent  non  seulement 
pour  <  "<  •  5  mais  pour  la  valeur  limite  /  =  i ,  ce  qui  aura  lieu  ainsi 
qu'Abel  l'a  établi  si  l'on  suppose  <?  <!  i .  On  en  tire,  en  effet, 

/•  '  fx—\  _i_  fa-x—1  /»  '  /* 

d'où  ce  résultat 

Yjx)  r(a  — ./■)       -y     R„  -y  R„ 

r  (  a  )  ^^  X  -+-  n       ^U  .1-  —  <i  —  /i  ' 

OÙ  n'entre  point  de  fonction  bolomorplie  dans  le  second  membre 


G 
nous  aurons 


sin  lm;  Ai'i'Licvrio.N   m    iiihoHKUi':  ni;  m.   miu A(.-i.i:kh.i;h.  97 

cl  qui,  je  le  répèle,  suppose  a  positif  cl  moindre  que  l'unilr.  Je 
«li-^  (pi'il  subsiste  sans  nuxlilication  |)our  les  valeurs  négatives  de 
celle  conslanh',  de  sorle  (jue  la  série  des  fractions  simples  repré- 
sentera la  fonction  dans  lous  les  cas  où  <dle  est  eoiivcr^enle.  Soit, 
à  cet  elî'el,  a  =:  —  v  -f-  a,  v  étant  un  nombre  entier,  a  •'•tant  positif 
et  moindre  que  Tunih-,  en  faisanl 

r{.r)V{a  —  .r)  _  V  {x)V{%  —  x)  ^ 
V(a)  ~       r(a)G(x)     ' 

cela  étant,  j'opérerai  de  la  manière  suivante  :  je  me  fonderai  >>ur 
celle  remarque  c\ue,/(x)  étant  donnée  par  la  formule 

on  en  tire  immédiatement,  sous  la  forme  semblable  d'une  série  de 
fractions  simples,  l'expression  d'une  seconde  fonction,  liée  à  la 
précédente  par  la  relation 

Nommons,  en  eU'et.  Il,  le  résidu  de  J\{x)^  correspondant  au 
pùle  :r  =  a,  on  aura 


ce  qui  permet  d'écrire 
et,  par  conséquent. 
Or  l'identité 


rt       -  ç  l  I 


(x  —  a){x  —  f  )        X  —  a        X 
donne  sur-le-cbamp  l'expression 


jiÊmi  X  a  X  \ 


H.  —  IV. 
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et  l'on  peut  remarquer  qu'on  a,  d'après  la  valeur  de  R,, 

La  fonction  fi  (.r)  étant  ainsi  représentée  par  une  série  de  frac- 
tions simples,  sans  addition  d'une  partie  entière,  vous  voyez  qu'en 
posant  successivement 


/.(-)=  ^^^^ 


il  en  sera  de  même  de  proche  en  proche  de  toutes  ces  quantités 
dont  la  dernière  a  pour  expression 

où  1  on  a  fait 

G(x)  =  (.r  — |)(a--^,j...(.r-i,,_,). 

Nous   sommes  donc    assuré,   par  ce  procédé   bien    facile,   que   le 

T  (  X  )  T  (  a x) 

résultat    obtenu   pour  entraîne    une    expression  de 

V  (  x)Y(  a x) 

même  forme  de  la  fonction — Mais  cette  forme  chansre. 

V{rt)  ^    ■ 

et  l'on  se  trouve  amené  à  l'application  de  votre  théorème,  lorsque 
la  constante  a  devient  positive  et  plus  grande  que  lunité.  Faisons, 
en  effet,  «  =  v  +  a,  où  v  est  entier,  a  positif  et  moindre  que  i ,  et 
posons 

G(,.;=(\_f)(.__^)...(i ^_), 

\  a  /   \  a  —  I  /  \  a  -t-  V  —  I  / 

on  aura 

rC.2:)r(«—  r)        ^^       lV.rU^(a-.r) 
=  Cj(  .r) • 

Y(a)  ■     '  l^(a) 

Désignons  encore  |)ar  p„  ce  que  devieni  l»„  (juand  on   change  a 
en  a,  la  formule  obtenue  plus  haut,  à  savoir 


V(x)\i'ï.  —  ^)  _\^      ?//      \^ 


r  (  a  )  ^^  X  ^^  Il       ^^  X  —  a  —  n 


■> 
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nous  donne 

V(T)r(a  —  Ti    _ yi  r'(T)p„   _ y^     G(.T)p„ 

Via)  ^mà     X  -f-  Il  J^  X  —  %  —  Il 

(_)r  les  V    priMiirr-i     («mmu-s    de   la    seconde    sci  ic.  dans  le    second 
membre,  à  savoir 

G(^)('^iL__^ ÎJi ^....^.  h:il \ 

\x  —  a        X  —  a  —  I  X  —  a  —  v-i-i/ 

conduisent  d'a|)rfi  I  t'\|)rcs>ioii  de  G(a7)  à  un  polynôme  entier  de 
degré  v —  i.  Il  \iendra  donc,  si  on  le  désigne  un  momcnl 
par  P(x), 

les  suites  se  rapportant  anx  valeurs  n  =  o,  i,  j,  

En  se  rappelant  (piOn  a  jxisé  a  =  a  +  v,  on  peut  encore   écrire 


y  _^inj^^v{x,-^y'- 

^^  X  —  a  —  n  ^  j^  X 


Gf.r)pv+„ 


a  —  n 


et  nous  obtenons  en  conséquence  la  formule 

\:(x)V{a  —  x)       V  G ('■''•  ;p„       "V  G(a7)pv+« 


r( 


a)  ^d    X -\- n        Âmkx  —  a  —  n 


Si  l'on  désigne  |)ar  Grt(:r)  et  G,j(x)  deux  polynômes  entiers  de 
degré  V —  i,  les  termes  généraux  des  deux  séries  se  mettront 
d'ailleurs  sous  la  forme 


X  -r-  n         X  -\-  n 

Cj(x)p.,^„  \\n 


X  —  a  —  n        X  —  a  —  n 


-^G'(r), 


qui  est  celle  que  donne  votre  tbéorème. 


P.-S.  Je  \iens  de  remarquer  qu  un  point  important  de  la 
théorie  des  fondions  eulériennes  conduit  à  une  application  de  la 
notion  de  coupure  dans  les  intégrales  définies.  Considérez  en  effet 
la  relation  qui  donne  la  valeur  approchée  de  logr(;),  à  savoir 

logr(c)  =  [z )  log^  —  -  +  log  y/Tr: -H  ^{z). 
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On  a  ces  deux  expressions  déconvertes  par  Binel  pour  le  terme 
complémentaire 

dont  la  première  suppose  essentiellement   positive  la  partie  réelle 

de  la  variable,  tandis  que  la   seconde  existant  dans  toute  l'étendue 

du  plan   semble  donner  logT(s),    pour    toute   valeur   de  ;.    Mais 

^T    .'         I       r°°i  e--r^'  zclt         .  ,     ,. 

1  intégrale  /      log  -^^^ -^^ —  admet  pour  coupure  le  lieu  repre- 

senté  par  l'équation 

t  variant  de  zéro  à  l'infini,  c'est-à-dire  l'axe  des  ordonnées.  C'est  la 
circonstance  de  cette  ligne  de  discontinuité  qui  explique  qu'à 
gauclie  de  la  coupure,  l'intégrale  cesse  de  correspondre  à  la 
fonction  logr(5  ),  de  sorte  que  les  expressions  de  Binet  ne  donnent 
l'une  et  l'autre  cette  quantité  que  pour  la  moitié  du  plan  qui  est  à 
droite  de  l'axe  des  ordonnées.  J'ajoute  qu'une  des  propriétés 
fondamentales  de  1  (:^)  s'offre  comme  une  conséquence  à  tirer  de 
cette  considération  de  la  coupure.  Envisageons  en  effet,  afin  d'avoir 
l'intégrale  d'une  fonction  uniforme,  la  dérivée  ^' {z)  qui  a  pour 
expression,  comme  on  le  trouve  aisément, 


^'(z)=-  f 


■2t  dt 


et  donne  la  relation  suivante  : 

Pour  deux  points  infiniment  voisins  d'un  point  quelconque  de  la 
coupure  qui  correspondent  aux  valeurs  /  :=  9,  z^  i9,  et  ont  pour 
affixes  les  quantités  s  + /G,  — z-i-i^,  où  s  est  infiniment  petit 
positif,  on  a  d'après  la  formule  générale 

*'(£-+-t())-*'(_£-f.ie)  =  H ^-^^, 
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OU  bien,  si  l'on  inlrodiiil  hi  (|ii;iiilitt''  z  =  /O. 

— ^    itiz 

<l>'(e  -+-  s)  —  «!•'(  —  i  -+-  s)  = '■    _  _  =  —  T(cotzj  —  /). 

Mais  *l»'(3)  neclianj^e  pas  de  sii;iie  ave<:  ;,  de  surle  (pron  pciil 
remplacer  le  terme  <^'( —  e  H-  c)  se  rapporlant  à  un  poinl  (jiii  est  à 
gauche  de  la  coupure  par  t|>'(£  —  z)  :  il  vient  ainsi  la  relalion 

*'(£  -t-  5)  —  'l>'C£  —  0)  =  —  ^(con:^  —  /), 

qui  s'applique  à  la  fonction  T. 
A\ant  en  ellft 

r'(z}      t"(-z)         .  I      ^, 

on  en  conclut  que  l'expression 

7777 -ri:^)-^ '"-"(- '>-^I 

coïncide  pour  t   inlininicnl  j)elil.  lorsqu'on  suppose  z^i^i,  avec 
la  quantité 

—  11(0017:^  —  i). 

t^llc  lui  est  par  conséquent  identique  dans  tout  le  plan,  puisqu'il 
s'agit  de  fonctions  uniformes,  et  si  l'on  fait,  comme  il  est  permis, 
log( —  i)  =  /— ,  nous  sommes  amené  à  la  relation 

r'(z)     r(-z)  ^     1 
T{z)      r{-z)  "     - 

d'où  se  lire  facilement 

Fi  .3)1^—  z )  —  - 


SU! 

OU  encore 

■JT 


T{z)r(i-z)  = 


sm  "3 


De  ce  fait  des  deux  expressions  sous  forme  d'intégrales  définies 
de  la  fonction  *^(«),  l'une  n'existant  que  dans  une  moitié  du  plan, 
tandis  que  l'autre  subsiste  pour  toute  valeur  de  la  variable,  mais 
avec  l'axe  des  abscisses  pour  coupure,  je  crois  pouvoir  rapprocher 
comme  analogue  jusqu'à  un  certain  point  le   résultat  suivant  qui 
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est  d'une  grande  inijjortance  dans  la  lliéorie  des  fonctions  ellip- 
liqiies.  Considérons  comme  fonctions  de  q^  ou  plutôt  de  w,  en 
faisant^  =  e'^",  les  quantités  snH,  cnc,  dn^.  Si  l'on  poseoj  ^=x  -V-iy^ 
les  expressions  sous  forme  de  quotients,  à  savoir 

^"^-7z^ë[|T'       ^"^-\/T-ë7Ty'       ^'"^=^'^07 

nauronl  d'existence  qu'autant  que  y  sera  positif  et  difFérent  de 
zéro,  tandis  que  les  développements  en  séries  simples 


sn 

9./iK         dvï        4v/^cos:        4/Ô3cos3: 
en — ■        "  j 


iv 


1-^7  \  —  q 


3 


2K    ,     aK^  \q  i;o%i\        4<7^ ''os4  '  H-. 
dn—     "— '  ^  -,-17 


7: 


<7^  n-y- 


sont  convergents  pour  toute  valeur  de  q^  en  exceptant  toulefoisie 
cas  de  (o  réel,  ou  j^  =  o.  Or  à  l'égard  de  ces  expressions  analytiques 
entièrement  explicites,  l'axe  des  abscisses,  comme  la  coupure  de 
la  seconde  des  intégrales  de  Binet,  joue  le  rôle  d'une  ligne  de 
discontinuité.  Dans  son  beau  et  important  travail  intitulé  :  JJeher 
die  Théorie  die elliptischen  Modul-Functionen  (t.  LXXXIIl  du 
.lournaldeBorchardt),  M.  Dedekind  a  donné,  d'après  une  indication 
de  Riemann,  la  proposition  suivante  qui  en  montre  le  caractère. 
Si  l'on  suppose  )'  infiniment  petit  positif,   et  x  incommensurable, 

le  module /"est  absolument  indéterminé,  tandis  qu'en  faisant  x^  —  t 

1  n 

où  jn  et  n  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  on  a  : 

(  mod  ■)), 


k  ^  X, 

pour 

/«  ^  1 , 

n  SE  I 

k=l, 

pour 

m  ^0, 

n  =  1 

k  =  o. 

p  0  u  r 

m  =  I , 

n  =  I 

En  suivant  l'axe  des  abscisses,  à   une  distance  infiniment  petite 
au-dessus  de  cet   axe,   on    voit  donc    se   succéder,  pour   snS   par 

Il                  •    ,      •     >-       tangj'c       ,  1  I 

exemple,  les  quantités  sinç  et ;- — ^>  repondant  aux   valeurs  zéro 

et  Tunité  du  module,  et  à  des  intervalles  aussi  rapprochés  qu'on  le 
veut.  Je  remarquerai  encore  que  les  développements  ci-dessus, 
sous  forme  de  séries  simples,  qui  étendent  à  tout  le  plan,  rela- 
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loi 


liM-iiiciit   a    (u,    l.i     ili'iri  iniiialioii     de    su  — — -  >  en  —^t  du— ^»  ne 

réalisciil  point  cette  extension  de  \a  inriiie   inanièr»'   pour  1rs    trois 

_  ■>  K  - 

f()n<-tioiis.    I-'aisons  en    ellet    ;  =    "  dans   su  — ;j^  »    et    ;  =  o    dans 

a  K  ;  il 

<n  >  on   Iroii  \  n  ;i  ii-»»  |c  piiim  h'^ 


jkK  _   W/y    ,    ^\^q^ 


'/       '  —  T 


/.  K 


4  v^ 


i  v^7' 


dont  la  première  cliange  de  sij;ne,  mais  non  la  seconde,    lorscuTon 

•  liante  r/  en  ->  c  est-à-dire  (o  en  — oj.  One  de  choses  dif(i('iles   et 
^     '         q  ^ 

délicates  se  trouvent  amenées  dans  l'élude  d'une  fonction,    par  la 
présence  d'une  lii;:^ne  de  disconlinnilé  ! 

Paris,  septembre  i8Si. 


SUR 

L'JNTÉGRALE  ELLIPTIQUE   DE  TROISIÈME  ESPÈCE. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XCIV,  1882,  p.  901. 


L'expression  donnée  pour  la  première  fois  par  Jacobi,  à  savoir 


/ 


Â^  sn  rt  cnrt  dn  a  sn^.T  0(a)         i,       &(x  —  a) 

; dX  =  X  — ! lOSL   — 


renferme  un  logarithme  dontlesdéterminationsmulliples répondent 
aux  diverses  valevirs  que  prend  l'iulégrale  suivant  le  chemin  décrit 
par  la  variable.  Dans  le  cas  des  fonctions  complètes,  que  je  dési- 
gnerai de  la  manière  suivante, 


T,  /     s         /*  *  A^  sn«f  cnrt  dna  SI 

•- 0 


'  *  A^  sn«f  cnrt  du  a  sn^^ 

dx, 

•x 


C  /.-^  sna  cna  dna  sn^.r    , 

'  — 7-;; — -; «^) 

^  1  — A-2sn2«sn2a: 

je  me  suis  proposé,  en  supposant  les  deux  intégrales  rectilignes, 
de  lever  tonte  ambiguïté  et  d'obtenir  une  détermination  précise. 
On  y  parvient,  comme  je  vais  le  faire  voir. 

Considérons  d'abord  la  quantité  17  (a)  ;  en  vertu  de  la  relation 

0(K  —  a)  =  0(K-+-a), 
la  formule  de  Jacobi  donne  immédiatement 


SI'R    I.'iNTÉGRALK    KI.MPTIQt'F    Dr:    TROI-^IÏIMK    KSPKCK.  lo') 

où  u  csl  un  iKiiiilu»'  ciiliri-  i|ii  il  •^  «i^il  il<*  ili-l(M  iiiiiirr.  ()r,  i  ii 
supposaul  (|iir  (i  Miil  rcfl,  I  iiil(-j;rale  esl  clli'-iix'rnf  n'-nllf.  i-t, 
dans  ce  cas,  on  doit  prendre  néce-.s;iiiement  u  =  <>.  .riijonli'  i|ii  il 
en  esl  encore  de  in»''nie  si  Ton  a 


a 


p  élaiit  (niel(()U(jiu\  cl  ij  compris  cuire  —  K  cl  -f-  K  ,  c'esl-à-dire 
lanl  (pic  II-  parainclre  e>t  représenté  par  un  point  compris  entre 
deux  parallèles  à  l'axe  des  abscisses,  menées  à  la  dislance  K'  au- 
dessus  el  au-dessous  de  cet  axe.  Dans  cet  intervalle,  en  ellcl,  la 
fonction  \\{ci)  esl  Unie  cl  continue,  comme  le  montre  la  formule 

«((/)  », /^      \B{:r  —  a)         <d{T-\-a)\ 

IMaçons-nous  maintenant  en  un  point  (|uelcon(]ue  du  plan  en 
changeant  a  qw  a  -\-  :>-//*/  K',  où  m  désigne  un  entier  arbitraire.  La 
fonction  l\(a)  a  pour  pt'iiode  9.  K  et  p, /K';  le  nombre  <j.  doit  donc 
être  tel  qu'on  ail 

,.  B'(rt -+-'2WtK' )  .  ,.  6'(«) 

^  -77-, n—, \-  iJ-ir.  =  K-— — -• 

Cela  étant,   la  relation 


e{a  -^  imiK')         ©(a)  K 

nous  donne  sur-le-cbamp  |jl  =  /??.  J^a  première  des  intégrales 
complètes  de  troisième  espèce  est  ainsi  une  fonction  doublement 
périodique  de  la  variable  a,  continue  entre  les  parallèles  au-dessus 
et  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses,  aux  distances  K',  3K',  .... 
(2m  —  i)K'  de  l'origine,  et  qui  change  brusquement  de  valeur,  en 
s'augmentant  de  la  constante  ït.,  lorsqu'on  franchit  une  de  ces 
droites  en  s'élevant  au-dessus  de  l'axe. 

Ce  résultat  peut  être  obtenu  d'une  autre  manière,  en  considérant 
les  coupures  de  l'intégrale 

'     k- sna  cnn  di\  a  ^n'-x    , 

dx. 


C     A  -  sn  a  rn  n  dn  a  sn- 

n(«)=   /      -n --> T- 

^  J  1  —  A-  sn-a  sn^a- 
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Qu'on  pose,  ;i  cet  effet,  l'équation 

1  —  A-  sn'^a  su- X  =  o, 

on  en  tire 

«  =  ±  37  -(-  9, /;/  K  -t-  (  -2 m' -~  \) i K' 

et,  par  eonséquent,  en  faisant  varier  x  de  zéro  à  K.,  toutes  les 
droites  dont  il  vient  d'être  question.  On  trouve  ensuite,  par  la 
formule  que  j'ai  donnée  ailleurs  [Journal  de  Mathématiques  de 
MM.  Weierstrass  et  Kronecker,  t.  XCi,  p.  65),  la  constante  «ir, 
|)Our  la  différence  des  valeurs  de  l'intégrale  en  deux  points  infini- 
ment voisins  au-dessus  et  au-dessous  d'une  coupure. 

Nous  allons  arriver  à  des  conséquences  toutes  semblables  en 
considérant  la  seconde  fonction  complète,  qui  est  donnée  par 
I  intégrale 


*''"'     k^  sna  cna  dna  sr\-x 
1  —  A-2  sii'^rt  sn"-^ 


dx. 


De    la   formule   de    Jacobi    on    tire    d'abord,    au    mo_\en  de  la 
relation 

e(K  +  tK'— g)  _    ^' 
e(K-+-  il\'~-  a)  ~  '^ 

l'expression  suivante,  où  ij.  désigne  encore  un  entier  indéterminé: 

Elle  montre  que  l'intégrale  est  une  quantité  réelle  pour  des  valeurs 

réelles  de  «,  ce  qu'on  voit  d'ailleurs  en  changeant  de  variable  et 

posant 

37  =  K  +  it, 

de  sorte  que  t  varie  de  zéro  à  K'.  Au  moyen  de  la  formule 

'       dn{t,k') 

nous  obtenons,  en  effet,  pour  transformée, 

/"  ^       A-  sn  a  en  a  dn  a 
^     '      J^       d\\-{t,k  )  —  k^  &n^-a 

Je  remarque  encore  que  l'équation 

a  =  ±  37  -t-  2  /n  K  -I-  (  2  /n'  -i-  I  )  i  K' 
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repré>cnU\  lorxjiroii  \  C.iii  j-  =  K  -f-  //.  hi  série  des  piir.illrles  à 
l'axe  (les  ordoniu'ps,  aux  distiuiccs  K,  iK.  JK,  ...  do  c«'l  axr.  cl 
qu'enlif  doux  panilli'-les  ooiiséciilivcs  riiilrj;rulo  >vvn  mu-  rnuciioii 
COiiliniK'  ilo  fi,  ><,ml  (Il  i\i'>  |i()iiils  isoiôs.  Si  luti  crju^idoro,  on 
parllciilioi ,  l.i  |iiiiii(ui  do  l'axo  des  alisoisses  romprisos  culic  les 
limilr>  k  —  t  i'[  —  K  t- î<  •»<'  -  t-'!>l  aussi  pclil  (|u Ou  lo  voul, 
routier -j.  (pli  iio  cliaiij^e  pas  dans  col  iiitei°\allo  ost  nul.  allcndu 
(pu  lintt'grale  s'évaiioiiil  «piand  «m  -iipposc  a  =  o.  Nous  avons, 
par  conséquonl,  entre  les  pniuioros  parallèlos,  Tôcpiaiiou 

„,(„,  =  K'|<£.>  +  iî, 

6  (  a  )        9,  K 

dont  le  recoud  UKinhie  s<'  lopioduil,  counnc  on  lo  Nonfic  aisénjcnl 
si  l'on  change  a  ou  n  -f-  :>/K'. 

C'^ela  pose,  pour  tout  autio  |)oiul  du  plan  dont  laflixe  |)cut  être 
représentée  par  r/ +:>./// K,  la  partie  réelle  de  a  étant  comprise 
entre  —  K  et  -(-  K.  nous  avons 

!!•(«  -r-'.wK)  =  ll'(«), 
c  osl-à-dire 


.,B  (  a    }- ■x/nh)        -(a -4- •>./«  K  )  ,,,0(a)        ira 

K 1 h   [i-TT   =   K H — 

e(  a  -H  •>  mK)  >W  ^  H  (  a  )        j.  K 

et  nous  en  concluons  la  valeur  cherchée  u.  =  —  /;/. 


EXTRAIT 

d'une 

LETTRE    ADRESSÉE    A    M.    MITTAG-LEFFLER    PAR    M.    CH.    HERMITE 

SUR    UNE 

RELATION  DONNÉE  PAR  M.  CAYLEY 

DANS    LA    THÉORIE   DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 


Acta  Matheinatica,  t.  I,  p.  SôS-jjo. 


Le  numéro  d'octobre  1878,  du  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques de  M.  Darboux,  conllenl,  à  la  page  21  5,  une  équation 
intéressante  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  qui  a  été 
découverte  par  M.  Cayley,  et  donnée  par  l'illustre  géomètre  sous 
la  forme  suivante.  Supposons  les  quatre  quantités  «,  v^  r,  s,  assu- 
jetties à  la  condition 


u  -h- 1' 
on  aura 


—  k'-  sn  u  sn  t»  sn  /•  sus 
-4-       en  u  en  V  en  r  en  s 

r-  dn  u  dnv  du  /■  dri  $  = ; — 

Cette  équation  remarquable  se  démontre  facilement  au  moyen 
des  formides  dont  je  fais  usage  depuis  longtemps  dans  mes  Leçons 
de  la  Sorbonne,  et  qui  donnent  la  décomposition  en  éléments 
simples,  des  trois  quantités 

snx  sn(x  ->r  a),         enx  cn(.v  -\-  a ).         dnx  dn{x  -\-  a). 
Soit 


enx  en 

(.r  +  a). 

Z(X): 

S'(x) 
id{x)' 

SIR    INE    RELATION    IlONNKE    l'Ait    M.    CAVI.EV.  IrtQ 

la  priMiiière  dr  ces  formules    n'esl    anirr   i|iic  la    relation    fonda- 
inentalf  tl''  .lacohi,  à  savoir 


I 


su  J*  su  (  j-  ->-  a }  =  -7- [  /  (  J"  )  —  '/Ajt  -+-  a  )  -r-  Z  (  «  »  |  ; 

A-  sim 

nous  avons  ensuite 

cnx  cn(j-  -\-  (i)  =  cn</  —  -7- \Z(x)  —  'A(x  -i-  a  )  -r-Z(  n)\, 

h-  su  a 

du  j- du  [.r -^  a  )  =^  dn  II  —    \'A(t^  —  7J  x -i- a  i -~  Z(a)]. 

sn  it 

Cela   étant,    si    l'on    l'ail    a=x  el    /-{-s^nia.    de  sorte   <ju  on    ait 
V  =  —  X  —  rt,  la  relation  à  établir  devient 

A'^  sna?  sn{x  -\-  a )  sur  sas 
-t-       eux  cn{x -h  a)  cnr  cns 

—  —  tinxdii(x-hrt)dnrdn5  = —  • 

ri'  'i 

En  employant  maintenant  les  formules  que  je  viens  de  ra|ipeler  et 
posant,  pour  abréj^er, 

U  =  -t:;- \Z(x)—Z(x  -h  a)  —  Z{a)], 

on  trouve 

(1                                            \                     /-'î 
-J-; U  en  «  j  — T^ 

ou  bien 

(k'-  sur  9'ns  —  en  r  en  s  du  a  ~h  dur  dus  en  a  )IJ 

I  />"'- 

-t- cnr  cns  cna  -    -yrdn'"  dn*  dna  = ;— • 

k'i  ic- 

11  suffit  donc  de  faire  voir  qu'on  a 

A'-  snr  sn5  —  cnr  eus  dn  a  ~  dn  /•  dns  cna  =  0 

y.' 2 
cnr  cns  en  a  —  j-  dn  r  dns  dn  a  = j— 

K-  A 

sous  la  condition    r -\- s  =  a.    Soit   /•  :=  —  x,    et    par   conséquent 
s  =  a  +  X,  les  relations  que  nous  obtenons  ainsi,  à  savoir 

k'^saxsn{x  -i-  a)  -h  en X  en {x  -\-  a)  —  dnx  dn(x  -h  a)  dn  tf  =  o 

I''- 
cnx  cn{x  -^  a)  ena  —  ~ànxdn{x^a)dna  =  —  j-^ 


no  œuvRES  de  (;hables  hermite. 

reviennent  exaclenienl  ;"i  celles  qui  résullent  des  formules  de 
décomposition  en  éléments  simples  que  nous  venons  d'ap|)liquer, 
en  éliminant  laquantilé  désignée   par  U.  On  trouve  ainsi  en  efl'et 

cnx  cn(.T  -\-  a)  ==  cna  —  sn  x  sn  (x  -i-  n  )  dn a , 
dn  X  àn(x  -i-  a)  =  du  a  —  k-  sn  x  sn  (x  -\-  a)  en  a  : 

or,  en  multipliant  la  première  de  ces  égalités  par  dna,  la  seconde 
par  en  a,  on  en  conclut,  en  retranchant  membre  à  membre,  la 
premièredes  deux  équations  à  établir.  La  suivante  s  obtient  par  un 
calcul  semblable,  qui  revient  à  l'éliinination  de  la  quan- 
tité sn.2;sn(.r  +  a). 


liKMMiol  i; 

AU  SUJET  IIM  LA  NOTE  DE  M.  LII'SCIUTZ 


ri  i  1  1 1  I  rn  f-f      I  I 


Cninpies  rtH'liis  île  l' Académie  des  Sciences. 

I.  \(:\  II,  is,S),  |(.  1  ',1  j. 


IjCS  rqiiiilions   do   .);i(<il)i,    qui  sont    I  (tl)j('t    de    l,i    licllc   an.ilvso 
nu  on  vient  fie  Vdii", 

résuUcnl  ;uissi  dr  \,i  forniiilc  fondiiiiKMilalo.'  du  srand  ff(''Onièlre 


J.r         e'(.r) 


f- 


?,i\ 


2  X  d.r  =  —- 


«(x) 


DilTtMenlions    el     cliarigcons    snccessivenient     x     en     x  +  K, 
./•  +  K.  4-  f'K';  on  en  tiie  d'abord 

,,     ,        J        e"(x)       e'Ucr) 

A  2  su -3"  =  —  — 1-     — ; -> 

/•^  cn-^r   __    .)  e';  l.ri  0',-  (  .r  i 

dn2j"     "  K  ~~    e,(a7;  "^  ëfT^' 

cn-j:        K         Ml  {X )         H'f  (x) 

Soil  niainlenant  a;  =  o,  le  développement  on  série 

^  / ■iKx\  ,         , 

6  I  1  —  \  —  xq  zo%ix  -r-  'iq*  cos4a"  — .  . . 


(')   LiPsciiiTZ,  Sur  lin  pidat  de  lu  théorie  des  foncliom  elliptiques  [Comptes 
rendus,  l.  XCVII.  iS83,  p.  l'ni). 


On  obllenl  donc  ainsi 


4  d?Jt)(q) 

?S\{q)     dlogq    ' 

4         d  2/3  (  q  ) 


b'^iq)    dlogq 
4         d?j.(q) 


_  j_ 


4         d  lo--27n((y) 


A-2  =  -1  -1-        '^        </  logH/.iCy  ) 
_   J  4        d  logJs^i  q  ) 

'  ~  K  "^  &r^     ./log^    ^ 

et,  en  retranchant  membre  à  membre, 


rflog;: 

4  ^.^3('7) 


;? 


112  œUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

donne  immédiatement 

(^)^"(o)  =  4(2^-..4^''  +  ..9^/'— ..)="4^'^^ 
de  sorte  qu'on  peut  écrire 

e"(o)  = 

puis  semblablement 


d\o 


^H9)       '^''^S'7 


/^ 


^^  %{q} 


S?aW) 


f/logg- 


ou  bien 


d 


A'2  = 


A-'-  = 


log    ^ 


('/V 


(y) 


I        rflo-A2 


^l(q)  diogq 


"b'iiq)    dlogq 

_       I        dlogk'-^ 
^3(9)  dlogq  ~        '^liq)    dlogq 


dl 


11  suffit  maintenant  de  chasser  les  dénominateurs,  en  employant 
les  conditions 


^'S3(5';  =  ^2(^),       i-'-'^ïkq)  =^U9)^ 


REMARglE    Al    SIJKT   DE    LA   NOTE    I»E    M.    LIPSCIIITZ.  I  l3 

I trouver    immédialciiK m    deux    (i<-s    r<|.»lioM>    ilillérenliellcs 

cherchées 

et  la  Iroisième  en  résulte.  <omnie  conséfjuence  île  l'ideiilili- 

!^*  (  y  I  —  i^  I  // 1  t-  Ht}  (  //  ). 


IV. 


EXTRAIT   D  UNE  LETTRE  DE  M.  CH.  HERMITE  A  M.  MITTAG-LEFFLER 


SUH   LA  FONCTION  sn«i 


Acfa  Societatis  Scientiarum  Fennicœ,  t.  XII,   i88'5,  p.  jjg. 


Soit  proposé  de  décomposer  en  éléments  simples  une  puissance 
entière  quelconque  a  de  inx;  cette  fonction  n'ajant  qu'un  seul 
pôle  .2^  = /K',  je  pose  a7^îK'-t-î  et,   comme   vous   le    savez,   il 

faudra  calculer  la  partie  principale  du   développement  de  (  j ) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  t.  Soit  donc 

i  I  A,  ,      A„ 


Je  remarque  que  A„  est  le  coefficient  de  -   dans    le    dévelop- 

pement  de  la  quantité  j^-— •  On  peut  par  suite  le  définir  comme 

le  résidu  de  cette  fonction  qui  correspond  à  £  =  o,  doù  cette 
expression 

I  r  -a— 2;(  — 1 

A„=  -r-    /    ^^ — dz, 

l'intégrale  se  rap|)ortant  à  un  contour  infiniment  petit  qui  comprend 
l'origine  à  son  intérieur.  Pour  décrire  un  tel  contour,  il  faut  poser 

z  =  p(cos/  -4-  /  sin<), 

p  étant  infiniment  petit,  et  faire  varier  ^de<  =  oà^  =  2  7t.  Or  en 
changeant  de  variable  et  faisant  sn  ?  ^  J^,  il  est  clairque,  ajantaux 
infiniment  petits  près  de  troisième  ordre  C  =  ^î  Ï^  nouvelle 
quantité  J^  décrira,  comme  3,  une  circonférence  infiniment  petite, 


•I  l(     I.  \     roNCTION     -Il  '   / . 


I  I  I 


iluiii  le  ccnln*  esl  ;"i  ron;;iiif.  I';ir  C()ns(''i|iii'iil  mms  noki  niiuni-  i 
Il  ili''leiinin;ilioii  «lii  (  oeflicienl  de  -»  dans  !<■  il('-\  cluppcintMit 
suiviiiii  It's  puissances  croissanlf-<  dr  ^,  de  I  f\|>i  (■^-.lull  >iii\.iiiU-  : 


1  r    f"     <'''     "]'--"- 


X 


on  I  ;ii  lail 

Soil  à  cet  elli'l 


[.( 


«-2// 


on  iiiMii  en  prenanl  les  dérivées 

(a -2/1)        /      -==r 


^  -"-2«(  ,  -t-  Z,^î  +  . . .  ^  Z,,,  ^-^"4-. . .), 


(-2«-l 


X 


/•MO 


d  iiii 


-    r^     fit     ' 


u     2/(  — 1 


X 


...r/Z2„!:"-' 
r/Z.,,,        I 


v/R(0 


<■;   —    2  /i    \, 


Leeoefficienl  A„,  (jiiil  s'agissait  d'obtenir,   a  donc   pour  valeur 

aZj,, 


A„ 


a  —  in 


et  s'obtient,  ce  qui  est  bien   remarquable,   par  le  développement 
des  puissances  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

C'est  Jacobi  fpii  a  ilécouvert  ce  résultat  par  une  analyse  extrê- 
mement belle,  au  paragraphe  4o  des  Fundamenta^  et  je  n'ai  eu 
d'autre  but  que  d'y  |)arvenir  en  suivant  la  voie  de  la  décomposition 
en  éléments  simples.  Pour  achever  le  calcul,  je  su[)pose  en  premier 
lieu  que  «soit  impair,  je  mettrai  sous  la  forme  canonique  la  partie 

principale  du  développement  de  — —,  comme  il  suit  : 


D„_,- 


D„-3  - 


sn^'e 


AiFT 


Ao 


Da-5- 


r(«)  '  r(a  — 2)  -\\a  —  \) 

et  d'après  la  formule  concernant  les  fonctions  de  seconde  espèce, 
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ce  cjui  esl  ici  le  cas,  |)iiisc|iie  nousavons 

su" (37  -r-  2 K)  =  —  sn",r. 


nous  aurons 


,,          V,       Da_|sna?  D„_,(Sn.r 

(Asna-)«=  — -— — ; \-  Xi-T 


r(a)  '     na 


Adniellons  ensuite  que  a  soit  pair,    ce    (jui    nous    conduit  aux 
fonctions  de  première  espèce  dont  l'éléinenl   simple  est  In  rpian- 

tilé  — j — -•  Vous  remarquerez  d'abord  fiue  la  formule 

e(x)  1  ' 


f    /.2sn- 


X  dx  =     -r— 


]x        Q'{x) 


B(  X) 
donne 

'        k  0(.r) 

puis 

de  sorte  cpie  l'expression  canonique  étant 

I  C  7 

A, 


s  n  "  e  V  {a  )  V  i  a  —  •>.  ) 

nous  obtenons,  en  désignant  par  C  une  certaine  constante, 

^        D„_,(A-2sn2:r)         .     \)„^;{k'- sn^-x) 

Reste  à  déterminer  cette  constante,  ce  qui  est  facile  comme  vous 
allez  voir. 

Soit  en  général  F(a^)  une  fonction  doublement  périodi(jue  de 
première  espèce,  qui  admet  |)Our  pôle  unique  :r  =  «R'.  Posons 
X  =  /K'H-  t  et  joignons  le  terme  constant  à  la  partie  principale  du 

développement  suivant   les    puissances   croissantes  de  -  >  de  sorte 


I 
e 
qu'on  ait 


le  terme  en  ;  manquant  dans    le    second   nombre^    comme    il    esl 


s  Ml    l.\    FONCTION    sir'J-. 

nécrssaiiT.  1.  <^\|)r«>s<«iiiii  de  la  fonclioii  scia  la  siiiv;iiilr  : 


I  r 


!•■(  ./•  t       I .  -    '//.  •  sn- ./■  — 


I  .  ■;>. .  > 


—  I—  I  1' 


//„l»';.(  /.îMiVr  ) 


.  > ...  Il     -  I 


el  la  CDiislaiilf  SI'   li oiivriM  (Irlcnnint-e  |)ar  ccIIp  rnniiiili 

ti   —   «TTo  —  f/i'i.  — : .  .  . 

J  J 

OÙ  li'^  (|iianlilés  i'',).  i' , résulloiit  <lr  hi  s('i  li- 


■>.  i     -  I 


•2i  . 


sii-.r        ,r- 


,                I          ■    I  •    •                Il          II  —  I  ■  ... 

le  nitinltre  /  designanl  -  on -m\;uit  (|iie  n  esl  pair  on  im|)air. 

J'en    ferai    mu-    ;i[)|)li«;ilinn    en    cousidcranl    l,i    fonclion    que    j'ai 
eiiiplovée  coinine  éléniciil  siiii|»le  dans  mes  roclierclies,    à  >a\oir 


f{x)  =  C^-'/iX.  O))  = 


n  (  oWI(.r-i- fj  )    /«•-— .>-/k 


(-)  I  (.) , 


et  je  eali'iilerai  I  expression  du  produit 

Ff^)=D^/(r)D.,/,(.7-). 

où  y ,  (J"  )  repr.'-scnte  ce  que   devieni   f{x)    si   Ton  change    J.  el   (<) 
en  —  A  el  —  (o. 

Xoiis  aurons  tlabord  en  faisant  .r  ==:  /K'-f-  î  : 


f'- 


/■  I  =  (  (■'>  '  '^  — 


I         .         A'-'  —  Q 


/.■-—jQ/.  —  7f> 


I  .-■> 


>.♦  —  G  L2/.2  —  8  i>,  ).  —  'î  Q-, 


)■ 


les  (jiianlilts  t>  étant 


Q  =  /.-  sn- Ci r;-^  ,  Qj  =  /.-  sn  (o  en  to  fin  w, 


12.  =  /  ♦  -n'' w 


■'/■^d-^/.'-) 


4"^ 
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De  là,  on  lire  facilement 

()-2-^   30.,  /2  _   O  , 

F(a-)  =  QX-^+'2QiX-r-  "      ''-'-_fl ^  ^  J^. 

.,  l-  £■* 

Celte  expression  donne 

et  en  remplaçant  la  dérivée  seconde  par  son  expression 

/  I  -1-  /.  '  \  k- 

F(x)  =  k'*  sni  j-  —  (  À2—  Q  _  2  — ~  j  /^  sn^-x  +  —  -+-  C, 

on  bien 

Fix)  =  k*  sx\^x—  {h-—  /■-  siT- w  —  I  -r-  k^)ki  sn'^x  +  —  -^-  C. 
Je  trouve  ensuite  en  employant  les  coefficients 

H-  /,  2  1   —  A'2  -4-  /-i 

^0=  ^-  ^I  = 

->  I    I 

et  après  cpielques  réductions  faciles 

2  A  - 
(;  =  k*  sn*u»  —  A-(i  -f-  k- )  sn'-ix)  ~i r-  2/.'-  sn  w  cnto  lin  to.À  h-  /^  sn-  i*.â', 

el  de  celte  valeur  je  conclus  enfin  la  formule  suivante  : 

—  F{x )  =  /i"-(sn^.r  -i-  ?n-œ  sn-io  -:-  sn^oj  )  —  (i  -+-  k^)  (sn^a;  -t-  «n-(o) 
—  X-(sn2^'  —  sn-oj)  -+-  2À  snoj  cnw  dnio  -+-  1. 

L'expression  obtenue  par  le  produit  D^fi^)  ^x/ti^)  peut 
être  aisément  vérifiée  en  la  calculanl  par  une  autre  méthode  qui 
se  présente  facilement. 

Nous  avons  en  effet 

D^Jix)  ^  .^  _^  H'(.r-f-co)  _  <à^{x)  _  e'(i^)^ 
f(x)  '   '     H(x-hi-i)         S{x)         e(w)' 

puis  en  employant  une  formule  c[ue  j'ai  donnée  dans  les  Comptes 

reîidus 

Dj/fa;)       ,         ;f.n  j;  en  j' (Inx — sniocn(o<lnto 
f{x)  '  %n'-x  —  sn^io 


('.('la  étant,  la  relation  )'l(-in(iiiaii'i* 

.  H'-(  O  I  II  (  ./•  —   1.)   I  II  (    /• loi 

permet  «récrire 

I     ^        ,,  ,  .  /         ,  -llf  Cil*    llll./'  —  *ll''J  l  U'O  iIlM»  \ 

^D.../(x,D.,./.(x,=  (      A- ....,_,..,, ) 

«in a*  en./'  lin  j-  h-  snto  ciio  dno)  \ 

(  —  /  -' -, : ) 

>-II*./'    --    ^11  ■  '<!  / 

(  sn^.r —  sn-io  i. 

Or  avant,  conniir  mi  !'■  hoiivc  lacilemeiil, 

sn-j"  cn-.r  tln-.r  —  sii^io  ch-ni  iln-io         , 
=  /■•«(sin^r  -T-  sn-x  sn*(>j  -+•  -n«(o) 

-  (i  —  /■-  1  (  sn^T    -  sn-(.))  -T-  I , 
nous  parvenons  bien  ;"t  l.i  fdiiiiule  di'-jà  Iioiimm^,  Î\  savoii-  : 

—  D_,.f{x)  l^xjti-^')  =  /•'-(■^u'x  -r-  X  >n'^i'j  -ii-cj       *ir-(o  ) 

—  (  r  -I-  /  -  )  (  sn'.r  —  sn-  w  ;  -i-  i 
-^  JL/.  SU  'o  (11(0  (ln(o  —  '/.'-{  sn-x  —  sn-co). 


SUR  L\ 

RÉDUCTION  DES  INTÉGHALES  HYPERELUPTIQUES 

AUX  FONCTIONS  DE  PREMIÈRE.  DE  SECONDE 
ET  DE  TROISIEME  ESPÈCE. 


UuUetin  des  Sciences  inatlié/natiques.  "i"  ?éiic,  t.  \'II, 

i883.  p.  30-42. 


I^'élude  des    intégrales   liyperellipliques    de    la   forme   /        ,-^y 

où  P,  Q  el  Ia  sont  des  polynômes  quelconques  en  x,  dont  le 
dernier  est  svipposé  n'avoir  point  de  facteurs  multiples,  s'ouvre  par 
la  réduction  à  un  terme  algébrique  et  aux  fonctions  de  première, 
de  seconde  et  de  troisième  espèce.  La  méthode  consiste  à  décom- 
poser, en  une  partie    entière    el    en   fractions   simples,  la  fraction 

p  .  .    ,      f^'"  dx 

rationnelle   -=-7    ce    qui    ramène   dabord    aux   quantités   /       IrT  ^ 

/dx 
. ^ — TT^'i  "11  biil  voir  ensuite  que,  en  désignant    le   degré 

de  R  par  /•,  la  première  peut  être  réduite  pour  toute  valeur  de  m, 
aux  cas  où  cet  exposant  ne  surpasse  pas  /■ — 2,  tandis  que  la 
seconde  se  ramène,  par  un  procédé  analogue,  au  seul  cas  de/>  =  o. 

Dans  une  leçon  à  la  Sorbonne,  je  me  suis  placé  à  un  point  de 
vue  différent  pour  traiter  celte  question  importante,  et  je  vais 
l'indiquer  en  peu  de  mots. 

Je  partirai  de  la  forme  du  dénominateur  Q,  que  donne  la 
méthode  des  racines  égales,  à  savoir 

A,  B,  C,  ...  n'ayant  que  des  facteurs  simples;   mais,  en  outre,  je 


sn»  i.\  iu.itHTioN  iii:s  intimiai.is  iivi'Km:i.i.ii'Tiot' i:s.  i^i 

nie  II  rai  ;"i  pari .  >'il  v  a  Inii .  (  tii\  <li'  ces  larl«'iii-.  <|iil  apitarliciinriil 
ail  |ii>|\M(>mc  l'i .  l)ans  ce  ca"»,  )  adoplfi  ai  I  «xpicssioii  siii\anlo: 

(,)  =  A»    iIî:^-  '  .S-îl-.... 

<»ii    S.    I.   ...    -iiil     <lf-    i|i\i^fii!^     (|f     r> .    et     il  MU'    sera  iMMinis   i|f 

sii|»[)ns(r    \.  r>.  ( |trrmi('rs  a\  ce  l\ . 

Cicla  ('•tant ,    ihmi^  |»iiii\iiii>   «'-(rire,  fii  dt-si^iiaiil  |tai  (i.  Il M 

<l('^     |)(»l  \  IKUnt-.  ("Ml  llTS 

I*        r.  Il  M 


<}      A»  •  '      i5;i  •  I     ■  ■  ■     s-^     ■  " 

ol   rrllc  (•x|trfs>ioi)  roniliiil  à  driix  lv|»cs  d  iiiléj^ruics 

r    Cd.r  r.M  <l.r 

(j lie  je  vais  considérer  successivenient . 
.If  l<rai  d  al)Oid  dans  la  pirinièro 

G  =  A\  ^^  \  \\\  . 

tn  ieiiian|ii.inl  iiii'on  salisfait  à  celle  condition,  au  moyen  de  |)oly- 
noines  entiers  pour  X  et  V  ,  atlendu  que  A  el  A'R  nonl  aucun 
facteur  commun,  d.iprr-;  ce  que  nous  avons  supposé.  ÎNons  aurons 
donc 

r    GdT     _   r\dj_  __  r  y  V  vIT 
.'  A--/K~./  Aay/R    V      A*-'     ''^' 
ou  encore 

r     ('•  rl.r  .  --  \  d.r  \     r        /    I  r- 

Ja^-i/K      ,/a»v/K        -^.'         \A\/      ^ 
Mais  on  oljlienl,  «-n  inléi;ranl  par  parties, 

et  l'on  en  conrjnl  la  relation 

r    C>dx      _    rXrlx    _    /-Dy(Vv/R)        _  Vy/H 
J  X^-^s'^\  ~j  .ky-^rw       J  3;  A*  '^"^    aA='  ' 
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à  laquelle  je  donnerai  cette  autre  forme 

r   Ç>dx      ,         rGidx       v/R 

en  posant,  pour  abréger, 

OnNoitque.  G,  étant  un  polynôme  entier  comme  G,  cette 
égalité  donne  une  formule  de  réduction  dont  l'apphcat.ou  répétée 
conduit  à  l'expression  générale 

r  Gdx    __  rndx   ^  ^_v^. 

J  A«-'  v^lï  'J  A/R  ^"    ' 

où  n  et  <ï>  représentent  des  fonctions  entières  de  la  variable. 

/*  M  dx 
Considérons  en  second  lieu  lintégrale  j  ^^^'  où  S  estsupposé 

un  diviseur  de  R,  de  sorte  qnon  peut  poser 

R  =  SU. 
Cela  étant,  je  détermine  deux  polynômes  entiers  X  et  Y,  par  la 
'^^"^'''"''  M  =  SX-^SlV. 

à  laquelle  on  peut  ainsi  satisfaire,  puisque  S  et  S'  U  sont  premiers 
entre  eux.  Nous  obtiendrons  par  là 

j  S<^v/ÏÏ      J  S-^^/TÎ      J   S^v/B 
puis,  en  remarquant  qu'on  peut  écrire  successivement 


S'UY    ,  rS'Yv/lJ 


J  S^  v/R  /       g- 


1 


dx 


<j 


L-     r  T^J --l-j\y /V  dx 

Y  v/r  r  p..(yvAj)_ ^/ 


r. 

a  —  - 


SUR    l.\    nihucTlON    DKS    INTKURM.KS    II  VPi;Ui:i.l.l  l'TIOt'ES.  l'ij 

celle  r-<;alil«-  pmul  l.i  foiiiir 

•Mi/j-  .•    \,/.r  •    D.iVv/Ti      j  Y  i/r 


/"M  Uj-    _     . 
J  S'v'ÏÏ       J 


SI-»  /k 


Ji-^J^^' 


I  _     I 


<=--)^ 


!>.>< 


(111^.    |)(iiir  iil)i<i;( 


M   =  X  -. 1 —  V  ij'H L_  >,    I 

•/  7  I  1 

2 

iioii>  eu  concluons  lacileint'iil 


r  M  cl.r   _    r  M,  d.v  Y  y  K 


C'est  donc  encore  une  foiiuuN"  de  icduclion,  et  doiil  lappli- 
calion  peut  se  continuer  sans  qu'on  soit,  connue  précédemment, 
arrêté  par  la  présence  d'un  loi^aritlime.  De  prorlir  on  prorlie.  nous 
en  ronrluoiis  l'expression  i;(''n('r;d(' 

.'.M  rt.r     _     , -H  .■/./■  H  y  ÏÏ 

tlans  la(piellt;  H  el  II  rrpri'scnlcuL  des  polynômes  entiers. 

Revenons  mainlenanl  à  1  intégrale  hyperelliplique,  (|ui  a  été 
représentée  parla  formule 

r  V  ilx  _  r   G  d.v     _  /  •  Il  r/x  r  M  d.r  _ 

J  <J  \/^      J  A«+'  y^K      ,/  H?+i  y^H       "  "     J  S<ï  /R 

Les  résultats  précédemment  obtenus  donnent  la  conclusion 
suivante  : 

Soit  K  =  ABC...  le  produit  des  facteurs  simples  de  Q.  «pii 
n  ap|)artiennenl  pas  à  R;  si  Ton  pose  Q  =  KL,  on  aura 


P  cLr  rV  lix         G  y/ H 


r  P  d:r  _     /rF 
J  Qy/U"  j  K 


/R 


en  désignant  par  F  et  G  des  polynômes  entiers  en  w. 

L'inlé<;rale    à    laquelle   se    trouve    ainsi    ramenée   la    proposée 

.....  ...  F 

conduit  immédiatement,  si  Ion  décompose  la  fonction  rationnelle  ■r> 

en  fractions  simples,  aux  fonctions  que  l'on  nomme  de  troisième 
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F 


spèce.AJals  h.  parlie  entière  de -j- ,  (,ue  je  désignerai  par  E,  nous 
amènealrallerun  dernier  polnl,  ayant  pour  objet  la  réduction 
derinléorale  r^-  Da"'^  c^  '^"f-  j'emploierai  le  développement 
en  série.  M.ivant  les  puissances  descendantes  de  .r,  de  1  expression 


suivante 

E  (It 


\       r  E  (It 

(pi'on  ohlieni  t'acilemenl.  comme  on  va  voir. 

Désignons  par /•  le  degré  de  H.  et  supposons  le  module  de  la 
variable  supérieur  au  module  maximum  des  racines  de  Téquation 
n  =:  o:  on  aura  d'abord 

^/^-^  'V    ^  ~^ ^-^    ■■■/■ 

Multiplions  ensuite  parle  i)olynome   E,   dont    je   représente  le 
desré  |iar  c.  il  viendra  ainsi 

et.  |>ar  conséquent, 


/ 


X 


v^R  U--  +  -       .-- 


'2  -^  / 

_L 
Nous  concluons  de  là,  enniultipliant  de  nouveau  par  ^^j  qu  on 

peut  écrire 


I        /    r-  'iJ 


M  élanl   nn    polvnome    en    x    de    degré    e  — /■  +  i  -    S    une    série 

I  •    '  lt)2,^ 

^  _i-  2i  ^....  a  laquelle  s'ajoute,  s'il   y   a    lieu,    la    quantité  -^, 

multipbée  par  une  constante.  C'est  le  polynôme  M   qui   conduit  à 
la  réduction  cherchée.  Ayant  en  effet 


ilVlR'-^  M'R 

d^(Mv/r)  = 


/ — \         '-i 


ii 


je  considrre  rt-yaliU' 


-ru    l.\    UEDf  CTKi.N    DKS    l.\Ti;<.H  \l.i;<    IIVl'EltlII.I.II'TKH  ES.  laS 

•6' 


ou  I  crris.  [>()iii  .Miic:;('r. 

N  =  K-  -mi;'       m  II. 

Cl  j«'  rotn;ir(|iir  fjiic  le  dri^M'i;  de  \  i('-iilt(*  imiiH-di.iirmtiil  de  l.i 
relalion 

J  v'y\ 

Si  un  Ir  désigne  p;ii/?,  el  «|ii'on  développe  snivanl  les  puissances 
descendantes  de  la  variable,  on  trouvera  en  erteJ,  en  ("galanl  les 
exposants  les  plus  élevés  d;in>  les  deux  membres,  la  condition 

/•  /• 

i  =  n  —  — ^  I . 

i  z 

On  a  donc  //:=/■ —  a,  cl  légalilé 

J     */K        J      v/ÏÏ 

donne,  comme  nous  l'avons  dit,  la  réduction  de  l'inlégrale  pro- 
posée. Je  terminerai  en  remarquant  que  l'équation  générale  préeé- 
demmcni  obtenue,  à  savoir 

Vdx        fF  dx        G  v/ÏÏ 


rv  (tx  _  rv  dx  __  G  V 
J  Q  y/R  "  J  K  v/ÏÏ  "^  ~î 


ne  détermine  pas  complètement  les  polynômes  F  et  G.  Sans  altérer 
la  forme  du  second  men)bre,  on  peut,  en  elle!,  lui  ajouter  l.i 
quantil*'  identiquement  nulle 


dx  —  W  /R, 


où  11  est  un  polynôme  arbitraire.  Mais  nous  voyons  par  là  (pi"on 
peut  toujours,  en  disposant  de  ce  polynôme,  supposer  le  degré 
de  G  moindre  que  celui  de  L. 


I2G  (>i:uvui;s  dk  chari.es  iii:rmiti:. 

Pour  j)Ilis  de  clarlé,  désignons  par/,  g^  /. ,  /  les  degrés  de  F,  G, 
K,  L;  on  aura  ainsi  g'=f —  I7  el  notre  égalité  montre,  en 
développant  suivant  les  |)uissances  descendantes  de  ce  le  terme 
algébrique  cl  les  deux  intégrales,  qu'il  faut  prendre  /=:  /■  H-  /.•  —  2, 
si  l'on  suppose,  comme  on  peut  le  faire,  le  poljnome  V  de  degré 
tnoindre  que  Q.  Cela  étant,  il  est  facile  de  voir  que  G  et  F  se 
trouvent  alors  déterminés.  Prenons  en  eflet  la  dérivée  de  l'équa- 

L' 
lion,  et  remarquons  |)Our  cela  que   le  cpiolient -^  est  de  la  forme 

-47-,  en  désignant  par  .1  un  polynôme  de  degré  /■-}-/," — i.  Un 
calcul  facile  nous  donne 

P  =  FL  -r-of-  KR'— j")  -^G'KR; 

or,  le  degré  par  rapport  à  x  de  l'identité  à  laquelle  il  faul  ainsi 
satisfaire  étant  /'+  A"  -h  /  —  2,  on  obtient  r  -\-  k  -{-  l —  1  équations 
cjui  déterminent,  par  conséquent,  les  coefficients  de  G,  au  nombre 
de  /,  et  ceux  de  F,  au  nombre  de  r -^  k —  i.  De  là  résulte  un 
second  procédé  que  je  me  contenterai  d'avoir  indiqué  en  quelques 
mots,  pour  parvenir  à  la  formule  générale  de  réduction  des  inté- 
grales liyperelliptupies. 
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I.  —  KxTRAiT  u  im:  i.i.ttui:  tu;  M.  IIkumiii;  a  M.  Lipschitz. 

Nous  connaissez  el  vous  admirez,  conune  moi,  le  Mémoire 
(le  Diiiclilet  sur  les  valeurs  moyennes,  où  il  commence  pardonner 
iin\  <|uanlités  près  de  l'ordre  y//J,  l'expression  de 

'i  (  M  désif^nant  le  nombre    des    diviseurs    de  /.  Diricidet   emploie 
daliord  l'expression  connue 

|)uis  celle  qu'il  a  découverle 

où  \\  suppose  [J.V  =  n.  En  voici   une    autre    encore    dont    on    peut 
conclure  son  résultat.  Soit  pour  abréger 

j'oblien^ 


F(«;  =  .2,e(7)-^'- 
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l>onr  le  démonlrer,  considérez  laquanlilé  F  [n -^  i),  cl  suppose. 
,.„  premier  lien  .p.e  n  -^  .  ne  soll  pas  un  carré,    de  sorle  qu  on  a.l 


Dans  la  dilîérence 


P(„^n-ru)  =  .i^[E(^)-^^(7| 


les  seuls  termes  qui  ne  seront  point  nuls  seront  évidemment  ceux 
■  "  ±_1  est  entier,  de  sorle  <pic  la  (lu.mtilé 


ou 


(^)'-(i 


devient  alors  égale  à  Tunilé.  Par  conséquent 


es 


.st  le  double  du  nombre    des    diviseurs    de    /.-M,    qui    sont    au- 
dessous  de  sa  racine  carrée   ou  bien    le  nombre    lo.al   do   ,ous   ses 

diviseurs. 

Supposons  en  second  lieu 


je  puis  écrire 

I'^  (  /?  -t-  1  )  —  1^^  (  "  ) 


_^    /»  +  l\     _.,^_^        ,_.^,^. ^(.,  +  ,)__. ,^v-I   =   I, 


Or  on  a 

2E  (  ^;;— 7)  —  l."^-^U 

de  sorte  qu'alors  nous  trouvons  deux  fois  le  nombre  des  diviseurs 
moindre  que  y/^TlM-  P'^-   '""'l^'  c'est-à-dire    encore   la  somme 

de  tous  les  diviseurs  de  «  —  1  • 

Paris,  12  mai  i883. 
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II.  —  K\TR\iT  i»'i  NK  i.iriKi:  in:  M.   iii'-iiii  iz   \   M.   Hkiimitk  i  '  i. 

...  I!ii  clicrclianl  la  cause  de  la  symétrie   parfiiilc   (pil   se   inanî- 
fesle  dans  la  forimile  par  ia<|iielle  vous  ave/.  ex[)rimé  la  somme 

1  =  11 

F(«)  =  V/(n. 
/=  1 

y(/)  dénoliinl  le  nombre  des  diviseurs  dt*  /.  j";ii  fiiil  1  "ohservalion 
que  Ton  |)eul  représenicr  dune  manirre  semblaldt;  la  souune 

I  =  I 

oîi  fs(t)  désigne  le  nombre  des  diviseurs  df  /  (jiii  xml  en  même 
temps  des  puissances  s"'""''  d'un  n(ind)rr.  cl  où  J\il)  coïncide 
avec  /{t)  pour  .v  =  i .  Lue  valeur  <|iiflcontpic  de  s  élanl  choisie 
écrivons  dans  une  première  ligne  horizontale  les  nombres  naturels 
de  1  à  n,  dans  une  seconde  ligne  tous  les  multiples  de  2^  non  supé- 
rieurs à  //,  dans  une  troisième  ligne  Ions  les  multiples  de  3^  non 
supérieurs  à  /î,  et  ainsi  de  suite  jus<pi  à  la  puissance  p^  la  plus 
grande  qui  ne  surpasse  [)as  /*,  de  manière  que  nous  avons 

19.  3  .  .  .     n 

:>/      'À^i      •''■■.3 


Ce  tableau  contient  tous  les  nombres  non  supérieurs  à  n  repré- 
sentés comme  les  produits  d'ur»  nombre  quelconcpie  et  dune 
puissance  s""'"'  diin  nombre,  aulant  de  fois  qu'une  telle  représen- 
tation peut  se  faire.  Donc  le  nombre  de  tous  les  termes  du  tableau 
doit  être  égal  à  la  somme  requise 

F.,(/l)  =^f,i  l). 


(')   Il  nous  a  paru  inlére.'^sanl  de  reproduire  la  réponse  de  Lipsciiilz  a  llermite, 
les  deux  lettres  formant  un  seul  article  dans  les  Acta  rnalliematica.  E.  P. 
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Le  nombre  des  termes  de  la  première  ligne  horizontale  étant  /i, 

de  la  seconde   ligne    horizontale!.^»    où    rentier   le  plus  grand 

contenu  dans  une  quantité  z  est  désigné  par  [s],  on  a  pour  F,ç(«) 
l'expression 


F,(/i)  =  [«] 


^]^-m 


Mais  si  l'on  détermine  le  nombre  des  termes  contenus  dans  les 
lignes  verticales,  on  trouve  pour  la  première  le  nombre 


["^]^ 


P^ 


pour  la  seconde  le  nombre 


el  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  qui  contient  un  seul  terme. 
Cela  étant,  le  second  mode  d'énuméralion  donne  pour  la  fonc- 
tion Fç(/«)  l'expression 


F,,( 


n)=[,i^\ 


i         '  T 

s  Os 

A  '  J 


■  "     1 

"~ 

71" 

qui  devient  identique  avec  la  première  seulemeul  pour  5^  i. 

Gomme  les  lignes  horizontales  sont  construites  de  sorte  que  le 
nombre  des  termes  de  chaque  ligne  soit  siq^érieur  ou  égal  au 
nombre  des  termes  de  la  suivante,  el  comme  les  lig^nes  verticales 
ont  la  propriété  correspondante,  l'énumération  peut  aussi  s'exé- 
cuter de  la  manière  suivante.  Nous  déterminons  le  nombre  des 
ternies  des  lignes  horizontales  successives  de   la  première  jusqu'à 


la  ij."^'"'  Ijone  inclusivemeni 


IX-^.-K 


ou  V  a  la  valeur 


m 


et  après  cela  nous  déterminons  le   nombre   des   termes  des  lignes 
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verticales  (le  la  jjrcinirre  jii«;(jirà  la  v"^""'  ii-inc  \l(ii>  ikhis  avons 
compris  tous  les  termes,  ilvux  l'ois  (riiiic  |>:iii.  iiiii-  lois  dr  Ijinire. 
Les  termes  compris  diiix  fois  sont  ('•vidcinrnciil  ceux  i|iii  ;i|>piir- 
lieimenl  aux  'x  pieniièrrs  lignes  liorizonlale>  cl  eu  iiu'iiic  Iciiips 
aux  ■/  premi«';rcs  lignes  verticales,  (jinil  !•'  iminlirc  tolal  est  éj^al  au 
produit  av.  C'est  donc  it-  iioinluc  (|ii  il  faul  Nouslraiic  *\*'  la 
somme  des  deux  sommes  me  ni  ion  nées  pour  avoii-  exactement  l"\(/i). 
I)  <iù  vii-nl  l;i  tioi^icnie  expression 


l's(") 


'JLV 


T  =  [X.  >  =  ;• 


r  J 


<  )ii  |»iii\  tendra  au  nième  résultai  si  lOa  fait  usage,  pour  trans- 
former la  première  expressi«>n  de  F\(/i),  de  la  formule  générale, 
exposée  par  Diricldcl  dans  le  Mémoire  Ueber  cm  die  /)i\ision 
betreffcndes  Problein  [Monalsberichf  der  lierliner  Académie, 
.lanuar  i85i,et  Crelle's  Journal  /".  Mallwmatil,.  I>d  47).  La 
même  formule  de  Dirichlet  a  été  appliquée  pour  la  transformation 
de  diverses  séries  aritliméli([ues  par  M.  Cli.  Zeller  dans  une 
Communication  :  Ueber  Sitinmcn  von  grossten  Ganzen  bei 
aritlimetischen  lîeihen  (  Nachrichten  d.  /. .  G.  d.  W . 
mn  Gottingen^  tuai  l'Sjcj). 

Dans  la  troisième  expression  de   Fç(/«)  supposons,  le  nombre  ^. 


égal  à 


[«-]. 


Alors  on  parvient  à  la  formule 


F,(/0=-l^-  + 


»•  =r  a  >•  =  u. 

.1-1  v=l 


.y 


qui  se  cliange  dans  la  vôtre  pour  le  cas  5  =  i.  Actuellemetit  on  a 
les  relations  suivantes  : 


|ji»+---^n  <(;jn-i)'-^-% 


\x^ 
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On  conclut  de  la  première 


c'est  pourquoi  v  doit  être  égal  à  [jl  ouplusgrand  que  iji,  cest-à-dire 
^[i-H-  1 ,  Dans  le  premier  cas,  la  formule  en  question  est  démontrée. 
Dans  le  second  cas,  on  a  nécessairement 


1 


1 


/{ 


-<iJ.-\-i. 


Parlant,  toutes  les  (v  —  |jl)  quantités 


1 

—     1 

?l' 

,       .  .  .  , 

/r"' 

1 

r 

ja-i 

r  _ 

_  "■'' 

ont  une  valeur  égale  à  y..  Or  en  élendant  la  somme 


y 

y  =  1 


r 


d'abord  de  i  à  |jl,  puis  de  ij.-r  i  à  v,  la  seconde  |)artie  a  pour 
valeur  (v  —  !j.)u  qui,  ajoutée  à  la  quantité  — |jlv,  donne  le 
résultat  —  u.-.  Donc  la  troisième  formule  est  transformée  dans  la 
quatrième,  cequ  d  fallait  démontrer. 

Bonn,  6  juin  i883. 


SI  H  LNi:  l'()l{M[  l.i:  HKLATIVK 

A     I.A 

TlllDKIi:    l)i:s    lOXCTlONS    iriNE   VAKIVHLE. 


Irnerican  Journal  of  Mathematics,  l.  \I,   i884,  p.  60. 


Kii  restant  ilans  la  splu-ie  (lf;s  c[iie.slions  élémentaires,  |jerniellez- 
moi  (le  vous  indiquer  une  rectification  que  je  viens  d'exposer  à 
mes  élèves,  sur  un  point  traité  dans  la  \ll'  leçon  de  mon  Cours.  Il 

s'ajïit  des  applications  aux   fonctions-: —   el  cot:r  de  la   formule 

qui  donne  l'expression  générale  des  fonctions  uniformes 

C'est  la  détermination  du  terme  complémentaire  G  (x)  qui 
présente  une  grande  diflicullé,  dont  on  voit  bien  la  raison,  ce 
ternie  dépendant  essentiellement  du  polynôme  Pv(^)  qui  peut 
être  \arié  d  une  inlinilé  de  manières.  Dans  le  but  d'éviter  cette 
difficulté  j'ai  fait  la  remarque  que  la  relation 

J  =  ---    /      —^ =  F{.JC)  —  -LGai- 

■^t~  J,^,   -  —  a-  \x  —  a} 

donne  V [x)  =^^Qa[- -)  lorsqu'cn    agrandissant  indéfiniment 

le  contour  lèrmé  désigné  par 5,  l'intégrale,!  relative  à  ce  contour  a 
zéro  pour  limite.  J'ai  ensuite  pris  une  circonférence  de    rayon   R 

ayant  son  centre  a  1  origine,  ce  qui  permet d  écrire  J  =         .^ -, 

l'angle  H  pouvant  avoir  une  valeur  quelconque  entre  zéro  et  iiz  et  X 
désignant  toujours  le  facteur  de  M.  Darboux.  Il  est  donc  nécessaire 
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pour  qu'on  puisse  conclure  de  celle  expression  J  =  o  que  la 
fonclion  F(:;)  tende  vers  zéro  en  tout  point  de  la  circonférence 
considérée,  et  c'est  ce  qui  n'arrivera  cerlainemenl  pas  dans  le  ca& 

de  F(^)  =  -: — 7  l'infini  étant  alors   un   point   sinaulier  essentiel. 

Et  en  effet,  en  posant  z  =/?  -\-  iq^  sin^  croît  indéfiniment  avec  q^ 
mais  nullement  avec  le  module  de /?4-ïy,  comme  il  serait  nécessaire. 
L'erreur  que  j'ai  ainsi  commise  s'évite  aisément  si  l'on  prend  pour 
contour  d'intégration  au  lieu  de  la  circonférence  uncarréavant  son 
centre  à  l'origine  des  coordonnées.  Soit  -xa  le   coté  de  ce  carré  et 

Ffs  ) 
posons  Y {-■')  =  — -—•,  on  trouve  alors 

[F(a-H  jV)  — F(—  a  -4- «7)]  dt\ 
[F(ia  -ht)  —  F(—  ia  -h  t)]dt, 


i-  _,, 


-/.: 


c'est  la  formule  que   je  vais   employer  en    supposant    en    premier 

lieu 

i 


F(-) 


z  siii  • 


A  cet  effet,  je  ferai  a  =  2m7z  +  a,  a  étant  fixe  et  m  un  entier 
qui  croît  indéfiniment  ;  or  je  remarquerai  à  l'égard  des  quantités 
sin(a-\-  it),  sin(«a+^),  que,  pour  toute  valeur- de  f,  le  module 
de  la  première  a  pour  minimum  sina,  le  module  de  la  seconde  aug- 
mentant avec  a,  au  delà  de  toute  limite.  Les  expressions  suivantes 


F(a-t-  iC)  di 


F{ia  +  t)dt 


(a  -r-  i-  —  X )  (a  -h  1-)  »in(a  -^  i- ) 
■lak 

— : : : ; 9 

(la  -\-  Z  —  X )  {la  -^-  -.  )  ■i\i\{ia  ^-  - ) 


où  T  est  une  valeur  de  t  comprise  entre  — a  et  +  a,  À  le  facteur 
de  M.  Darboux,  montrent  donc  que  les  intégrales  ont  bien  pour 
limite  zéro  lorsque  a  croît  indéfiniment.  Il  en  est  de  même  évi- 
demment des  deux  autres 


. +<■< 


I        V(—a  +  it)dt     et       /        ¥{—ia-+-t)dt 
figurant  dans  l'expression  de  J;  il  est  ainsi  démontré  qu'on  a  J  =r  o 
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pour  //  iiilitn.   (  .luiiiiir  <'<iiisi(|iicii<'<'  nous  .iV(iii->  l.i  foniiiilc 


I 


_  J y       H,, 


et  le  sij,'ne  1  .>»  »-leii(hint  aux  pôles  ronleniis  dans  le  conloiir  cl  inlé- 
jjration,  «m  doit  allrihiierà  n  toutes  les  valeurs  enlirres  positives 
et  négatives  t-u  t'xcluaut  n  =r-  o  <|ui  correspond  au  pôir  douldc  mis 
à  pari.  Cela  •'•tant,  on  Irouvr 

n  ~ 
v\  nous  |>ouvoiis  écrire 


i^V 


(—  I  )"./• 


ou  eneor'f 


iiii.r 


.r  ^mi  \  J-  —   ll~  HT.  J 


puis  enlin,  en  rassemblant  celles  (jui   correspondent   aux    valeurs 


de  n  égales  et  de  signes  contraires 


1       _    I         -^      ( —  I  )">..r 


.le  passe  a    la    loiiction    I"  (  :^  )  =  — ^— >   et   je    considère    comme 
tout  à  riieure,  pour    une    valeur   fjuelcon(|ue    de    /,    les    modules 

de  eot  {a  +  it)  et  co\.{ia  4-  0- 

,.       ,  .    ,  ...  ,  .  .  ,  co%  lit  -^cosaa 

Or    la    quantité      moa- coX.  {ia-{- U  )  ^= -. a   pour 

maximum  ou  bien  I  unité  suivant  que  cosaa  est  positive 

I  —  (OS  ).  a  '■  ' 

ou  négative,  et  quant  au  module  de  cot  (ia  -+-  t),  on  sait  qu'il  est 
égal  à  I,  pour  a  infiniment  grand.  Vous  voyez  que  ces  résultats 
suffisent  pour  établir  (|ue  toutes  les  intégrales  composant  la  valeur 
de  J  ont  encore  comme  précédemment  zéro  pour  limite;  on  a  donc 
rigoureusement  démontré  la  relation 

Cfit,r  I        ■^  I 

=  — ;  "+"  /   ' "' 

./■  x-       .^mdn-i.r — tt-) 


d'où  se  tire  l'expression  ordinaire 

^2 


9.T 

cot:r  = 


1 


EMHAlï 


I)  LN'E 


LETTRE  A  M.  SYLYESTER 


American  Journal  of  Mathematics,  t.  W.  p.  173-1-5. 


.  ..  Puisque  vous  êtes  assez  bon  pour  publier  mon  énoncé  sur  la 
fonction  qui  représente  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier 
en  deux  carrés,  j'y  ajouterai  quelques  observations  sur  une  question 
voisine  en  considérant  la  fonction  '^(7?)  égale  à  la  somme  des 
diviseurs  de  n. 

J'ai  été  amené  à  joindre  à  la  fonction  E  (x)  fpii  désigne  l'entier 
contenu  dans  x  les  deux  suivantes  : 

E,(>)  =  E  (*•+ -  j  —  E(a:")  et  £,(>)=:- [E2(j-) -1- E(a:)]. 

La  première  qu'on  peut  aussi  exprimer  par 

Ei(a")  =  ¥.{'xx)  —  iE(x), 

et  dont  Gauss  a  fait  usage,  a  |)0ur  principale  propriété  que 

E|(.r-hi)  =  ^i{x),  El  (^ar-f-  -i  j  =  I  -Ei(ar), 

et  l'on  voit  qu'elle  est  toujours  égale  à  zéro  ou  à  lunité.  Elle  a 
pour  valeur  l'unité  lorsque  la  différence  entre  x  et  le  plus  grand 

entier  qui  j  est  contenu  égale  ou  surpasse  -  •  Cela  étant,  voici  une 

circonstance  dans  laquelle  elle  se  présente. 

Soit  F  (ai)  le  nombre  des  représentations  de  n  par  la  forme 
X-  +  y-,  on  aura 

Mais  c'est  surtout  de  la  seconde  Eo  (x)  que  je   vais   m'occuper. 
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Soit'iii  //  iiii  «'iiiicr  iii)|)iiir  el  '^{fi)  la  somme  de  ses  diviseurs,  on 
aura 

les  deux  sommes  élanl  continuées  jusf|u'à  ce  que  les  (juanlilés  sous 
le  sij;ne  E^  deviennent  nioiudrt-s  (|iic  l'unité. 

I  )<•  cette  expression  de  S'^(/j  )  j'ai  tiré  les  conclusions  suivantes  : 

Soit  ).  =  b'Jy/«)  :  la  somme   relative  aux  entières    impaires  qui 
sont  ^  3  mod  4«  '^  savoir 


a  pour  valeur 


ç('3)-f-(P(^7)-4-...-Hç)(4n  —  i) 


■11 


L;i  même  somme,  en  considérant  les  nombres  ^  i  mod  4?  c'est- 
à-dire 

o(i) -i- 3(5) -+-. .  .-f- cp(4« -f- 1), 

conduit  à  considérer  deux  cas.  Je  suppose  d'abord  que  4/^4-5  ne 
soit  [)as  un  carré;  en  faisant 


j'obtie 


us 


^c     "  \  2  C  —  I  /  3 


Mais  s'il  arrive  que  \  n  -+-  5  soit  im    carré,   le   terme  algébrique  se 
modnie  :  la  valeur  de  la  somme  étant  dans  ce  cas  (  '  ) 


A  — I 

.y  E-, 

1 


n  —  c^-\        îtA^+A 


(')  Il  semble  qu'il  y  ail  dans   cet  article  quelques  confusions  d'écriture,  mais 
nous  n'avons  pas  cru  devoir  modifier  le  texte  d'Hermite. 

E.  P. 


SUR  QUELQUES  CONSÉQUENCES  ARITHMÉTIQUES 

DES  FORMULES 

DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Bulletin  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétershourg, 
t.   XXIX,  avril  iSS^,  p.  S^â-oja. 


Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin  de  1876  ('), 
M.  Kronecker  a  donné  des  propositions  d'une  grande  importance 
que  j'ai  pour  objet  d'établir  dans  cette  Noie,  en  me  plaçant  à  un 
point  de  vue  bien  différent  de  celui  de  l'illustre  géomètre.  Posons 
avec  les  notations  de  l'auteur  : 

^o(?)  =  1  —  2(7-1-  iq'>—  279  +  .  .  ., 
2r.2 ( 7 )  =  2  v/7 -h  2  v/^8 -i- 2  l/'^SS  H- . . . , 
'^^{q)  =  i-+-2^H-25ri-f-2f79-!-..  ., 

et  désignons  par  F(/0  '^  nombre  des  classes  de  formes  quadrati- 
ques de  déterminant —  /idont  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes 
est  impair,  avec  la  convention  d'écrire  F(  /^)  —  -,  au  lieu  de  F(n), 
lorsque  11  est  un  carré.  Les  théorèmes  dont  je  vais  m'occuper 
consistent  dans  les  relations  suivantes: 

I 
(A)  [,'^)^'U^n-^-'i),{"^~^   ='^l(q)%(cj), 

0 

i 

0 

(G)  S^F(8n  +  3)q'"^~'=?;l(q), 


0 


{')   Ueber  quadratische  Formen  von  negativer  Déterminante,  p.  223. 
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<|iii  r<''V(-lt'tit  iiii)>  liaison  rtroilc  riilre  hi  iId'Oiic  ;ii'itliiii*li(|iii'  ii(  :> 
formes  i|iia(lriiti({ues  el  la  lliéorie  analvU<|ue  des  Iranscendantes 
elliptiques.  Deux  voies  s'oftVent  pour  contluire  à  ces  l)eaux  résul- 
tats :  l'une,  (pii  les  a  fait  (Jéeouvrir,  est  celle  de  \l .  Kronerker  ;  elle 
part  de  la  considération  des  modules  sini;ulnis  i|iii  donnent  lieu  à 
la  multiplication  c(jin|)lexe.  Une  seconde  qm'jiii  indicpiée  succinc- 
tement dans  une  lettre  adressée  à  \I.  I.ioin  ille  (  '  )  repose  plus  sur 
l'analvse  (pif  >in-  larithmélirpn'.  la  nolmn  déclasse  s'y  (rouNant 
amenée  |i;ii'  la  considération  des  formes  réduites.  Elle  m'a  donné 
déjà  la  démonstration  de  ré(|ualion  (C);jeme  propose  mainte- 
nant d'en  lii(  r  d'une  manière  plus  directe  cette  même  relation,  et 
aussi  délalilir  les  théorèmes  (A)  et  (B  )  qui  soiil  du  |)lns  i;rand 
intérêt.  J'exposerai  ensuite,  comme  conséquence  de  celte  méthode, 
quelques  expressions  des  sommes 

n  n  n 

2F(4n-i-i),       Vf(4«--i;),      ^F(»n  +  3), 

0  0  0 

où  l'on  verra  une  nouvelle  application  de  la  fonction  E  (ûr),  repré- 
sentant l'entier  contenu  dans  a:,  (\n'i  a  été  récemment  l'objet  de 
plusieurs  communications  importantes  de  M.  Bouniakowsky. 


J. 

La  représentation  des  difléreiites  classes  de  formes  de  détermi- 
nant; négatif  s'obtient  par  des  formes  particulières  auxquelles  on 
donne  le  nom  de  réduites,  et  qui  sont  caractérisées  de  la  manière 
suivante  : 

Désignons-les  par  (V,  B,  C),  et  soit  t  une  quantité  du  signe 
de  B,  et  égale  en  valeur  absolue  à  l'unité-,  on  aura  les  conditions 

Aie,         9.£B£A. 

Mais  faisons  pour  plus  de  précision  la  distinction  entre  les  formes 
non  ambiguës  et  les  formes  ambiguës.  Les  premières  seront 
(A,  ±:  B,  C).  en  supposant  B  positif,  différent  de  zéro,  et  excluant 

(')  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses  applications  à  l' arithmé- 
tique {Journal  de  Liouville,  année  iSGs.  p.  25). 
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les  cas  d'égalité  dans  les  conditions  précédentes  qui  deviennent  : 

A  <C,        2B<  A. 

Les  autres  ensuite  seront  de  ces  trois  espèces  : 

(A,    o,  G)  A<C, 

(2B,B,G)         2B<C, 
(A,    B,A)         2B<A, 

et  c'est  seulement  quand  le  déterminant  changé  de  signe  est  un 
carré  ou  le  triple  d'un  carré,  qu'on  doit  prendre  : 

B  =  G         ou  bien         iB  =  G,         aB  =  A. 

Cette  notion  des  formes  réduites  doit  recevoir  une  modification 
légère  en  vue  des  recherches  qui  vont  suivre,  où  nous  considérerons 
exclusivement  les  formes  dans  lesquelles  l'un  au  moins  des  coeffi- 
cients extrêmes  est  impair  (  '  ). 

Convenons  de  désigner  par  a,  a',  a''  des  nombres  im|)airs:  p&v  b 
et  b'  des  nombres  pairs;  ils  se  répartiront,  pour  un  déterminant 
impair,  dans  ces  trois  catégories  ; 

(ï)     (a,b,a'),  (II)     (a,a\b),  (III)     (b.a\a) 

et  pour  un  déterminant  pair  dans  les  suivantes  : 

(I)     (a,  a",  a'),  (II)     (a,b',b).  (III)     (b,b',a). 

Supposons  maintenant  ces  formes  réduites  et  admettons  que  les 
coefficients  moyens  soient  positifs  ;  je  les  ramènerai,  comme  on  va 
voir,  au  premier  type.  En  raisonnant,  pour  fixer  les  idées  dans  le 
premier  cas  (déterminant  impair),  j'effectue  la  substitution  au 
déterminant  —  i 

dans  la  forme  (H).  Elle  devient  : 

(a,  a  —  a' ,  a  —  ia' -^  b) 

et  par  conséquent  du  type  (I),  mais  le  coefficient  moyen  qui  reste 


(')  Ce  sera  par  conséquent  l'ordre  proprement  primitif  et  ses  dérivés  lorsque 
le  déterminant  sera  impair  ou  le  double  d'un  nombre  impair,  seuls  cas  qui 
s'otlrent  dans  les  théoi-émes  de  M.  Kroneclcer. 
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|Mi«.i(il  ti'iiiicliil  1.1  liMulc  (•uracU'n>l  i(|iic  drs  i  ('(liiilc-.  Il  (  >l  fn 
«•(l<'t  riiii  lies  In  mes  de  la  siiilp  : 

Il  —  X  ,     Il  —  A  T-  V.,      (/  —  A—  î,      .  .  . ,      a  —  I , 

où  /•  (lésigiif  le  plus  j^rand  nomhrf  iiiipaii- ((ititenii  dans  •  Toiilr- 
(ois  Ir  tifiiiier  coefficicnl  no  cesse  pas  de  salislairc  à  lacondilitm 

a  —  la' -^  b  '^  a, 

piiisi|u On  doit  supposer  :  2  rt' <<  h.  \^e  même  résultai  s'oLtenaiil  à 
I  égani  de  la  forme  (^IIIi,  cpii  est  im|)ropremenl  (-(junalenle  à 

(a.  a',  b  ), 

et  par  suite  proprement  éc|uivalent('  à 

(a,  a  —  a  ,   a  —  -x  a  -\-  b), 

nous  avons  celte  conclusion,  c|ue  toutes  les  classes  de  déterminant 
impair  sont  re|)résentées  par  les  formes  du  Ivpe  (I),  (A,  rir  B,  A.') 
où  Ton  supposera 

B  =  o,  2,  '(....,  A  —  I         cl        A  ;^  A'. 

(  hiant  aux  formes  ambij>uës,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant 
que  le  déterminant  est  ^  i,  ou  ^  3  (mod  4)-  Dans  le  premier  il 
n'existe  que  la  seule  espèce  (A,  o,  A'),  A  n'étant  jamais  égal  à  A'  ; 
mais  dans  le  second  cas,  les  formes  ambiguës  sont  d'une  part  (A, 
o.  A'  )  avec  la  condition  A  •<  A',  puis  (A,  B,  A)  en  prenant 

B  =  o,  2,  4,  . . .,  A  —  I. 

On  établir.i  de  la  même  manière,  en  considérant  les  déterminanls 
pairs,  que  les  formes  non  ambiguës  se  ramènent  au  premier 
Ivpe  (A,  ±  A",  A'),  où  l'on  doit  supposer 

A''.=  I,  3,  ô.  ...,  A  — 2         et         A<A'; 

les  formes  ambiguës  sont  ensuite 

(A,  A,  A')         avec  l'inégalité         A  <  A', 
puis 

(A,A".  Aj, 

en  prenant  encore 

A"  =  1 ,  3,  3,  . .  . ,  A  —  2. 
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Cette  seconde  catégorie   ne   se  présente  d'ailleurs  que  lorsque  le 
déterminant  supposé  pair  est  divisible  par  8. 

Nous  avons  exclu,  dans  ce  qui  j)récède,  les  formes  de  l'ordre  im- 
j)roprenient  primitif,  et  des  dérivées  de  cet  ordre,  nous  ajouterons 
à  leur  égard,  pour  les  déterminants  ^  5  (mod  8),  la  remarque  sui- 
vante. Ces  formes,  pour  de  tels  déterminants,  sont  du  type(2  a,  or", 
2  rt')  ;  eu  supposant  a!'  positif,  elles  sont  réduites  sous  les  condi- 
tions 


a"'S.a,         a^a' 


admettons  maintenant  aue  le  coefficient  moven  soit  l'un  des  termes 

de  la  suite 

«"=1,3,5,  ...,2a  —  I , 

les  formes  obtenues  en  prenant 

a"  =  a  -i-  '2 ,/-/-!-  4  •  ....  2  «  —  I 

ne  seront  plus  réduites,  mais  elles  le  deviendront  par  la  substitution 
précédemment  employée 

.r  =  X  ^  Y.         )'  =  —  Y. 

En  effet  daus  la  transformée  obtenue 

( 'i a.  ia  —  a" ,  la  —  i a" -^  ici!  )■, 
les  conditions  caractéristiques 

na  —  a" <!_  a,         la  —  a!' <ia  —  a" -^  a 

sont  satisfaites,  puisqu'elles  reviennent  à  celles-ci: 

a  <  a",         a  <i  a' . 
Toutefois  il  sera  nécessaire,  quand  on  aura 

a  —  a"-l-a'<«,         c'est-à-dire         a' ^  a" , 

demplover  en  outre  la  substitution  X  ^  Y',  \  =  X'.    Soit  main- 
tenant 

a"^a-x-b,         a' =^  a -\- b\ 
faisons  aussi 

a  —  b  =  ai: 

la  transformée  précédente  devient 

(2rti  -i-  20,  ai,  2  ai  -4-  -ib' ), 


Fon.Mi  i.i;s  iiK  i.v  Tiii:<>uii:  i)i:s  fonctions  eli.iptiqi  es.  i 'i3 

l«.'s  luniveaiix  élémeiil-> '/, ,  l>.  1»  ('•liiiit  cntirn'iiirrit  ;it  liilraires.  <  )n 
\nil  :iiiisi  qti«' relit'  forme  ildiirn'  «Ictix  luis  la  série  com|il»'le  des 
riMluites,  à  savoir  les  rédiiiles  elles-mt'ni«?s,  m  I  nu  prend //>• />, 
puis  leurs  Iransforniées  y.w  l,i  >id)Slilulioii  Xi=  \',  \  =:  \',  (|u;md 
on  suppose  h'  <i  l>-  Nous  avons  donc,  le  réstdlal  suivant  doni  nous 
lerons  hienli'il  usage.  Concevcnis  (pie  a,  a\  et!'  parcoureni  la  ^rrie 
des  nombres  impairs  >on-  la  coinlitioM 

a  <  «',         a  <  ■>. a; 

la  forme  {-KI-,  (t  ,  '/.ci )  reprrsenlera,  d  une  pari,  les  formes  ambi- 
guës, (art,  rt,  2rt'),  puis  celles-ci  (2  «,  ci,  2  «'),  qui  se  ramènent 
à  (^2f/,  .*.  fi  —  r/',  2rt)  ;  c'est  par  conséquent  la  suile  complète  et 
sans  répélilion  des  formes  ambiguës.  Il  y  a  à  excepter  toutefois  la 
supposition  de  a  =  d ^  c'esl-à-dire  la  forme  dérivée  de  (2,  1,  2), 
(pii  solire  seulement  lorstpie  N  est  le  triple  d'un  carré.  Elle  repré- 
sentera en  seeontl  lieu,  et  répétée  trois  fois,  la  série  des  formes  non 
ambiguës,  équivalenles  proprement  ou  im|)ro[)rement  aux  formes 
réduites  donl  le  coefticienl  moyen  est  posilif. 


il. 

Le  tlu-orème  (A)  de  M.    Kronecker,  qui  consiste  dans  l'égalité 

"  1 

2«  H 
F(4«-f-2)5'           -=:   S72rgf)^3(^j, 

0 

sobtient  au  moyen  de  ces  séries,  où  j'écris  pour  abréger 


iQ,  .J.},  ^.i 


au  lieu  de  ^o{q),     "^iiq),     -^C^) 


.  K  3^  \  1 

n  -' — 


?  I  I  i  X  ^HH  II 


X. 
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r 

La  première  est  le  développement  de  — ;;— sm  —^^>  la  seconde 

que  jai  donnée  sans  démonstration  (^)  a  été  établie,  ainsi  que 
d'autres  de  même  nature  dont  je  ferai  usage,  dans  une  excellente 
thèse  de  doctorat  de  M.  Biehler  (-)  à  laquelle  je  renvoie.  Multi- 
plions-les   membre   à  membre,    puis    intégrons   entre    les   limites 

zéro  et  -  ?  en  employant  les  formules 


•K 


On  trouvera  ainsi 

si  l'on  pose  pour  abréger 


S 


■I. 


1 

n  H — 


'7 


II 


1  r-  1 

n  +  -  \    +  n  +  ■ 


1 


-/«-^ 


Je  développe  maintenant  ces  expressions  suivant  les  puissances 
i  q   en   remplaç 
j'obtiens  d'abord 


de  q   en   remplaçant   ^^^^  par    i -|- y-"+' --u  (y- -"+'J  +...,    et 


=2' 


1 
-  rt« 


où  a  et  a'  parcourent  la    série  entière  des  nombres  impairs.  Soit 
ensuite 

«"=  I,  3,  5,  . . . ,  2«  —  I, 
et  l'on  aura 


-  (rt-  +  2rt<-('— rt"2) 


S,  =2?'' 

Désignant  donc  par  \  un  nombre  impair  quelconque,  et  par  ©(N) 


(')  Sur  les  théorèmes  de  M.  Kronecker  relatifs  aux  formes  quadratiques 
(C.  n.  Acad.  Se,  juillet  1863). 

(-)  Sur  les  développements  en  séries  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  troisième  espèce  (Paris.  Gautliier-Villars,  1^79). 
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If  iKniildP  de  ses  tlivisciirs,  iinii>   |(tiii\oiis  'lt''|à  ôcrirc 


S 


=  Vo(\  )7'-'  . 


Kn  pussaiil  ;"•  la  scconilc  somme  S,,  non-;  |i«i.>««T(tns 

rt'  -H  J! a<i'  —  a'^  =  x  \ , 

de  sorte  (|iie  2  N  sera  le  (iélerminaiil  ("liaii^^é  de  signe  de  la  forme 
({(ladialiqiie  (  k,  d"  n  -f-  :>,  «'  ).  Cela  élaiil,  nous  établissons  que  nous 
avons  ainsi  oljletiii  le  lv|)f  de  nos  non \  cl  1rs  rédniles  |)Oiir  nu  (!<•  ter- 
minant impairement  pair.  i<  |)r(''S('nt('-  |i;ir  (A,  A",  A')  en  montrant 
(jue  l;i  ddlérence  A  —  A'  est  nécessaircnienl  le  iloidjle  d  nn  nond)re 
impair.  <  )i'  nn  ,\ 

AA'—  A''-^^  >.\ 

cl  piir  consj'qiienl 

A.V=:i         (mn<l.i;. 

En  multipliant  p  ir  le  nonibic  impair  A',   nous  en   conclurons 

A  =  3A'         fmod4), 
d'où 

\-A'=2A'         (inod'i), 

comme  il  f.dliiil  le  faire  voir.  Soit  donc  pour  un  moment  y  (2N) 
le  nombre  des  cl.isses  non  ambiguës  de  déterminant  —  2  N  ;  il  est 
clair  fpi'on  obtient,  puis(|iroti  exclut  les  valeurs  négatives  de  A", 

et  le  développement  de  .'cJj.'^;)  soflVe  sous  la  forme  suivante  : 


7,=  4i:|'f(N)-f-/(2N)|r/^\ 

Mais  le  noinbie  des  classes  ambiguës  de  déterminant  —  2jN  étant 
'o  (N),  la  somme  'j  (\  )  -V-  f{  2  N)  est  précisément  la  fonction  F(2  N) 
de  M.  Kroriecker,  dont  la  proposition  se  trouve  ainsi  démontri'e. 


m. 

Le    second    lliéorème  de  rilluslre    géomètre   se  tire    des' séries 


H.  —  IV. 


10 
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suivantes  ; 


T    /  'V      4  7'-"^'      .    , 

Kx\         sin:r       JmJ,^  i  —  i/'^"-*-^        ^ 


•'2-'3 — mr—-  =  ZT~z-^7.   -. tt^tt  ^'"(2"  +  O^r, 


0 


Tt 


En  les   mulliplianl  membre  à   membre,   el  Intégranl  entre  les 
limites  zéro  el  -■>   on  en  déduit  celle  expression  : 

^J-î^l  =  2S  -H  4  Si, 


OÙ  l'on  a 


0 


«  -H  -         +  2  «  -♦-  1 


^'  ^  S„  '''    ,^y2.-M       ^'  -^  '-r'  +  .  .  •  +  5  fy    "■^]. 


u 


Cela  posé,  désignons  encore  [)ar  a  un  nombre  impairquelconque, 
et  soil  b  =  o,  ±2,  ±4?  •  •  ■  ■)  ^  {ci  —  1)  ;  la  première  série  prend 
celle  nouvelle  forme 

et  l'on  en  conclul  facilement 

N  parcourant  la  série  des  entiers  impairs  he^  1  (mod4)-  Soit  en  eft'el 

o  et  0'  étant  deux  diviseurs  conjugués  de  N  ;    on   aura  nécessaire- 
ment o^^rj'  (mod  4),  et  les  deux  s^'stèmes  d'égalités 

a  -h  ù  =  0,  a  —  0  =  0, 

ou  bien 

j  =  0,  a  ->-  b  =  0 

détermineront  toujours  pour  a   un   nombre   impair,    el  pour  b  un 
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m.iiildi- pan-,  >|iii  (li.iii^c  tir  siyne  en  passant  do  l'iiii  à  ['.xiiln:  .  I.- 
cas  où  N  est  un  canv  correspondant  ;i  /;  =  c. 

La  (|iianlllé  S,,   (Jévrloppée  siiivanl    les  puissances  de  y.  demie 


ensuite 


où  l'on  ddil  Ijiiri' 


-  (fi'-i-irt,-  — /»'i 


>.  =  Vv' 


Soit  niuiiitenanl 


a  ^.  I,  J,  j.  ..., 

A  =  o,  ±2,±4,  ...,±  (a  — I), 

c  =  t,2,  3 

«î  —  4  ne  —  h^  =  \  ; 


on  voit  que  N  sera  =  i  (niod  4)  et  représente  le  d  «'lerminanl 
changé  de  signe  de  la  forme  («,  />,  a  -+-  \  c).  Nous  trouvons  ainsi 
l'expression  (A,  zh  B,  A')  que  nous  avons  déjà  considérée,  carie 
produit  AA'  étant  =  i  (mod  4),  la  dilVérence  A'—  A  est  un  mul- 
tiple de  (piatre.  Or  il  a  ét('"  établi  que  cette  forme  donne  d'abord 
la  série  entière  et  sans  répétition  des  réduites  non  ambigués,  puis 
les  formes  ambigués  de  l'espèce  (A,  o,  A'),  où  l'on  a  A  <  A'.  C'est 
donc  la  totalité  des  diverses  formes,  moins  celles  qui  sont  repré- 
sentées par  (A,  B,  A),  en  prenant 


B  =  o.  2.  4 A 


Le  nombre  de  ces  dernières  est  pour  une  valeur  donnée  de  N 
le  nombre  des  solutions  de  l'équation  , 

Al—  132  =,  X, 

avec  la  condition  que  B  soit  positif.  On  doit  donc  comme  tout  à 
riieure  poser,  en  désignant  par  o  et  o' deux  diviseurs  conjugués 
de  4N, 

A  -  B  =  0,        A  +  H  =  0, 

mais  prendre  maintenant  o'  >  o,  de  sorte  que  le  nombre  cliercbc 
<^*l  5'f('^)'  'o''"5que  N  n'est  pas  un  carré.  Dans  ce  dernier  on  obtient 
évidemment  ^-J^li  +  i,  ou  bien  ^i^liJlI.  De  ce  que  nous 
venons  d'établir  résulte  que,  si  l'on  désigne  par  F(N)  le  nombre 
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des  classes  de  formes  quadratiques  de  déterminant  —  ÏN.  on  obtient 


S,=V[^F(N)-lo(N)J5r^', 


en  convenant,   lorsque   N  est  un  carré,  de  remplacer   F  (IN)  par 
F  (N)  —  -•  Or  on  a  trouvé 


I> 


S=2?(N)^^"; 
nous  avons  par  conséquent 

27o2^|=4(S-^2S,)=42F(N)/^^ 
comme  il  s'agissait  de  l'établir. 

1\  . 

Le  troisième  théorème  de  M.  Kronecker.  exprimé  par  l'égalité 

0 

se  conclut  du  développement 


e,(l|i) 


8  «2" 


9.        -v;^    yo-'« 

-^ ^  7  - — - — —sin?nor. 


OÙ  il  faut  prendre 

«  =  I,  3,  5,  .  .  ., 

et  de  celui-ci 

S^2        ^       •    ;.^^,      '     '    ^\^-q-\q     '^q     '-^...  +  q  '"     Jsin^n.r, 


dans  lequel  n  parcuuil  la  série  des  nombres  entiers. 

En  opérant  comme  précédemment,  nous  trouverons  d'abord 
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OÙ  l'on  a  fait,  en  supposant  o  =  i,  .i,  •).  ... 

V^     7"''-"     I       -T  -T  ("-Î  )     I 

La  première  suilc  pouvant  s'écrire 

a'  =  i,  \.  '),  .  .  . .  >.a  —  i, 

nous  poserons  N  =  4  rt^  —  r/- ;  ce  sera  un   entier  ^  .i  (mod  8),  et 

nous  désignerons  par  o  et  o'  deux  de  ses  diviseurs  conjugués.  Cela 

fait,  Sfnl 

•?(/  —  n  =  0.  xa  -\-  a  =  <j  , 

ces  conditions  détermineront  pour  a  et  a' des  entiers  impairs,  puis- 
qu'on a  ô^3o'  (  mod  8),  et  en  prenant  o  <  o',  a    sera    positif.  Le 

coefficient  de  q*    sera  ainsi  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs  de  N, 
et  nous  écrirons  : 

I..e  développement  de  S,   suivant  les  puissances  de  q  étant 

rt  =  1 .  3,  "),  . .  .  :         />  =  -2,  4 ,(),...  ;         a  "  =  i ,  3,  5,  .  . . ,  a  a  —  i 


ou  l)ien 

en  posant 
Nous  ferons 


ce  sera  donc  encore  un  entier  ^  3  (mod  8),  qui  se  présente  comme 
le  déterminant  changé  de  signe  de  la  forme  (2a,  «',  2  a'),  et  ce 
que  nous  avons  établi  au  paragraphe  1,  à  l'égard  de  ces  formes, 
donne  la  conclusion  suivante  : 
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Soient  pour  des  classes  improprement  primitives  (N)  le  nombre 
total  des  formes  ambiguës,  /  (N)  la  moitié  du  nombre  des  classes 
non  ambiguës,  le  nombre  de  solutions  de  l'équation 

aa'  —  a"2  =  N 

est  (N)  +  3y(N),  en  exceptant  le  seul  cas  où  N  est  le  triple  d'un 
carré,  la  quantité  précédente  devant  être  alors  diminuée  d'une 
unité. 

On  a  ainsi 

or  on  sait  que  (N)  =  -  cp  (N),  de  sorte  qu'ayant  obtenu 

1  1 

nous  en  déduisons 

S  +  .,S,=2,3[(N)-^'^./(N)J.y'    , 
et  par  suite 


In 


Le  procédé  que  je  viens  d'employer  conduit  comme  ou  voit  au 
nombre  total  des  classes  improprement  primitives  de  détermi- 
nant —  N,  représenté  par  (N)  -f-  2y'(N),  celui  quej'ai  donné  anté- 
rieurement (yow/v^a/ c?e  Z,iOM^'f7/e,  1862,  p.  25)  fournissant,  sous 
la  forme  même  qu'a  obtenue  M.  Kronecker,  l'équation 


^^ 


où  F  (N)  désigne  le  nombre  des  classes  proprement  primitives.  Du 
rapprochement  de  ces  deux  expressions  résulte  donc  la  relation  des 
Disquisitiones  A rithineticd' 

F(^)  =  3[(N)-t-u/(N)] 

et  dans  le  cas  où  N  est  le  triple  d'un  carré 

F(N)  =  3[(N)  +  2/(N)]-'î. 

M.  Lipschitz  a  donné,  de  la  même  relation,   une  démonstration 


i:ii 
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iirllhin«''li(nio  jiiissi  simple  (jirt'lt'ganle  dans  son  henii  M<'moiie 
|)iil)li«''  tlans  If  Journal  (le  Crelle  (l.  53)  :  Junigc  Satzo  nus  iler 
Théorie  der  i/uatlratischcn  Fur  me  n. 


\  . 


Il  MU'  r('>lc'  ;i  in(li([iiti-  îles  «onscMiuenccs  ai-itiinit'ti(|ii(>s  des 
forniidi-s  df  la  lliéorie  des  fonctions  elliptiques  dans  lesquelles 
intervient  la  fonction  \i{x)\  elles  se  tirent  de  la  renianjue  suivante  : 

J'ohserve  d'abord  (juc,  >«i  Ton  pose 

/(.r)  =  Ao-+-  A,.r-^...-^  A„a-''-f-..., 

le  développenietii  suivant  les  [)uissances  croissantes  de  hi  vaiialtle 
«lu  (luotient  • donne  la  relalion 

'  I  X 


/(t) 


I  —  x 


=  Ao-H(Ao-I-  A,)a:--l-.  .  .-t-  (  A„-t-  A,-4-.  .  .-H  \n)x"  -¥- 


(^lierclions  pareillonient  le  coefficient  de  x"  dans  le  développe- 


I  —  X 

conque.  Conume  on  peut  écrire 

/(  X"  I 


ment  de  la  quantité  ''— - — -i  où  a  désigne  un  nombre  entier  quel- 


I  —  ./■ 

À  =  O,    I  ,  ■}.,    . 


nous  poserons  la  condition  a'x-{-X  =  n.   qui  donne  évidemment 
pour  |j.  les  valeurs  o,    i,  3,    ...,  E(  -)•  Soit  donc   pour  abré<j^er 

l'écriture  v  =  E  (  —  ]  >  il  est  clair  qu'on  aura 

f(  X"  ) 

- — ; —  =  2(Ao-4-  A,-f-. .  .-I- Av)^"; 

c'est  la  relation  analytique  que  je  vais  employer,  et  je  l'a|)pliquerai 

d'abord  en   supposant  / (x)  = Nous  obtenons  dans  ce  cas 

la  formule  suivante  : 


I 


(l X  )  (l  —  X 

n  =  o 


-lh<^) 


X", 


i:)2 
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Multiplions  ensuite  les  deux  membres  par  ar*,  0  désignant  un 
entier  positif,  on  en  tire 


cr'' 


puis  en  changeant  n  en  n  —  h. 


=2[-K^)]-"*' 


.r" 


['-"'i'^)]-'- 


(i  —  x)(.T  —  .r"-  )       ^ 

On  voit  que  dans  cette  nouvelle  relation  il  est  nécessaire  de 
prendre  E  ( j  =  o  lorsque  n  —  h  est  négatif;  nous  ferons  dé- 
sormais cette  convention,  et  en  remarquant  que 

i^E(ir)  =  E(iF-4-n. 

nous  écrirons  plus  simplement 


37" 


(  I  —  .r  j  (  1  —  .r"  )       jmmà     \,  a 


X". 


Il  convient  de  joindre  à   cette  formule  celle  qui  donne  le  déve- 

loppement  delà  fraction- ,  qu'on  obtient  par  l'iden- 

tité 


X 


(\   —  X  ){\-^X'^) 

''  .  x''  (  1  —  a?«  ) 


(I  —  x){i^xa)        (I  —  a")(i  — a?-^) 
Nous  trouvons  de  cette  manière 


X'' 


fi  —  x)  (\  ^  X")        ^ 


.,  ,  n  -^  i  n  —  b\  /  7)  -h  a  —  b' 


■2  a 


2(1 


X'' 


ce  qui  conduit  à  introduire  une  nouvelle  fonction  E,  (x),  définie 
par  la  condition 

E,(r)  ^^ix-^-\  —  \l{,x). 


On  a  ainsi  sous  une  forme  plus  simple 

(  1  ^  a:  j  (  I  -t-  :r"  ;       jL^        \         i  a 


X' 


Je  me   bornerai  à  remai'quer,  à  l'égard  de  la  quantité  E,  {x), 
qu'elle  est  toujours  égale  à  zéro  lorsque  la  différence  x  —  E.  [x) 

est  moindre  que  -  ?  et  à  l'unité  si  l'on  suppose  x  —  E  {x)y-  >  c'est 


KORMfi.Ks  iti:  i.\   niioiui;  dks  fonctions  ki.i.iptiqies.  rj  { 

C«'  ijiic  iimiil  I  fiit   lc^  ni, il  iiiii^ 

K,(x-Hi)  =  E,(a-), 
hlJx-i-  -\  =  i-K,(.r), 

J'il|)|ill(|ll('r.il   riiciiic   l;i    IdiMiuli' 

■■^ ^  se  Ao  -f-  A,  +  .  .  .  -:-  Av  )  .r" 

I  —  ./• 

à  iiii   (Ms  iilus  "(Miér;il    en    nrni;int    /(.r)  =  -7  >    où    /.    est    un 

entier  (jnelcomnie.  Nous  .mrons  jilois 

k{ /<  -^  \).  .  A k  -\-  n  —  I  ) 

A  „  =  ) 

\  .i.  .  .n 

fl  Pdii  >;iil    d'ailleurs   (jiic    la   somme    Vo-|-  A^i-h  •••  +  Av   a    pour 
valeur 

C/.-  -^  !)(/>• -f-  '2).  ..(/• -f-v  )  ,.  (v  -h  r)(v -1- V.).  .  .fv  -f-/-) 

ou  hion '- • 

I  .■>....  V  1  .  •>. ...  A 

Il  sullil  (loue  |)onr  (»l)lenir  le  dé\elo|)j)emeiil  elierclié  de  iem|)lacer  V 
par  li( -)  dans  celle  expression.  Mais  soit  afin  d'abréger  l'écriture 
„    .     ^       \i{x)E{x^i)...^{x-^k-i) 


on  aura  ainsi 


2, ,    1  n  ^  a  \ 


(  I  —  r  )  (  1  —  a?"  jA' 

puis  en  raisonnant  comme  plus  liant 

x''  ^^  -^    I  n  -^  a  —  iy 

=  7,  l'-A 


Ce  résultat  établi,  nous  en  tirons  la  formule  relative  à   la  fonc- 

Lion  , r^ r,  en  la   mettant  sous  la  forme  ; ^^ -^ — -,  ■ 

(1  —  a7)(i -i-.r«)^  {\  —  x){\  —  X-"  f 

Soit  par  exemple  k  =  2,  un  calcul  facile  donne  la  relation 


(I  —  a:-)  (1  H-  a-«) 


a  i2 


2<^^^^^^)[-^^.(^)]-^ 
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mais  011  [Deul  suivre  une  autre  voie,  el  en  posant 


{i'+-x) 


-  =  Ao-+-  A]  a: 


A„x" 


chercher  la  valeur  de    la    somme    Ao+  \,H-  ...  +  V^    11    suffit 
pour  cela  d'avoir  le    coefficient  de  x"^  dans  le   développement  de 

la  fraction  ; ; t'  et  c'est  ce  que  donne  la   décomposition 

en  fractions  simples  rpii  permet  d'écrire 


(i  —  x){i-i'  X)'''        i  —  x        1-4- a:        (i^xy-  {\^x] 

La  quantité  cherchée  s'olFre  ainsi  sous  la  forme 

^- ;—        I  -1-  '2(7  -f-  I  )  -f-  2^ ^- 


,         (v  -+-  l)(v-l--2).  ..(V  -^/v  —  I)] 
'  J' 


\  .■>...  .{k  -  \) 

le  coefficient  de  x'^ ^   dans  le  développement   de       _  ^w,  _^ -ya)/i-' 
est  donc  obtenu  explicilement  au  moyen  de  l'élément  v  =  E( -j  , 

/  J   QQil   \k 

tandis  qu'en    partant   de    la   fonction   ^^ — ; —-j-,    ce    même 

coefficient  s'exprimera  dune  manière  toute  différente,   au   moyen 

fJe  El  —  ietE(—  +-)•   Soit  k.=  \ ,  pour  considérer  le  cas  le 

Xia]  \  i.  a  ■>- 1  * 

plus  simple,  nous  aurons  la  relation 


ou  plutôt 


nuis  si  l'on  fait  —  =^  x 


E  L  ^  -)  -  E(.r)  =  1  I  r  -  (-  .)E'.-2-'l  =  sin^  !L^i^, 

\  2  /  i. 

ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 

Je  ne  m'écarterai  point  de  mon  but  en  cherchant  en  ce  moment 
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à  ii|)|ir<»f<)ii(lir  lt.>  rclatinns    de   ccllf    luilurtî;   <•!    )<•  mh'    liciiiicru    .1 
i«'inanfiit'r  <|ne  de  ces  i(|pnhl«''s  forts  siiu|il<'s 

x<*  X'* (  I  -t-  .r"  H-  X*"  -+-...-♦-  .r'"'  -  "«  ) 


a-rt  J-"  (  I  -T-  -r"  -h  x'"  -i- .  . .  -+-  jr'"»  -  '  «  )* 


,' ,  _.  .r  )  I  I  —  j,-"  )S  (^  t  —  ./•  )  (  I   -  jr""^y- 

»)ii  conclut  les  proprit'lés  suivantes  de  l'^(j:")  el  Eo^^t  : 

EU)^E(x^±^)-^K[x-^l.^)^.,.-.E(x-^'^jl)  =  K.mx), 
=       Eî(mx)  —  nilù(x). 

VI. 

J'appliquerai  les  résultats  qui  viennent  d'être  établis  en  premier 
lieu  à  la  série  d'Euler 


^^ 


I  X  \    —  X' 


.H ^ h.  .  .  =  il  o{n)x", 

I  —  X"  TV/» 


où  C5(/?)  désigne  le  nombre  des  diviseurs  de  n.  l^a  relation 


(1  —  X  )  (l  —  X^  )         ^mi       \  a 

donne  alors,   comme  ou   voit,   la    proposilion    arithmétique   bien 
connue 

Et  pareillement  si  Ton  pose 

- — H  "^ — 1- . . .  -r-  '-^ — h . . .  =  >  ¥(n)x", 

l  —  X  I  —  j;2  l  —  X"  ÀmÀ       ^      ' 

de  sorte  qu'on  ait 

F(n)=/(.)+/(rO+/(«^')-^---; 
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en  tlcsignanl  par  <:/,  d\  elc.  tous  les  diviseurs  de  n,  nous  obtenons 

F(i)  + F(-2) -+-... +  F(n)  =2  e(^)/(«)         («=i,'^,3,  ...)• 
Supposons  en  particulier  que /'(«)  soit   un  polynôme  quelconque 
de  degré  A",  qu'on  pourra  écrire  ainsi 

/(  /t  )  =  A  +  B n  -4-  (.  -^ ^- .  .  .  +  K  — ^ ^ — ■ 

•^  1.2  \  .i  .  .  .  k 

Au  moyen  d'une  transformation  dont  Jacobi  a  donné  des  exem- 
j)les  dans  les  formules  du  paragraphe  40  des  Fiindamenta^  nous 
aurons 

I  —  a^  I  —  a'-         *  '  I    -  x"^ 

f-  7 +. . .  +  7   -, — -         (a  =  I,  -2,  3,  ...). 

On  en  conclut  l'ésalilé 


et  par  conséquent  celles-ci 


qui  offrent  autant  de  nouvelles  propriétés  de  la  fonction  E(x). 

Remarquons  encore,  au  sujet  de  la  série  d'Euler,  qu'elle  a  été 
mise  par  Clausen  sous  la  forme  suivanle  : 


X  I +  .r*     :     -H .  .  .+  a;"- 


I  —  X  J  \\  X-  J  \\  37' 

on  a  donc 

et  Ton  voit  que  dans  le  second  membre  les  valeurs  dea  ne  doivent 
pas  dépasser  l'entier  contenu   dans  \/ n  ^   que   je  désignerai   par  v, 
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pour  iiljr«'-;;rr.  Hciniir(|iii)iis  mainlcnanl  (|ii  <in  peul  ccriit' 


„/«  —  «  — a'- \        ,,/«\ 


et  ([Il  on  fi 


I 
nous  vn  conclurons,  la  formule 

(p(i  »  H-  œ(a)  -(-.  .  .4-  o(/i)  =  '-^'M  7  ) 


(a  =  1,  7.,  5,  .  .  .,  V  ) 


dont  j'ai  donn«*  ailleurs  une  clémonstralioii  arilinnclique  ('). 

Vprès  la  fonction  '■^(w)  se  présentent  celle-^  i[iio  M.  Kronecker 
a  consich'rées  dans  son  célèbre  travail,  sur  le  noniljic  des  classes 
de  formes  quadraliques  de  déterminant  négalif  (./o;//7/<'//  '.V  /^o/-- 
cliardt,  t.  T)?,  p.  2^8),  et  qui  se  rapportent  aux  sommes  des  divi- 
seurs des  nombres,  lilles  sont  désignées  et  définies  comme  il  suit  : 

X(«)     somme  de  tous  les  diviseurs  impairs  de  «, 

<l>(n)     somme  de  tous  les  diviseurs  de  n, 

V(/i)    excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  n,  supérieurs  à  yn, 

sur  la  somme  des  diviseurs  moindres  que  y/n , 
(j)'(/i)    excès  de  la  somme  des  diviseurs  de /i  delà  forme  SArti, 

sur  la  somme  des  diviseurs  de  la  forme  8Aiti  o, 
W(n)    cxeès  de  la  somme  des  diviseurs  8/.  ±  i,  supérieurs  à  \^n, 

et  des  diviseurs  8A"±:3,    moindres   que    \Jn.    sur  la 

somme  des  diviseurs  8A±i  moindres  que  y//i   et  des 

diviseurs  8â±3  plus  <;rands  que  \Jii. 

L  illustre  géomètre  dounc  ensuite  les  équations  suivantes,  où  je 
siqipose  pour  plus  de  clarté  : 

a  =  1,3,5,  . . ., 
c  =  I,  >.,  3,  . .  ., 


(')  Sur  quelques  points   de    la    théorie  des  nombres:   Extrait    d'une  lettre 
à  M.  Lipschitz  {Acta  mathematica,  t.  II.  p.  299.  —  Œuvres,  t.  IV,  p.   127). 
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à  savoir  : 

2--)*^  =2^  =2(7^ 


c 


q'  )' 


2*'^«)r  =2'""'^ 


1 


Nous  pouvons  par  conséquent  exprimer,  au   moyen  de  la  fonc- 
tion E(j:),  les  diverses  sommes 

X(i)-+-X(;3)  +  X(5) -+-..., 
X(-'.j -i- X(4) -t- X(6) +.  .  .         et         *(g  +  *(  2) -4-*(3) -f-.. .,        etc. 

Mais  parmi  les  résultats  qu'on  trouve  ainsi,  les  plus  simples  et 
les  plus  élégants  ont  élé  obtenus  pour  la  première  fois  par 
M.  Lipschitz,  à  qui  j'en  dois  la  communication.  En  désignant  par 
A,  B,  C  des  nombres  entiers  de  même  nature  que  <7,  b,  c,  l'émi- 
nent  géomètre  a  établi,  par  une  métliode  purement  arithmétique, 
les  formules  suivantes  : 


X(0  +  X(3)+...+  X(A;=VE,^__i!j 

*(i)^<ï>('2)  4-. ..+  *M::)=y  i-:2(-) 
w  (i)  -r-  w  {■?.)  -t- . . .  -^  w  (C)  =  y^  E., 


Et  sans  nul  doute  des  procédés  semblables   donneraient  aussi   les 
relations  d'une  forme  moins  simple  : 

w^  -  I  II'-—  Il  /A    _L_  /y  \ 

<ï>'{ij  +  <I>'(3)+...+  1>'(Â)  =2j(-if  aE(—^U 

^F'(i)  + W'(3)  +  ...+  r(A; 
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l^a  clcniirre  j)eiil  rncore  s'écrin-  : 


V 


(  —  n 


-    Kl'-   1 


-'^ 


(-11 


-lu'—  I  ) 
8 


ol  Ion  ileviii  premlrt'  les  dtMix  tlciiiirros   sommes,    en  s'arrèlanl  à 
l:i  valtMii'  (le  (/   (|(ii    esl   dDiiin'i-    pai-    le    |)liis    i;ian(l    nomliro    impair 

conlcnii  dans  y  \. 

VII. 


Une  autre  application,  à  lacpicllc  je  ni'arièler,ii  un  moment, 
concerne  la  fonction  ipii  i-cpiéscnte  le  nombre  des  solutions  de 
réfjuation  j'- -h  r- =  r.  I!n  la  désij^nant  par  /"(c),  la  théorie  des 
fondions  elliplii|iit  •^  douiif  les  relations 


Il  -1 


v.K 


■^  /i(^)g'  =  i^  î 


y«  ^—  i)  -  y" 


D  -\ 


■.!■+   1 


'_v/7" 

r 


dont    la    pK  inirrc    nous    conduit     immédiatement    au     théorème 
d'Eisenstein  : 


Delà  seconde  nous  tirons  ensuite 

fi;  ,  ^/,  ,o  )  +. .  .-f-/(8C  -H  -2)  =  42/-  '^''  ^  (  ^7^)  ' 


mais  ces  formules  ne  sont  pas  les  seules  auxquelles  mène  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  .lacobi  a  obtenu  en  effet,  dans  le  dernier 
paragraphe  des  Fiindanienla,  ces  développements  d'une  autre 
forme  : 


■ikK 


=  1  +  4 


(—ifq 


•>/.K 


II  —  I 


—  =42,^-')  -    v/r-7zi 
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et  le  premier  devient,  si  Ion  change  q  en  —  r/  : 

1  1 

J'en  ai  déduit  les  formules  suivantes,  que  je  me  borne  à  énoncer, 
ine  réservant  d'j  revenir  dans  une  autre  occasion  : 


i"   Soit  n  =  b.\ ; ,  et  posons  pour 


S  ^Ef'^ 


abreeer 


E 


(-.)"E( 


C 


S:=i^:/^^' 


E 


( 


C-r-2 


■2/1     --  I 

C  ^  n  \ 


II 


r    -^    /t     \ 

4/i     / 


on  aura 


/(i)+/(2)+...-i-/(G)  =  4(s-^Si-«.in'-^j 


2°  Soit  ensuite  n  =E(      '  "'   —  )»  nous  obtenons 


^/G-..3 


/(2)+/(io)+...+/(8C  +  'i) 

C  —  1.2- 


-[Kt 


E 


3 


(-' 


,,  /  C  —  «2  _^  ,j 

ij"  E    

V         2/i—  I         / 


/i  — 


^-4  sm- 


Enfin  on  trouve  dans  le  second  volume  des  OEuvres  de  Gauss 
(De  nexu  inter  inuUuudinein  classium^  etc.,  p.  2-g),  la  for- 
mule 

/(i)  -i-/r.2)  +. .  .+/(C)  =  4^  E  (\/G=:^)         [c  =  o,  I,  2 E(v/«)], 


qui  est  d'une  nature  toute  différente.  La  remarque  suivante,  que 
j'emploierai  tout  à  l'Iieure  pour  un  autre  objet,  en  donne  une 
démonstration  facile. 

Soit/(:r)  =  AoH-  S.^x  H-  Ao^''  +  .  .  .  H-  A„a:"'+  .  .  •  ;  le  coef- 
ficient d'un    terme    quelconque  du    développement    de    la    Ibnc- 

lion  '— —  se  tire  de  I  égalité 


I  —  X 


/(■T)     _V 


1  —  X 


X^xV-'-^'^         (  jj.  =  o,  I,  2,  .  .  .  ;  À  =  o,  I ,  -2,  .  .  .), 
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en  pusatil  la  (-onditioii 

U«-r-X   =  n. 

Nous    avons    ain>i    les    valeurs    'ji  =  o,   i,   >.,...,   \'A^/i),    et  en 

faisant,    [unir   al)r«^g;('i-    I  cciil  m  «•.    v  =  K(  y //),    il    est   claii'    ijn  nu 
obtient 


/(^) 


H2=2'V 


Av).r«. 


On  aurait  iliinc  manière  plus  «générale,   si  l'on  désigne   par  c  un 
riilier  «pielconque,  et  (pi'dii  fasse  alors  v  =  E  (  1/ —  )  • 


I  —  JC 


.H-  \-,}X". 


Soit  encore 

f(x)  =  A,  y/x  -+-  A,  v/^  -^...-h  \u  v^a7iî''-"'  +  .    .  ^ 

nous  trouverons  semhlahlenient 

/'-)   y(,v,^A,+.. 


I  —  ./• 


«  +  - 


en  prcnaiil   dans  ce  cas  v  =  h(  —^ I  • 

En  particulier  on  remarquera  les  relations  suivantes  : 


X  -h  X*  -h  .r-*  -4-  , 

I  —  X 


:VE(v/^)a;«, 


\/x-}-  y/^-r-  y  .r^^  -4-  .  .  .    _  "^       /  y/4  /;  -M  -4-  i  \      "-t-^ 

0 

puis,  comme  on  le  verra  aisément,  en  désignant  par  k   un   entier 
quelconque  : 


{x  -\-  x'*  -^  .r^  -T- .  .  .)x''^ 
i  —  X 

( \/x  -i-  y/x^  -\-  y/.r-3-t-.  . . ).r/' 


^y  g^  v/4  /i  —  I  —  4  />•  -+- 1 


(  n  =  /c  /,  -^  [,  /.•  H-  -2,  .  .  .) 

De  ces  formules  résultent  les  suivantes  : 
H.  —  IV. 


II 
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Soil 


F(^)  =  Ao^-  Aix  -+-.,.  +  Ai-.r* 


nous  aurons 


(  X  -h  x'*  -h  T^  -^ .  . .)  F  (  t) 


■.^Pl,,E(/^7^^) 


X" 


I  —  X 

(n  =  i.  "?..  3,  ...  ;  /r  =  o,  1,2.  .  .  .,  n  —  i ) 
et  semblableaient. 


I  X 


^A.E 


(n  =  o,  I,  ■>,  . .  .;  A"  =  o,  1,2.  .  .  .,  n). 

Supposons  dans  la  première  de  ces  deux  relations 

F (x)  —  X  -^  x^  -^  x^  ^  .  . . , 

elle  donne  immédiatement  l'égalité 

(  X -\- x'' ^  x^ -^  .  .  .)-       V^,^/   /— \ 

I  —  .r  ^^      ■ 

(n  =  i,  ■>..  i,  .  .  .  :  c-  =  1 ,  2.  .  . . .  E(y/«). 
On  en  conclut  le  développement  de  la  quanlité 

(  ]-h  IX  -h  'IX^-^  .  .  .)- 

sous  la  forme  suivante  : 


I  —  X 


V[(-f-  4E(v//i  — c2)].-r"         («  =  (),  1,2, 


et  par  suite  le  théorème  de  Gauss  : 

Prenons  de  même,  dans  la  seconde  formule, 

\  X  -+-  \/x^  -!-  \/x-°  -^ . . . 


F{x)  = 
nous  trouverons  la  relation 

I  —  X 


V'c 


'  /"-* 


3,  .  . .;  c  =  o,  I,  2.  .  .  .,  Ev//i), 


=2''^ 


«  ^  o.  1 ,  2.  .  .  .  ;  c  =  1 ,  2, 


1/4  rt  -I-  2  —  (  2  c  —  I  )2  -i-  I  \     " 

5 1" 
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L"'  ii'-»iill.il    ^iii\.iiil  ijui  «.  ••Il   lui'  : 

y,-2;-*-yMo;^...-^/(bC-Ha)  =  4^J'^(^^^^ j> 

où  la  soinnu'  doil  s'ét<Miclro  dans  le  second  membre  aux  valeurs 
«  =1  1 ,  3,  5,  ...  en  s'arrètani  à  la  racine  du  plus  g^rand  carré  impair 
coulenu  dans  4'i  H-  2,  a  été  doniu-  par  Liouvdlf,  dans  une  courte 
Note  tjui  porte  j)oiir  titre  Egalités  entre  des  sommes  fini  dépen- 
dent de  Uf  fonction  numérique  \i{x)  [Jourmd  de  Matlimuiti- 
r/urs,  a"  s<'rie,  t.  \  .   i8()o). 

Mil. 

J'arrive  maintenant  au  point  que  j'avais  principalement  en  vue, 
en  déduisant  des  beaux  théorèmes  de  M.  Kronecker  démontrés 
au  commencement  de   ces  recherches,  les  expressions   des    trois 

sommes 

A  =  F(?.)H-F(6)  +...4-F(4«-4-2), 

H  =  F(i)-hF(-5)  -4-...+  F(4«-t-i), 
G  =  F(3)-^F(ii)'^...-i-  F(««^-3;. 

V^oici,  parmi  plusieurs  autres,  deux  formes  sous  lesquelles  on  peut 
les  obtenir. 

Considérons  d'abord  le  premier  théorème  : 


"'2  "'a  —  4 


0 

je  remarque,  pour  former  le  quotient  — — -,  qu'on  a 

1 


0 
1j:^  —  \  -^-  IfJ -^  iq'''-Jr 

Nous  avons  ainsi  une  première  |)artie,  dont  le  développement 
suivant  les  puissances  de  q  est  donné  immédiatement  par  la  for- 
mule 

-j^j-  =^ /(  8c-h-2)^       -  (/<  =  o,  I, '2,  3,  ...;  c  =  o,  I,  ?.,  ..  .,  n). 


l64  ŒUVRES    DE    CHARLES    IlERMITE. 

Eli  appliquant  ensuite   l'égalité   obtenue   dans   le  paragraphe   pré- 
cédent 

{.V  -\-  x*  -^ x^ -\- .  .  .)  V i.x) 


\  —  X 

on  trouve 


:'y  A/,  E(v/«  —  k)x'^, 


^-i — -  =  7  f(Sc-^-i)h(\//i  —  2c)q 


ï  —  q 


n  =  o,  1,2,  3,  .  .  .;  c  =  o,  I,  2,  .  ...  E( — —  j    • 

«  +  .- 
La  somme  cherchée  A,  étant  le  coefticient  àe  q      " ,  dans  le  déve- 

loppement  que  nous   venons   de  former  de  — — -  >    nous    sommes 

amenés  à  la  formule 

4  A  =    7   /(  8  c  -4-  2  )  -L-  2  ^/(  «S  c  +  2  j  \l{\/ll  —  2  c  ), 

OÙ  il   faut  prendre  dans   le   premier  terme  c^o,  i,  2,  ...,  n^    et 

n  —  r 


dans  le  second  c  =  o,  i ,  2,  . . .,  Il 

D'une  manière  toute  semblable,  nous  parvenons  aux  développe- 
'ments  qui  suivent  : 


'■^A' 


(/i  =  O,  1,2,  .  .  .;  c  =  o,  1,2,  . . .,  n), 


3      _„  X-  r/o„    ,    „M7(  v/4n  +  i-8c-f-i   \^^^«  +  i 


/i  =  o,  1,2,  .  .  .;  C  =  O,  1,2,  ...,  ^^('■^j  y 

1 

«  -H  , 

Cela  étant,  le  coefficient  de  q      ^  dans  le   premier  et   le   coefd- 


2«-    -^ 


cient   de    q        *    dans    le    second    donnent   les    expressions    des 
sommes  B  et  C;   on  trouve  ainsi 


V  4  '*  -^  I  —  I  c  -+-  1 

■  j 


4  G  =.  V/(8c  +  2)  E  (^^5ZZÎE«LtLi)  , 
en  prenant  c  =  o,  1,2,  .  . ,,  n. 


1  f.  ■) 
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Nous  ohliendrons  les  mêmes  (juniilllés  sous  une  aulre  forme, 
dans  la<|u*>Ilr  (imiic  iiiii(|iiemcnl  la  (onction  Im./),  au  mojen  de  la 
série  de  Jacolti  dont  nous  a\ons  déjà  parlé  : 


^î=4^^T^-îv^T^^^v/7-7^--, 

el  de  celle  (pidn  m  lire  en  dian^canl  y  en  \'y  : 

Multiplions  à  cet  ellel,  membre  à  membre,  les  deux  égalités 

</  — 1 


r-       -  V  ~5~  4/ T    I    -^   7" 

C  "V    4/ ^ 


il  vienl  ainsi 


.(  — 1 


<7''  —  [         a 


'2. 


el  en  remarcjuant  que  — ; —  el 


f  a  =  I,  :},  5,  ...;  «'=  I,  J,  j,  ...), 


sont  des  entiers  : 


Il —  1        II'' -*-(!"'  —  1 


Nous  avons  donc 


i'j'^i-^)  '  g     ' 


\—q 


-w'2<- 


(/   -  1        II"  4-rt'2  —  2 


\)  -  (J 


I  -4-  ^« 

t  —  q^ 


I  -{-  7" 


{\-ij)(x  —  q^) 


de    sorte    que    les    formules    de    développement    précédemment 
employées  nous  donnent  : 


4î'2(-.)''^[e(^-^ 


2-(-  4«  —  aî—  <7'2 


E 


4« 
4n  -f-  .4  —  a2—  rt'2 


) 


J^«. 


Or  le  coefficient  de  q'^  se  réduit  à  rex[)ression  la  plus  simple: 


„/4«-t-2  —  a^ —  rt'2' 
I  -+-  2  I- 1  : I  î 


4a 


et  comme  le   premier  des  deux   signes  E  se  rapporte  à  tous  les 
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sysLomes  de  valeurs  des  nombres  impairs  el  positifs,   a  et  «',   qui 
satisfont  à  la  condition 

4  /i  +  2  -f-  4  «  —  (^''  —  '^''  > 


c'est-à-dire 


4rt-r-  1  —  a2—  rt'2|o, 

on  voit  qu'en  posant  sous  cette  condition 


4  rt  -h  2  —  «2  —  a-  \ 


puis  semblablement 

on  obtient  la  quantité  cherchée  sous  cette  nouvelle  forme 

En  second  lieu,  multiplions  par 
en  supposant 

C  =  O,     ±1,     ±2,     .  .  ., 

la  même  égalité 

<(  — 1 

On  trouvera  de  celte  manière 

I  (7  —  1       rt-  -I-  V  (■"  —  ! 

2;,::;^1  =  2ry^  2^(1-0  »    ^       ^       -^— ^, 
et  si  Ton  désigne  par  b  le  nombre  pair  2C,  nous  aurons 


•^2^         V  V/     r^  — ï —       1  +  9'° 


I  </— 1 


-^;2(-'^-  [H Va ,) 


E 

4rt 

Posons  donc  la  condition 


4n-t-i  —  a'-—b^-  >o. 


4 
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on  supposant  <(ue  rt  soit  inip.iir  ri  positif, /^  ayant  des  \nleiirs  paires 
positives,  nulles  ou  né}^ali\es,  et  soit  alors 


=2'- 


H—  I 
I    )       '■        . 

.(     -  1 


>.=\(-M  -  K( y 

la  (|iiaiilili'  Il  sera  cxprnnéc  par  la  Icjinuile 

En  dernier    lieu,   nous  Iroiivcious    par   des   eonsidéralions    toutes 

semblables 

C  =  S  -H  ■>.  S I , 

en  posant 


Se/ 


les  deux  sommes  se  rapportant  à  tous  les  systèmes   de   nombres 
impairs  et  positifs  a  et  a\  satisfaisant  à  la  condition 


•S  II  -\-  i  —  x  a"-  —  a'2  ^  o. 


Je  ferai  une  apjjlicaticjn  de  la  première  des  formules  obtenues, 
qui  servira  en  même  temps  de  vérification,  en  supposant  n  =  0. 
On   trouve  que  la  condition  posée,  à  savoir 


xCy  —  a-  —  a-  _:  o. 


est  remplie  pour  les  valeurs 


a  =  I,         «'  =  1 ,  3,  5, 
«  =  3,         a'  =  1 ,  3, 
a  =:  5,         a'  =  I. 


Le   nombre    a   étant    trois  fois  égal  à  i,  deux  fois  égal  à  3  et  une 
fois  égal  à  5,  nous  avons 

On  obtient  ensuite 


^■-(f)-(f)~<^)- 


:    : 

— 

•2 

= 

— 

(i 

= 

— 

lo 

= 

— 

i4 

= 

— 

i8 

= 

— 

22 

= 

^ 

26 
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La  somme  A  des  nombres  de  classes  de  déterminants  D= — 2, 
—  6,  —  10,  —  1 4,  —  i<^,  —  22,  —  26  est  donc  égale  à  20;  c'est 
en  cil'ct  ce  f|ue  donne  la  Table  suivante  des  réduites  : 

(1,0,  2), 

(1,0,  6)  f  2,0,  3), 

(1,0,  10)  (2,  o,  5), 

(1,0,  i4)(2,o,  7)(:i,  dri,  5), 

(i,  o,  18)  (3,  o,  6)  (2,  o,  9), 

(l,  o,   2)  (2,  o,    II), 

(1,0,  26)('2,o,  i3)(3.ii=i,9)(5,±2,6). 
J'indiquerai  encore  en  terminant  la  formule 

la  somme  du  second  membre  s'éiend  à  lous  les  entiers  positifs  c 
et  c'  satisfaisant  à  la  condition 

(C-l-i;(2C-f-2C'-hl)fn-(-I, 

en  convenant  de  réduire  à  moitié  les  termes  qui  sont  donnés  quand 
on  suppose  c'=o.  La  démonstration  de  ce  résultat  sera  l'objet 
d'un  travail  qui  paraîtra  prochainement. 


EXTRAIT   I»IM;   IJ/rTIUi  ADRESSÉE  A  F.  GOMES  TEIXEIR  \. 

SI  R  MOS 

iM)i.Y\oMEs  i)i:  ij:(;i:m)|{k. 


Journal  de  Ciencias  iiKtlhéinaticas  r  nsfrono/nicns,  t.  VI,  iSSJ,  p.  Si-S.}. 


.  .  .  \  ons  connaissL'Z  cell<'  hellc  pioposilioii  de  AJ.  Tcliol)i('lic\\ 
que  le  polynôme  \„  »le  Lei;endre  est  le  dénominateur  de  la  réduite 
d'ordre  n  du  développement  en  fraction  continue  de  la  quantité 


-  log =  _  -H  — -   -f-  — _ 


On  j)euty  parvenir,  comme  vous  allez  le  voir,  au  moyen  du  dé- 
veloppement en  série,  (jui  a  été  le  point  de  départ  de  T^egendre  et  a 
donné  la  première  définition  de  polynômes  X„,  à  savoir 

I  .         .,  .. 

===  =  \o-4-  X,  j:  +.  .  .-f-  \„z"-h.  .  .. 


yj  I  —  ■).  ZX  -v  z^ 

Soit  pour  abréger 

R(  z )  =  i  —  'A z X  -h  z"^  ; 

je  remarque  d'abord  qu'en  changeant  :;  en  -,  on  aura 

I  Xrt    ,    X,    ,  ,     X„      . 


/îûT) 


rfl  +  i 


Il  en  résulte,  comme  je  l'ai  établi  page  299  de  mon  Cours  d^Ana- 

r   z"dz 
lyse,  que  l'intégrale  /      /  s  exprime  ainsi  : 

r  z"  dz      ,,,      ,- —     ^.    r    dz 
J  /ïï(7T  J  v/ïÛT^ 

en  désignant  par  F  (:;)  un  polynôme  en  5  du  degré  n  —  i . 


lyo  CKUVRJÎS    DK    CHARLES    HKKMITE. 

Et  il  esl  facile  de  voir  que  ce  polynôme  est  donné  par  le  déve- 
loppement en  série  suivant  les    puissances  descendantes  de  ;?  de 

l'expression 

1  r  z"  dz 

\/\\{-z)J   \/'W{z)' 


en  n'en  prenant  que  la  partie  entière.  Cette  partie  entière  s'obtient 
au  moyen  de  la  relation 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

z"  dz         \nz"        Xi^«-i  X,s«-' 


/: 


s/K{z)  fi  «  —  '  «  —  ' 

Il  suffit  en  effet  de  multiplier  membre  à  membre  avec  l'équation 
I  Xo        X,  X,     , 


— -"> 


^R(z)         - 

et  l'on  trouve  immédiatement  ainsi 

Xlz"~i        (on-i)XoX,3«-^ 


F(^)  = 


n  n(n  —  i  ) 


Je  remarquerai  seulement  le  dernier  terme,    le   terme  indépen- 
dant de  ::,  ou  bien  F(o),  qui  a  pour  expression 

Ce  résultat  donne  en  elfet  la  valeur  de  lintégrale  définie 


/ 


z"  dz 


■0   v/R(-) 
où  ç  désigne  la  plus  petite  racine  de  R  (c)=  o,  c'est-à-dire 

î  =  or /vT-  —  I  . 


Si  Ton  emploie  la  formule  générale 


/7ïïf^  =  '^s[---  +  v/R(^], 
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on  a  fanli'iiiciit 


'0   v/R(-.) 

<1  on.  |iar  ronscqnonl, 

•'  5"  d 


'      dz  ,       /-r»  —  I         I  ,       J-  -4-  I 

'.      ^  .r  ~  I 


r^     ds         ,      v^. 


/"  z"  dz  „^    .         r  .r-t-  I 

/  =—  F(o)  -+■  -  \,,  log . 

et  cette  expression  de  linté^rale  (Jt-lîme  contient  In   Iullc  |)ioposi- 
tronde  M.  Tchebiclieu . 

Faites,  pour  le  voir,  la  suhstilution   3  =  wÇ,  l'intégrale  devient 


on  bien 


'     Y, 


en  posant 

quantité  finie  pour  x  infiniment  grand.  Eflectivement 


■i' 


».  ar 
ce  qui  donne  pour  x  infini 

~  ■2"-'  J„    /7^  ~  I .  i .  5 . . . •>. rt  —  I 
Remarquez  encore  que 


F,„)=2^ 


X/X„_/. 


17  /      \ 

est  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  n  —  i  ;    ,,       est    bien    par 


conséquent  la  réduite  d'ordre  n  du  développement  de  -  log — — 

en  fraction  continue. 

Paris,  3i  mai  i885. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M.  HERMITE 

PAR  M.   FUCUS. 

SUR  UN 

DÉVELOPPEMENT  EN  FRACTION  CONTINUE. 


Acta  rnathematico,   t.   IV,   11^84,  p.   89-92. 


Peat-étre  vous  inléresseia-l-il  de    voir  la  manière  dont  je  me 
suis  démontré  votre  théorème  ainsi  énoncé  : 

«  Soient  a  et  (3  deux  exposants  dont  la  somme  a  +  |j  ^  A',  k  étant 

entier  et   positif,   et  —la  réduile  d'ordre  n  du  développement  en 

fraction  continue  de  (.r  —  a)^(.r  —  b)'^.  Les  poljnomes  A  et  B, 
des  degrés  /i  et  n  -\-  k,  se  déterminent,  sanf  un  facteur  constant,  en 
posant  : 

(I)  Dx[(^  —  a)"^<^(x  —  b)"+^]  =^(x  —  a  }^ix  —  6)3  A, 

(II)  D'i+''[{x  —  ay^-^^-<^(x—b)"+'^-^]  =  {x  —  a)-=^(x-^b)'^B.   » 

D'abord,  comme  on  peut  changer  l'expression  (.r  —  a)'^  [x  —  6)P 
an  moyen  d'une  substitution  linéaire  et  entière  en  ^"(i  —  ^)f',  je 
considère  immédiatementune  telle  expression,  ou  j>lutôt.a?'  (i  —  xY-, 
en  mettante  et  jj.  au  lieu  de  a  et  [ii. 

Je  me  restreindrai  à  la  démonstration   de  la   formule  (1),   parce 
qu'on  peut  procéder  de  la  même  manière  pour  |)rouver  la  seconde. 
Il  suit  d'une  formule  donnée  par  Jacobi,  dans  un  Mémoire  pos- 
thume [JoarJial  de  Borchardt^  t.  56,  p.  149,  §3)  qu'on  a  l'équa- 
tion 

(i)     D^[a;'»+>-(i  — a7)"-t-iJ-] 

=  (i  -t-  X)(2  +  ^  )...(«  -H  X),r>-(i  —  x)^  F(—  /?,  k  -t-  n  4-1,  n-  X,  x). 


SUR    IN    DÉVEI-OPPEMKNT    EN    KHACTION    CONTINUE.  17'i 

(  )r  011  ptiii  poser 

ai  a  —  i) . . .(  IL  ~  A   ~  i)  ,. /.  ,     i\ 

(il      x'  (  I  —  X  »'J-  =  (!*■(  ar)  -T-   — : ; I'     A,   i ,   1  -f-  A,  -     , 

I .  A . . .A  f  / 

(jn  (x)  éliiiil  1111  |)<>l vnotnr  t'iilit'i-  *lii  (l»'j;i(''  /. .  l'^ri  <lt^vcl()|)|»aiil 


F(x.,./  +  ,.i:) 


en  friulioii  continue,  on  voit  (|ue  \c  dcnoniinatenr  de  la  ri-duile 
d'ordre  //  est  identifjiie  à  la  quantité  A  (sauf  un  liicteur  eonstanl), 
«1  l'un  déduit  des  formules  de  Heine  (Journalde  liorcliai'll ,  t.  o7, 
p.  23 1,  et  aussi  Haitillnuli  der  Kiigclfunclionctt,  i.  I.  Cliaji.  V), 
sauf  un  facteur  constant, 

(3)  A  =  F(— /j,  /  -t- « -^  I,  I -f- X,  x). 

On  peut  donc  substituer  dans  l'équation  (i)  à  la  fonction 

F(—  /<,  /i  -J-  «  H-  I,    I  H-  X,  xj, 

la  quantité  A,  ce  qui  démontre  la  première  de  vos  deux  formules. 

Heidelberg,  17  octobre  i883. 

EXTRAIT  DTXI-:  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  FUCHS  PAR   M.   IIER.MITE. 

...  Je  me  permets  maintenant  de  vous  communiquer  une  autre 
manière  de  parvenir  au  résultat  (jue  vous  avez  établi.  Sous  ce  nou- 
veau point  de  vue,  je  puis  supposer  k  inditréremment  positif  ou 
négatif,  j'admettrai  seulement,  lorsc[ue  le  second  cas  se  présente, 
que  n  -r  />'  soit  positif.  Cela  étant,  je  pose,  en  développant  suivant 
les  puissances  descendantes  de  la  variable 

(a;  — a)"+*(x  —  6)"-*-?=  I'  -h  -  -+-  -^  -h. .  . , 

V  désignant  la  partie  entière,  et  je   |)reuds  les  dérivées  d'ordre  n 
des  deux  membres  de  cette  égalité. 
J'obtiens  ainsi 

t 

—  D«  P  ^  -^ ', - •- 
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D"P 

et  cette  relation  met  immédiatement  en  évidence  que     ^     est  la 

rédiiite  d'ordre  n  du  développement  en  fraction  continue  de  la 
quantité 

le  numérateur  étant  du  degré  n  +  k  et  le  dénominateur  du  degré  n. 
On  parvient  à  la  même  réduite  si  Ton  part  de  l'égalité  suivante  : 

(x  —  aY+''-<^{x  —  6)«+/'-p=  Q  M-  -^  +  -^  -H.  .  ., 

où  la  partie  entière  Q  est  du  degré  2  /«  +  k. 

En  j)renant  en  elTet  la  dérivée  d'ordre  n  +  /»•  des  deux  membres, 
nous  trouvons 


{x  —  a)-'^{x—by^\^  =  D.r+'''Q 


Qpn+li+\  ^n+k+l 


et  comme  tout  à  l'heure  on  en  conclut  que  ^^  est  une  réduite 
du  développement  de  {x  —  a)~'^[x — b)~^. 

La  fraction  inverse  -,^,1+/^^.  est  par  conséquent,  d'après  le  degré 
de  son  dénominateur,  la  réduite  d'ordre  n  de  la  quantité 

(x  —  a)^{x  —  b)?, 

et  vous  voyez  que  vous  pouvez  écrire,  sauf  un  fticteiir  constant, 

Ces  relations  mettent  en  évidence  une  liaison  bien  singulière  el 
que  jusqu'ici  je  n'ai  point  cherché  à  approfondir  entre  P,  Q,  A 
et  B  ;  je  me   contenterai   d'avoir   établi  par  la  première  le  résultat 


que  j'avais  en  vue. 


I^aris,  i''   février  1884. 


KXTHAIT  DlNi:  I.KTTIIK  DK  M.  IIKIlMITf-:  A   M.  MPSCIIITZ. 

SUR 

L'usAGii:  DKs  i»i{(ji)rns  infinis 

1).\.NS    LA 

TliÉOKIi:  l)i:S  lONCTlOXS  ELLIFIIQUKS. 


Actd    nui/hr/iialira.    t.  I\'.    1884,  ]>.    i<|i. 


...  Liiif  remarque  à  celle  occasion  sur  les  formules  (-),  (8),  (g), 
(lo^l,  (1  i)  de  la  pai;e  89  des  Fundamenta;  il  me  paraît  convenable 
d'introduire  ces  quatre  produits  infinis 

A  =  (  H-  grî  )  (H-  y  i  )  (  I -H  gr6  )  ,  .  . 

(  ABC  =  I  ), 

D  =  (l  —  ^2)(l  —  f/i)(l  —  7«)... 

on  a  alors 


/^  =  -^  C/^  A'^  D,         ^/i^  =  B^  D,         ^/HJi  =  C-^  D. 

En  évitant  lesdénominateurs  j'obtiens,  comme  vous  vovez,  plus  de 
symétrie. 


DISCOURS 

PRONONCÉ   AUX  OBSÈQUES   DE   M.    BOUQUET^ 

AU    NOM    DE    LA    FACULTÉ    DES    SCIKNCES, 

le  II  septembre  i885. 


«   Messieurs, 

»  Je  viens  adresser,  au  nom  de  la  Faculté  des  Sciences,  un  der- 
nier adieu  à  l'un  de  nos  collègues  les  plus  respectés  et  les  plus 
aimés,  dont  les  travaux  mathématiques  ont  honoré  la  Science  fran- 
çaise, et  qui  s'est  consacré  avec  dévouement  jusque  dans  ces  der- 
niers mois,  jusqu'à  ce  que  la  maladie  eiit  triomphé  de  son  zèle,  à 
ses  devoirs  d'enseignement. 

»  En  sortant  de  l'Ecole  Normale,  M.  Bouquet  a  été  d'abord  pro- 
fesseur au  lycée  de  Marseille,  puis  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
J^jon,  pour  occuper  ensuite,  pendant  près  de  vingt  ans,  la  chaire 
de  Mathématiques  spéciales  du  lycée  Condorcet  et  du  lycée  Louis- 
le-Grand.  (]es  deux  établissements  garderont  toujours  le  souvenir 
des  brillants  succès  dans  les  examens  d'admission  à  l'Ecole  Poly- 
technique, dus  autant  à  l'homme  de  cœur,  qui  portait  à  tous  ses 
élèves  intérêt  et  affection,  qu'à  léminent  géomètre  qui  mettait  un 
talent  supérieur  à  enseigner  les  éléments  de  la  Science  dont  ses 
travaux  reculaient  les  bornes.  C'est  en  collaboration  avec  Briot  que 
M.  Bouquet  a  donné  de  beaux  et  imporlanls  Mémoires,  parmi  les- 
quels je  dois  surtout  mentionner  celui  qui  concerne  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  puis  sur  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  un  Ouvrage  qui  compte  parmi  les  plus  importantes  pu- 
blications analytiques  de  notre  époque.  D'autres  recherches  de 
notre  savant  collègue  ont  pour  objet  la  variation  des  intégrales 
doubles,  les  tangentes  aux  courbes  gauches,  les  surfaces  orthogo- 
nales, les  équationsauxdifférentielles  totales,  des  questions  difficiles 
et  d'un  haut  intérêt  dans  la  théorie  des  intégrales  hyperellip- 
tiques  et  leurs  fonctions  inverses.  Le  mérite  de  ces  travaux,  uni- 
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verselleinrnt  reconnu,  a  reçu  l.i  |>lii^  ImmIc  des  ««iiist'cralions  : 
l'Acadéinic  des  Sciences,  en  iH-,"),  a  ii|)|)cl('  iM  .  Hou(|iicl  à  occuper, 
dans  la  Section  de  (u'oniélrie.  la  |)lace  de  M.  l'xi  li  mihI  (lr\(iiii 
Secrétaire  perpétuel. 

»  En  ce  monieni,  je  iw  dids  pas  pntio[)rendre  d'apprécier  les 
reclierclies  d'AnaKse  ({iii  ont  t'-ié  rd-iivre  princ'ipalc  de  notre  col- 
lègne,  mais  je  ne  puis  oinclire  de  rappeler  cpiidles  ont  <'té  inspi- 
rées par  les  découvertes  de  Cauchj.  Au  terme  de  sa  glorieuse  car- 
rière, Cauchj  a  eu  le  bonheur  d'avoir  dans  nos  collègues  Puis(.'ux, 
Briotet  Houcpiet,  des  disciples  dignes  de  lui,  cpii  ont,  en  des  points 
essentiels,  complété  ses  travaux  et  mis  dans  une  plus  vive  lumière 
la  puissance  et  la  fécondité  de  ses  principes.  Ces  disciples  ont  «'té 
des  amis  dévoués  à  sa  mémoire,  au  oulle  de  son  gc-nie;  M.  Hou- 
t|tiel,  pendant  les  Ireize  années  qu'il  a  occupé  la  chaire  d'Analyse 
de  la  Faculté,  s'est  fait  l'instituteur  des  doctrines  du  maître  im- 
mortel, et  ce  n'est  pas  le  moindre  honneur  de  sa  carrière  d'avoir 
élevé  ses  leçons  au  niveau  de  Fa  Science  de  notre  temps  et  aplani, 
pour  les  élèves,  le  chemin  (|ui  mène  à  ses  plus  hautes  régions. 

»  Au  nom  de  la  Faculté  des  Sciences,  au  nom  de  l'amitié  <|ui 
nous  unissait,  j'adresse  un  suprême  adieu  à  Thomme  excellent, 
au  collègue  regretté  de  tous,  au  géomètre  éminent  que  nous  avons 
perdu.  « 


H. —  IV.  13 


SUR 

LA  THÉORIE  DES  FRACTIONS  COiNTïNUES. 


Bulletin  des  Sciences  nidlliéniatiqucs,   l.  IX,  i88j,  p.   ii 


La  déaionslralion  du  théorème  de  Laorange,  sur  le  développe- 
ment en  fraction  continue  de  la  racine  d'une  équation  du  second 
degré  à  coefficienls  entiers,  nie  semble  pouvoir  être  présentée  en 
suivant  l'analyse  du  grand  géomètre,  sous  une  forme  assez  simple, 
pour  être  donnée  dans  l'enseignement. 

Soit  l'équation  proposée 

A  ar2  -}-  2  B  a:  H-  C  =  o, 

désignons  {)ar  a  et  b  ses  racines,  et  en  supposant  (jue   la  première 

qu'on  développe  en  fraction  continue   soit   positive,   représentons 

P     P'  . 

par  K'Ty    deux  réduites   consécutives  de   rang  quelconque.    Soit 

encore  A  le  ([uotienl  complet  correspondant  à  la  dernière  réduite, 

la  relation 

P'X  +  P 

donne  l'équation  du  second  degré 

A(P'À  -r  P)2-^  alKP'X  -I-  Pj  (Q'X  +  0)4-  C(Q'À  4-  Q;2=  o 

ou  bien 

les  coefficients  G,  H,  K.  étant  aussi  des  nombres  entiers,  assujettis, 
à  la  condition 

H2— GK  =  fB2_  AG)(PQ'— QP')2=  B^  — AC. 

Désignons   pour  un    instant   par  |jl  la   seconde  racine  de   cette 
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é(jii:iti<>ii  (|ni  so  lire  de  la  relalion 

P'a-f-  P 


*"Q>Tn' 


rlle  a  pour  expression 


'1  ^ 


g/;      I 


>'  » 


el  voit!  la  reinai'(|ue  essenlielle  à  hupielle  elle  iloiiiie  lieu 

On  a  dahord 

g  |>Q'_gp' 


ou  plult\l 


()'  ()',Q7,_|") 


0 


Q'~Q'(Q7;-I") 


Cela  élaiil.  j'emploie  la  condition  suivante,  où  e  est  une  quanlilé 
inférieure  à  1  unilé  en  valeur  absolue  : 


\"               £ 

■ 

"        (^'  ~  Q'î' 

v=^'^ï--îy      ■ 

[^  =  " 

Q      ;- 

(V  -"  Q'.(/,_«,^, 

on  en  lire 


el  par  suile 


Celle  expression  montre  (pie,  pour  des  valeurs  croissantes  de  (^', 
<x  est  représenlé  avec  une  approximation  de  plus  en   plus  grande 

par  la   fraction  —  —-r    l^a   série  des  équations    du    second    degré 

en  A,  qui  loules  onl  une  racine  positive,  supérieure  à  luniu-,  pré- 
sentent donc  celle  circonstance  qu'à  partir  d'une  certaine  l'éduite 
el  pour  loules  celles  qui  suivront,  leur  seconde  racine  sera  négative 
el  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue,  attendu  que  (^  est  infé- 
rieur à  Q';  c'est  dire  que  les  coefficients  G  el  K.  seront  alors  et 
indéfiniment  de  signes  contraires,  le  coefficient  inojen  fï  étant 
de  même  signe  que  K. 
T^a  condition 

H2_GK  =  B2— AC 

permet  ainsi  de  conclure  immédialement  qu'ils  sont  limités  el  ne 
peuvent    ofiVir  qu'un   nombre    fini    de    combinaisons.    L'une    des 
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équations  du  second  degré  en  A  se  reproduira  donc    nécessaire- 
ment, ce  qui  établit  la  périodicité. 

J3ans  le  Tome  XIX  des  Annales  de  Gergonne,  p.  294,  Galois 
a  donné  un  théorème  d'un  grand  intérêt,  dont  la  démonstration 
peut  encore  être  abrégée  en  la  présentant  comme  il  suit  : 

P 
Soient  :r  une  fonction  continue  immédiatement  périodique,  -;-  la 

fraction  ordinaire  irréductible   représentant  la  période,    et  ^"  la 

Vo 

P 
réduite  qui  précède  — ;  on  aura  l'égalité 


d'"-' 


_   Pa-+  Pq 
ou 


Cela  étant,  j'observe  qu'en  faisant  ;r  =  —  ^>  la  transformée  oble- 
nue, 

peut  être  regardée  comme  provenant  de  l'équation 

P^  +  Q 


$  = 


Pn$-+Qo 


Or,  on  tire  facilement  de  la   loi  élémentaire  de  formation  des 

P 

réduites,  que  le  développement  de  -p-  en  fraction  continue  offre, 

dans  un  ordre  inverse,   les  mêmes   quotients    incomplets    que   la 

P  Q  .  ,  p 

fraction  ^r  »  et  que  7^  est  la  réduite  qui  précède -rp*  Par  conséquent 

V  vo  Po 

la  quantité  ^,  ou  bien  l'unité  divisée  par  la  seconde  racine  de 
l'équation  en  x  et  changée  de  signe,  donne  lieu  à  une  fraction 
continue  immédiatement  périodique,  dont  la  période  est  celle  de 
la  première  racine  écrite  dans  un  ordre  inverse,  (^'est  le  théorème 
de  Galois;  l'article  de  l'illustre  géomètre  sur  les  fractions  conti- 
nues a  été  reproduit  dans  le  Journal  de  Liouville^  t.  XI,  p.  385. 


UfiPONSK  A  UNK  LKHHK  ADUKSSflE  A   \1    HKKMITK 
l'AK  M.  OBHASTZOFF  I)K  SAINT-l'fcTEUSH()UH(i. 


NOTi:  ni:  m.  iikkmiti:. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques^  t.   I\,  i885,   p.  i}*). 


Dans  le  Tome  76  du  Journal  de  Borcliardt  (p.  ao3)  (  '),  j'ai 
remarqué  c|ue  les  expressions 

P  cosr  —  Qsina:     et     P  sinar -t- Q  sina: 

sont  les  solutions  de  réquallon  de  Bessel 

d'^y        xn  dy 


dx*  X    dx 


-+-r  =  o. 


C'est  ce  qui  m'a  conduit  aux  résultats  dont  M.  Ohrastzofl'  a 
donné  une  démonstration  élémentaire  qui  annonce  un  beau  talent 
d'analjsle  dans  son  jeune  auteur.  Qu'on  fasse  en  eflet 


z 


.T" 

on  aura,  comme  on  sait,  la  nouvelle  relation 

d^z 


-[^^^-'V 


dx^ 
à  laquelle  satisfait  par  conséquent  la  fonction  z^o[x).  Posantdonc 

M  =  cp(«.r),  V=:'î>{bx), 

ces  expressions  vérifieront  les  expressions. suivantes  : 

a        \  n( n  —  \)  1  - 


d-^u 
dx 

d^v 


'^--['^--¥ 


(')  Voir  aussi  Œuvres,  i.  III,  p.  i35. 
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Or  on  en  lire 

el,  par  conséquent, 

<^^^'  du        ,    ,        ,  „  s    /"        , 

ce  qui  donne  sous  forme  explicite  la  valeur  de  linlégrale 

/   'i ((■/,/•)  o{  bx)  d.r. 

Supposons  ensuite  rt  =  ^  =  1  ;    nous  devrons  prendre,    pour   n 
el  i',  les  deux  solutions  de  la  même  équation,  c  esl-à-dire 

P  cosa?  —  Q  sin  t 
a  =  ) 

P  sina"  -h  Q  cos.r 


('  = 


alors  de  la  relation 


dv  du        _ 

M  —, V  -r-  =  C 

d:r  dx 


on  conclut  immédiatement 

r  dx       1 


V, 
ou  bien 


yax        (■ 
«■•'      ■  u 

,    r     dx  P  sin^ -i- Q  cosa: 

'  J    ':,-(x)        P  cos  37  —  Q  si  n  x 


11   ne  nous  reste   donc    qu'à    déterminer   la  constante  C,   dans 

l'équation 

'  dz  dz^ 

Z\  —j—  —  z  — —  =  Cl, 
dx  dx 

et  à  prouver  qu'elle  a  pour  valeur  1  unité.  Je   remarque,    dans  ce 
but,  que  les  expressions 

y  .       ri 

<»    — 

donnent  d'abord 


■  >         -1 

X'<'  X" 


dz        _  dz\  _     '     /  ,  dy  dy\ 

"^  dx        "  dx  ~    '-"  '  ■    -/-      -^ 


•NOTK    l»i;    M.     lll.llMIII..  iS) 

fl  oiisiiitc  qtrdii  :i  [  .hmrntil  dr  liorcliaiilt .  I.  T().  |i.    'n)î) 

y  =  \*  cosx  —  (^  sin  j-  =  ax*"-^'  -t-  a'./*"  •^••-4-. .  . , 
^1  =  P  sin  j:  -J-  Q  cosr  =  û  -+-  ^' x  -t-  . . . . 

nv  I  '      I  -1  II  tly  dvt 

De  CCS  dt'veloppeinenls  resiillo  (iiie,  linu^  la  fiiianiitr  t,  -p-  —  v  -^ , 
Il  1  1  .      ff  f.  f^j. 

le   lerme  du   dcojr»'    le    moins    élevé,    (iiii   provient    de    Vi-y-»    ^^^ 

II.     f/ ,. 

(art-j-  i)ajîij:-";   nous  avons  donc  C  r=  (2//  +  i)a^.   J'ai    ohlenn 
«Tailleurs,  dans  l'article  cité, 


■5 .  »  7 ...  a  «  -4-  I 


<|nanl  au  coefficient  Tj,  c  csl  précisément  le  terme  conslanl  dans  le 
polygone  Q,  qui  esl  é{j;al  à  .>.:').-  ...  :>. /i  —  1,  ainsi  qu'on  le  voit 
aisément;  on  a  donc  bien(^  —  1,  comme  nous  nous  étions  proposé 
de  l'étahlir. 


NOTE 

AU  SUJET  DE  LA  COMMUNICATION   DE  M.  STIELT.IES. 

SUR  UNE  FONCTION  UNIFORME. 


Comptes  rendus,   t.  101,  i8(S5,  p.  iii. 


La  proposition  de  Riemann  se  tire  facilement  de  la  formule  em- 
ployée par  le  grand  géomètre 


ax 


1        r''  x"-^  da 
en  décomposant  l'intégrale  définie  en  deux  parties  et  écrivant 

OÙ  to  désigne  une  constante  positive  arbitraire.   On  met  ainsi  en 
évidence  deux  fonctions 


Pis) 


et 


■1 


G(.)=  f 


w 

_x-'- 

1  dx 

e'' 

—  1 

w 

X'- 

1  dx 

ex 

—  I 

qui,  Tune  et  l'autre,  seront  uniformes  si  l'on  convient  d'employer, 
dans  les  intégrales,  la  valeur  principale  de  x.  C'est  dire  que,  en 
posant  X  =  e',  ce  qui  donne  pour  t  une  seule  et  unique  détermina- 
tion réelle,  on  prendra  x'  =  e^'.  Gela  étant,  il  est  clair  que  G  (5)  est 
une  quantité  finie  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  5, 
puisque  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  est  différente  de  zéro  et 
représente  une  fonction  holomorphe. 


SIR    IJ.NK    1(I.\(IHIN     IMIilHMK.  |8J 

Je  reniai(|ii('  tm mo  i|u<;,  m  érrivaiil 


T*    '  dr. 


lo  f.icteiii   ■  varie  dans  le  même  sens  en  Hécroissanl   entre  les 

limiles  de  linlégralc  ;  on  a  doni",  si  Ton  désif^no  par  \  une  (jnan- 
lilé  comprise  entre  ces  limiles  et  |)ar  ).  le  lacleur  de  M.  Darboux 
dont  le  module  ne  pcul  dépasser  l'unité, 

.1* 

'  "  p^  rlr     —  X  1  /  p^  -4-  I  \  * X      .    , 


i(s)  =  /,  I      e    •    X       =  X  log     ) 


Supjiosons,    de    plus,    (pie   s    soil  réel,  le   maximum    du    facteur 


-ix 


e    *     X*   '  correspondant  à  la  Naleiir  \  :=  2  (5  —  1),  on  en  conclut 
que  0(5)  a  pour  maximum  l'expression 

Ceci  posé,  c'esi  l'intégrale 

„,         r'^x^^dx 


dont  il  s'agit  d'obtenir  l'extension  analytique.  Nous  supposerons, 
dans  ce  but,  que  w  soit  moindre  que  2—,  ce  qui  permet  d'eniplojer 
le  développement  connu 

e-^  —  1         X        2         I .  V.         I .  V. .  3 . 4  '         ^        'i 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 


r'"  x"-^  dx  _      .      t'      I  M        Y*  C— i)''B„a»2n  1 

-  0  ^  *  —  '  L  *  —  '  ^  *         "^    1  .  '2  .  .  .  2  n  (  2  Ai  -r  s  —  I  )  J 

Or  l'expression  à  laquelle  on  est  ainsi  amené 

(—  l)"B„0j2« 


.V  —  1  2.9  ^êÀ   I 


.in{  2n  -\-  S  —  I  j 
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esL  une  fonclion  analvlique  d<;  s;  (;ar,  ayant 


H„ 


■i{  \  -+- 


>2« 


l  .:>...  .  •>  /i 


(  o.T.y^" 


le  terme  général  prend  cette  forme 


^^(■^:^+---)/ 


?.n-^s  —  I 


ifi 


qui  met  la  convergence  de  la  série  en  évidence   pour   toute  valeur 
de  s,  puisqu'on  a 


—  <i 


La  fonction  de  Riemann  se  trouve  ainsi  étendue  à  tout  le  plan 
par  la  formule 


Hs) 


où  Ton  a 


r(s) 


[F(.v)  +  G(5)J, 


r(s) 


=  e'--  s 


n[(-^)'"" 


(«  =  J,    •).,    ...,   CCj. 


Mais,  cette  fonction  liolomorphe  s'évanouissant   pour  5  =  o,   —  i , 
—  a.  ....  on  voit  que  le  seul  pôle  .ç  =  i  subsiste  dans  le   produit 

de  377 —  P'"'  lî*  fonction 

1(5)' 

F(S}=:  CV-'       — > . 

L  S  —  I         'is       jLà  \  .■>...  .  i.  n  (  ■>.  n  -h  .s-  —  1  )  J 

Il  suffit  ensuite  d'observer  que,  dans  ce   produit,   la  fraction  -; 

iplieepar  rrr— ->  ce  qui  se  réduit  a  1  unité  en  supposant  5  =  1 , 
pour  obtenir  l'expression  donnée  par  Riemann 


l(n  = 


s  —  I 


^{s), 


où  4'  (5)  est  une  fonction  liolomorphe.  Enfin,  je  remarque  que  les 
pôles  de  F (5)  étant  les  nombres  o,  —  1,  — 3,  —  5,  ..  .,  la  for- 
mule 


$(^)=f^[F(-0  +  G(.)J 
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iiioiilre  (|ue  l{s)  s'évatumit  «'ii  faisynl  s  =.  —  ■>.,  —  -{,  — <^),  .  . .  .  Kii 
même  Irmps  on  ohlieiil  ce  n'-siilliil 

;  (  —  V«  «   -r-  I  )  = ^  , 

1 .  7  ...•;!  n  A 
nù  /.  fsl  la  \  aleiii'  de 

(2/1  -!-  5  —  I  I  I"(  5), 

(iiiand    on   suppose  .v  =.  —  •>.//-!- i ,   <'V.sl-à-cllre ; 

'  '  '  I .  '  . . .  7.  //  —  I 

il  vient  donc 

(— n"B„ 


^{-■}.n-hi)  -- 


}.n 


Mai>  M.  Slieltjes  «'"(ail  déjà  parvenu  à  ces  deux  eonséquenees 
donl  il  m'a  donné  communication,  et  j'ai  seulement  \oulu  montrer 
comment  on  y  est  conduit  sous  le  point  de  vue  auquel  je  me  suis 
placé. 


SUR  LES 

FONCTIONS    HOLOMORPHES 


Journal  de  Mathématiques,  4*  série,  l.  I,  1883,  p    9. 


MM.  Briot  el  Bouquet,  ont  établi,  d'une  manière  élégante,  dans 
leur  Ouvrage  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (p.  2o3), 
cette  proposition  si  importante,  qu'une  fonction  holomorplie  dont 
le  module  est  fini  pour  toute  valeur  de  la  variable  est  une  cons- 
tante. Je  me  propose  de  démontrer  le  théorème  plus  général  que 

toute  fonction   bolomorpbe  f  (3),   telle  que  le  rapport  "^-^^   soit 

fini  pour  :;  infiniment  grand,  est  un  poljnome  du  degré  n  en  z.  A 
cet  effet,  je  partirai  de  la  formule  de  Maclaurin  : 

/(a.)=yïo)+^/'(o)4-...+  -^-£^/"(o)  +  J, 

où  l'on  a 

x-+^f{z)dz 


IITZ  J 


rll+X 


{z  —  x) 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'une  circonférence  de  rayon  /ayant 
son  centre  à  l'origine,  et  qui  contient  à  son  intérieur  le  point  dont 
l'affixe  est  la  variable  x. 

J'emploierai  ensuite  celte  expression  qu'on  obtient  facilement 
de  toute   intégrale  f  ¥  {z)  dz^  elTectuée   le  long  d'une  courbe  de 


longueur  c,  a  savon* 


/ 


¥{z)dz  =  XaF(;r), 


où  ^  désigne  l'affixe  d'un  point  de  la  courbe,  et  A  le  facteur  de 
M.  Darboux,  dont  le  module  a  l'unité  pour  limite  supérieure. 
INous  pouvons  ainsi  écrire,  en  représentant  par  (^  =  re'^  l'affixe 
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iriiii  |i(iirii  (lr  celle  rircouftTence, 

:;'—(!:- :r)  •  . 

Mettons  inniiitrn.mt  Zf~'^  ;iii  lirii  (\c  /•,  et  il  xiriidiji 

(>ela  étant,  j'observe  ({ne,  la  foncliou  y* (.r  )  élanl  lioloinorplic, 
on  peiil  faire  croître  an  delà  de  tonte  liinile  la  circonférence  qui 
sert  de  contour  [)oiii-  I  intéf^ralion.  Parla  nous  voyons  qu'en  suppo- 
sant, coinnie  nous  I  avons  admis,  (jtie      _^    resle  une  ([iianlilé  iiiiic, 

lors<jue  le  module  de  z  augmenle  indéfiniment,  on  trouve  .1  =  o  ;  la 
fonclion  considérée  est  donc  bien  un  polynôme  de  degré  /?. 


SLK  UNE  APPLICATION 


DE   LV 


THÉORIE  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES 

DE   SECONDE  ESPÈCE. 


Annales  de  l'École  Normale,  3*  série,  t.  FI,  i885,  p.  3o3. 


On  doit  à  Jacobi    les  développemeiils  en   série  de   sinus    et  de 
cosinus  des  expressions  suivantes  : 

e(a7-r-a)        H(a--i-rt)        <di{x-^a)        H|(.r-i-  a  ) 
>d(x)      '  %{x)      '  e(a7)       '  <ô{x)      ' 

(Mii  se  sont  otTertes  dans  ses  recheiclies  mémorables  sur  le  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  point  fixe  d'un  corps  qui  n'est  solli- 
cité par  aucune  force  accélératrice.  Ces  résultats  découverts  par  le 
grand  géomètre  m'ont  paru  devoir  être  complétés  en  considérant 
Le  système  complet  des  seize  quotients  qui  ont  pour  numérateurs 

e(a7-t-rt),     \\(x  +  a),     e,(.'r-f- cf),     Wy{x-^a) 

et  pour  dénominateurs 

0(a:),      Hr.r),     e,(.r,),      II, (.r). 

Les  quantités  qu'on  obtient  ainsi  appartiennent  à  la  catégorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  ayant  un 
seul  pôle  dans  le  rectangle  des  périodes  2  K,  2  /  K',  et  elles  offrent 
ce  caractère  particulier  que  l'un  des  multiplicateurs,  celui  qui 
correspond  à  la  période  2  K,  est  égal  à  =t  i . 

C'est  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce  que  je   me  placerai  dans  ce  qui  va 
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suivre,  en  me  |>ro|)o«.aiil  <!••  lairo  \nii-  < oinnicnl  elle  peniicl  Je 
iléinonlrer  (arileinml  \r>  fniiniilt's  de  Jaculii  <i  celles  «l"»'  J  v  ai 
aj<tiM«res. 

I. 

Considérons  en  priMnier  la  série 


V 


nilZii 


e    "^ 


siii  — ^  ( X  -+-  -iniK'  1 


OÙ  le  nonihre  enlier  n  prend  loules  les  valeurs  de  —  x  à  4-  ^, 
rt  élanl  une  conslante  qui  sera  représentée  par  y. -h  /  a' ;  je  dis 
(ni'elle  esl  convergenle,  (piel  que  soil  x,  pourvu  (|ue  a'  soil.  en 
valeur  absolue  inférieur  à  K'. 

Kn  elTel,  le  terme  général  étant  mis  sous  la  forme 


■?.ie   "* 


/Tt  ,    ...  m  .... 


on  pourra,  au  dénominateur,  négliger  la  preinière  exponentielle 
ou  la  seconde,  suivant  que  n  croît  positivement  ou  négativement, 
ce  (pu  donne  les  (piantités 

iiiT,                ,.         i~.f                  nin    ,        .    ,,,        »t:.>' 
— —    2(«  +  2/k)H —  — —  (2<»4-2ik'| ~r- 

—  lie-  -  "  ,     v!  /  e  ■  . 

Ecrivons  —  n  au  lieu  de  //  dans  la  seconde  et  prenons  la  limite 
pour  n  inliuiment  grand  de  la  racine  n^"'"'^  des  modules,  on  aura 
pour  résullal.  si  l'on  remplace  a  par  a  +  <a', 

-  !'  'a'-t-  h'i  !'  'a'—  K'i 

Ces  deux  limites  seront  donc  inférieures  à  l'unité  en  posant 

a'-i-K'>o,  a' — K'<o, 

et  la  série  sera  convergente,  comme  nous  l'avons  dit,  (juand  la 
valeur  absolue  de  a'  sera  moindre  que  K'. 
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Soit  rnalnlenanl 


*(^)-2 


e    ^ 


sin  — T7{x  -î-  -irtiK') 


j'observe  que,  l'indice  n  variant  de  —  00  à  +  00,  on  peut  changer  n 
en  /?  4-  I  et  écrire 


e        ^ 


sin  -7r[.r  -h  2( /i  -1-  i)i  K' ) 


sin  — ^(a:  H-  ai'K'H-  t.ni\\! ) 
2K 


De  la  composition  même  de  la  série  résiille  donc  la  relation 
ou  bien 

On  a  d'ailleurs  immédiatement 

<I>(:r -f- 2K)  =  —  *(a?); 

ainsi  *\>  i^x)  est  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde 

espèce  aux  multiplicateurs  —  i   et  e  ;  ses  pôles  s'obliennenl 

en  posant 

sin  — ^  (  X  -r-  i  nih.  )  —  o, 

d'où 

X  =■  -iinK  —  2  «i  K', 

m  désignant  un  entier  arbitraire  ;  par  conséquent,  on  n'a  à  l'inté- 
rieur du  rectangle  des  périodes  2  K  et  2  «  R'  que  le  seul  pôle  x  =  o., 

auquel  correspond  le  résidu  - —  Les  propriétés  que  nous  venons 

de  reconnaître  suffisent  à  la  complète  détermination  de  la  fonc- 
tion <l>  {x),  et  l'on  sait  construire  avec  les  transcendantes  de  Jacobi 
une  expression  qui  les  réunisse  :  c'est  la  quantité 

>K  H'(o)e(.r-+-rt) 
~       H  (  .r  )  0  (  a  )      ' 
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([III  .1.  «Ml  ellot,  les  in»''mr>  iniiliipliraleiiis   ••!    !••  mt'iiic   |nilf  .c  =  o 

,        .    •  ,     7.  K  •        ,         ,     • 

avec  10  it'SKiii  — ;   on    i,  p.ir  siiito,  \:\  rpliilmn 


•'  K   II  (  o  )  Hi  j-  t-  <» 


•'  K    1 1  (  o  )  H 1  j-    t-  <»  I  _  •^ 


in  — — •  {t  -T-  9. /J<  K') 
''.  K 


cl  il  siil'lil  il»-"  penmiler.r  ri  tt  pour  en  conclure  riinr  des  formules 
(le  .lacohi,  à  savoir 


';>.K   \\'{o)^(x  ■+-  a)       V7  ^ 


9.  K    ll(o)«(a?-4-  a)  _'^ 


k 


■)H(a)  Ad    .      -   ,  ...,, 

Les  aiilres  s'en  déduisent  de  la  manière  suivanle  : 
Cliangeons  d'abord  a  en  a  H-  /  k',  nous  aurons 

ni  T.  .»■ 

i\\   H'(o)  H(ar-4-a)    -Tif_V f— *! • 

sm  — —  [ a -i- (  2 «  4- I  j  i  K  J 

puis,  en  multipliant  |)ar  e 

(2r-4-  Il  /r  '■ 


u  k  H'(  o  j  Il(.r -+- «)  _'>r^  <? 


2 


2K 


-       e  j-^ei  « )         .^  .     ..  .   ,, 

sm  — —  \a  -h  {'xn  -r-  \)i\\ 
■}.W 

Mettons  enfin  dans  ces  deux  relations   «  4- K   au   lieu   de  a,  on 
olitiendra  les  formules  qui  restaient  à  étalilir 


•iK   11(0)  B,(> -i- «j       v^  e    ^ 


r'-l 


^    '  cos  —77  (a-^?.nil\  ) 

i.  K 


12  n  +  1  /  -  >■ 


•>. K  ll\()j  Hi  1  ^' -h  ^/ )      '^'  e 


=2 


2K 


cos  —7^   a  -1-  (  •'.  /t  -1-  1 1  {  K 

.»  IV  "^ 

Je  joindrai  iminédialemenl  à  ces  expressions  des  quatre  quotients 
contenant  (^(.ci  en  d('noininaleur  ceux  dont  le  dénominateur 
est  0,  iyX')^  cl  (jui  s'en  tirent  par  le  cliangemenl  de  x  en  a;  H-  K. 
Les  formules  ainsi  réunies  ont  un  même  caractère  analytique  essen- 
tiellement distinct  de  celles  que  nous  obtiendrons  ensuite  ;  je 
II.  -  IV.  i3 
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conviendrai,  a(in  de  les  écrire  de  la  niantère  la  plus  .slni|)le,  de 
représenlei'  par  des  lettres  n  et  m  tous  les  entiers  pairs  et  impairs, 
tant  positifs  que  négatifs  ;  cela  étant,  on  a  le  Tableau  suivant: 


(') 


(•>) 


(  'i  ) 


(5) 


(G) 


(7) 


■ili   il ' (  o  )    B{x  -r-  a  )  _  -yi 


m  71.  !• 
,    2h 


si  11  — —  (a  -H   ni  K) 
■>.  K 


■2  K   ll'(o)  IJ(.r  +  ^/)  _y^  e    -'^ 

•i  K   H  '  (  o  j  e  1  (  :f  4-  <•/  ) 


sin  -^  fa  -f-  fnili'  ) 
•a  K 

„    2k 


6  .r)  Hi(rt  .^  -n 

■a  K 


liliTl.v 


aK   ll'(<>  1 1I|(  j-  -r c<  )       xn  e  -'* 


^  2  l\     Il    !  o  )  II  I  (  J-  -r    «-<  )    _  '^ 


71  e{X)(ài{a)  Mmk         ^     71 


COS  — ;7  (  a  +  «ii  K    ) 

2  K 


2K   H'(  o  )  Wii  .r -I- <■/ ■)  _-^         f— I)- 


e    2K 


e,(.r)H(a)  .^    .       ,. 

sin  —77  (an-  /h  Is.  ).• 

'2  IV 


:>.  \\   11  (o)  Hi  (  X  -f-  n  )       s^  i 


m  g    i  k 


^     ^     ^     ^  sm  — ;-(>'/  —  //??K  ) 

•2  K 


n     nm.f 
2   ^    -iK 


•aK   ir(o)    0  (  ./• -t- /■/)  _ 'V^         (— i)-e 
1:        fc),(.r)ll,(rt)       ". 

eu:?  — r-  \  t-*    ^— 
•2  K 

•2K  ll'fo)  ll(a"-^-«)      v»        (—i)"'e   -'* 


cos— |-  (<:/  -h   /î/l\') 
•2  K 


•2  IN.  11    ()  )  llia" -i- «  )       V71         — 
(8)  —^ =>  


0i(.r  )  0,(rt)  .Md  71  .     , 

•i  K 


11 


iNous  coiisidéroiis  en  second  lieu  une  série  d'une  forme  entière- 
incul  dillerente  de  la  précédente,  qui  est  représentée  ainsi  : 


m  7t  II 


(/*  =:  o,  =b-2,  d:4,  ±  6,  .  .  .  j. 


I<l'> 


PONCTIONS   OOLBI.EMKNT    PKHIOliiylKS    DE    SECONDl:    Esl>E(:K. 

I  ).iii.->  celle  luiiiiule,  I  eiilifi-  //  p.uciMiil  luiilc  l;i  siiile  (le>  iujimIji  es 
pairs  de  —  x»  à  H-  x,  ri  la(|ii;inlil<'  désignée  p;ir  î  tluil  è Ire  supposée 
nulle  pour  n  ■=  o  et  égale  à  l'unilé  positive  ou  négîilive,  selon  (pie 
n  est  Ini-nièine  positif  on  négafit". 

(  )n  di'via  (jonc,  en  ni  iilroduisanl  ijue  les  entiers  positifs 
n  =;:  ?.,  i,  <).  . . . ,  la  décomposer  en  deux  séi"ies  partielles  el  l'écrire 
ainsi  : 


m  1:11 


T.a 

rot  —rr 


col  —■ "♦    f 

•l  K  ^md 


V    ..    ÎK 


(Ml  -  "-  (.?•  -»-  nl\\  )  -^  i 
■>.  K 


(./•  —  ni\\'  )       i 


ou  bien  eneoi'e,  an  ino\(Mi  d  une  liunslonnulion  facile, 


—  {iiil  +  iii  h  -l-J') 
*'  K 

-fi  —.r        v^       <r 

col  — ;-    -;-  col   — r^7    'T    7     

V.  K  -2  K  ^d       .         TT       .  .... 

SI  11  -V-  I  J"  -T-  ni  K  I 
■>.  K 


fît 
—    -:  \n  I  —  ni  K  -+  .f) 
.,      2  h 


r 


sin  — —  ( .r  —  ni\\'  ) 
■>.  K 


et  c'est  celle  nouxcllc  ronnc  (pu  coixliiil  ;in\  conditions  de  conver- 
gence.  Remplaçons,  en  ellet,  pour  de  grandes  valeurs  de    n,    les 

deux  dénominateurs  sin  -^  (x  -\-  niVJ)  et  sin  -^{x — niVJ)   par 
Y7C'    "  et  Tje  .  les  termes  généraux  dc\  leniKMil 


7,t  e 


2K 


iiKi  +  im  K-t  2. Il 


•».  J  e 


m 

— -  l;;r/  —  2///  k  +2.f 
2  K 


Cela  étant,  si  roii  fait  encore  a  =^ 'J. -\- i y.\  on  obtient  pourlu  limite 
de  la  racine  /«'«"'«  de  leurs  modules,  en  supposant  11  infini,  les 
rpiantités 


•Jh 


X'  I  2  h 


-,  la'  — 2i\'i 
.2  k 


et,  par  conséquent,  les  conditions 

a'^9.K'>o, 


2  k'  <  o. 


Notre  seconde  série  est  donc  convergente,  pour  toute  valeur 
de  x^  lorsque  le  coefficient  de  i  dans  la  constante  a  est  en  valeur 
absolue  inférieur  à  2K'.  J'ajoute  qu'elle  définit  encore  une  fonc- 
tion doublement  périodique  de  seconde  espèce,  et  qu'en  posant 
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on  a  les  irlal  loiis 


/  Tt  II 

k 


ll(:r-4-ik)  =  Il(.r),  Il(x' -4-  inv')  =  c       "^    Il(.rj. 

La  prciiiière   esl  é\i(leiilc  et  la  seconde   lé.siilLe   de  I  expression 
du  |)rodiiiL  ^'    *    II  (^.r -j- 2  f  K'),  à  savoir 


ilZii 

e~*^ll(^-+-'f  K') 


e  ''    col 


On  a.  en  ellel, 


ilZii  niTZii 


^  +  e  ''     7    e  -^    \vA)\.~  (x  ^  niW -r  iii{\')  +  tL\. 

■i.  \\  Mm4  L  2  IV  '  J 


e  "    CDt  —1-  =  col  — 'v  i\e  '^   +  1  /, 

V.  IV  ■>.  K 

et  si  nous  changeons,    eoniine   il  est.  permis,  n    en    n — ■>.   dans   le 
lernie  général,  il  viendra 


iTiil 

e  '*^    \\{x  -\-  ■> /K') 

=  col  — —  -f-  i  \  f?  "   +  I  /    -  ^    r   -  ' 


m  7t  " 


col  — —  (  .7'  -f-  ///  K'  \  -^  ti 
■}.  \\ 


mais,  sous  celle  forme  el  à  légard  du  nouveau  nombre  /?,  une 
modilîcalion  est  a[)|)orlée  à  la  signilicalion  (le  t.  On  doit,  en  efi'el, 
prendre  maintenant  £  =  i  pour  /? -=  \,  (i,  <S,  |)uis  £= —  1  pour 
/?=•<,  et  /^  =  o,  — a,,  —  4i  O'"  '"1    ^'*'l    <pi  t^n  ajoutant   aux 

termes  correspondant  à  /?  =  2  et/<  ^o  d'une  |)aii  ie  *  ,  de  I  autre/, 
et,    par   conséquent,    eu  iaisanl  entrer  dans  la  somme    la  quan- 


tité «\e  *  +  i  /  ,  on  retrouve  pour  s  précisément  la  signification 
qui  lui  a  été  donnée  dans  la  fonction  II  (jc).  La  relation  à  établir  cl, 
par  conséquent,  le  caractère  analytique  de  fonction  doublement 
périodique  de  seconde  espèce  résulte  donc  encore  de  la  composi- 
tion même  de  la  série  considérée.  Enfin,  si  l'on  remarque  que, 
dans    le  rectangle  des  périodes,  il  n'existe  ipTun  seul  pôle  .r  =  o^ 

auquel  correspond  pour  résidu  ^^^)  on  obtient  l'expression  de  II  (:r) 

,       P          .           1     T        I-            I    c            •i\<\\'{q)\\{x —- a) 
au  moyen  des  fonctions  de  Jacohi  sous  la  lorme n~ rr, — ^ — ' 

<J  -  11  {  X )  M  (rt) 
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Imi  |)(i'iiiiilniil  ./'  *'t  II.  iiii  .1.    |>;ii   ^iiil)-. 


I'»: 


vK   ir(o)  \\{j-  -v-a 

-  H      r     M     -Il 


T.r 


(•••l  — uN    r  *•» 


>\\ 


c'est   le  |>itiiiici-  cXfilll)!*'  cl   le  |\|»f  du    x-ciiiid    i;r(iii|it*  ilr    liiiil     lor- 

iniilcs  aii\(nu'llc">  iioii».  allons  piiivcnir. 

('Jian<;p«»iis  il  almrd  a  m  n        i  K  ,   on  ohlicnl,    iipirs  aNoir  nml- 

li|j|ic  c  '      <'l  (Ml  ik'Sii;iianl  |)ai  ///  ICnl  ni-  inipait  //  -(-  i  , 


'K  !!'(  o)  «(  j- -(- «'z)        "Tir        "•'•      V^    —7 

-— r-  ^'  -■»    rnl '^y    p    i 

-  \\{x)ii{n)  >\\       ^ 

Il  --ullil  fu^iiiU-  d  iMiipioNcr  la  rcialion 


(•(il  -       (  <i  —  //;/K'  ) 
».  K 


ITT  ' 

-7k~         ~r 
-  -"*    col  — -   = 
>.  K 


i-K  y 


-•-  I  e 


2  k 


Mil 


7.K 


/7t  >• 
h 


|ioiir  avoir  en  déliniliv^rt  en   faisant  enliii    le    ternie  /V?  '      sdiis  le 
;nc  1, 

<  Iv   i  r  (  i»  )  W  (  r  4-  ^/  )  i 


^i:;nc  1\ 


\\{r)^(a) 


T.T 


^-V/^' 


m  - 


Cl>t  -,-r  f//   4-  ////  K' 


']• 


1,0  nonilne  /??  représente,  dans  celle  forniid<\  Ions  les  enliers 
ini|)airs,  el  i  doit  être  pris  éj^al  à  +  1  on  —  1,  snivanl  que  m  est 
jiosilif  on  néf^atif,  sans  jamais  passer  par  zéro.  En  v  cliangeanl, 
ainsi  que  dans  la  précédente,  a  ei\  a -\-  K,  on  obtient  (jualre  rela- 
tions qui,  ensuite,  en  donnent  quatre  antres,  lors(|u'oa  y  rem- 
place X  par  X  +  K.  C'est,  par  conséquent,  le  système  complet  des 
huit  formules  qu'il  s'agissaiL  d'obtenir  et  que  je  grou|)e  dans  le 
Tableau  sui\ant  : 


9.  K  Fr(())  H(j"  -i-  (7  ) 

-  \\{x)\\{a) 

}.K  ll'(o)    (d(x-^a) 
ir        \\{x)i!)(a) 

•>.  K   IIVo)  H,(  ./•  -V-  n) 

-  Hi.c  )\\\{a) 


col— -  H-  7 
■>.  K       ^ 


cosec 


-X 


A" 


=         col 


—  X 


l  ■>.  K 

iZLLr  _ 

-"         col  -^  i  a  ■+■  iniW  ) 

^^rtan--^(r/  -.-   niK') 


î/ 


]■ 


)   +    -Z.I 


'•] 


■  9^  ŒUVRKS    DE   CHARLES    IIKRMITE. 

et 


^    -iK  H'(o)  ei(a7  +  a)  ,    ~.r 

•  i-i) — - — — — — — ; — -  =     cosec 


III!  71   f 


,  ,     ^K  iJ'(o)  e,(.r  +  «)  ,  T.x     v^  .         "'.',!^ '■  I"         - 

-         Hi[.r)e(a)  ■).  K       ^                         [           •>  K  ^                    ' 

"^^ rr-7 TT^ =  laim -— —  >  r-r)'e  -'*       tau-— -  Cr?  +  /h K') 

(i(j) n^ ZTT =         sec—; >    ?'"        e   -"       tans— 7- (^  a  +  m{lv  J  —  ^i 


£  ? 


III. 


Depuis  longlemps,  M.  Kronecker  a  eu  l'idée  de  développer, 
suivaut  les  puissances  de  q^  les  expressions  de  Jacobi,  et,  en  1 8^", 
l'illustre  géomètre  m'a  donné  communication  des  résidtats  extrê- 
mement remarquables  auxquels  il  s'est  trouvé  ainsi  amené  ;  en 
raison  de  leur  intérêt,  j'indiquerai  succinctement  comment  on  j 
parvient.  11  est  indispensable  pour  cela  de  séparer,  dans  les  séries 
dont  nous  avons  donné  le  Tableau,  les  termes  qui  correspondent 
aux  valeurs  positives  de  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  néga- 
tives des  entiers  désignés  par  m  et  n.  En  convenant  donc  qu'on 
supposera  désormais 

m  =  I,  3,  5,  ...  ;  «  —  i,  4,  G,  .  . ., 

il  suffira,  pour  eft'ectuer  tous  les  développements  suivant  les  puis- 
sances de  q^  d'emplojer  les  formules  suivantes  ('),  oii   $  rsl   une 


(')  On  a  aussi  à  employer  les  formules 

V(_,)     .2      q  i    e 

ces  -7T  (  a  rr  .«/K'  ) 

2  W 


III  — \       //i.v  JiiiTZn 

=  2  V  (  _  ,  )      -2       n~  e~       2h     , 


_  n     ns         ni  Tl  « 

tang -^  (a  riz  si  K')  qii  —  ±  2iV  (  — i)-<7~  e"  ^ '^  . 


PONCTIONS    linrBI.KUKM    l-KHIdlMOI  K.S    llK    SKroMiK    KSI'KCK.  I(|<) 

conslaiile  posilixc,  (|ii  on  |)i(iiilr;i  lour  ji  loiir  «''galf  à  ///  ou  à  //  : 
^  —  i  /  ^  or      '  . 


«>iii  — jr  '  a   -    .VI  K'  I 


7 


»«.«•  iiiiTlii 


=   -  >  <  >   y  -   e       •' 


.in  --^(a  —  .ït'K') 

7.  K 


(  ///  =  1 ,  3 .  ") .  .  , .  )  ; 


îol  -^  (/^/  -h  5/  K)  -f-  t   =  —  V.  /     7     (I  -   r 


;o|  — —  (  c/  —  5/  K  )  —  /  =  -4-  )  /   >    fi  -  e 


(/j  —  '2,  4,  G,  ...  I. 

Cela  clanl,  >i  l'on  ronvifnt  encore  de  désigner  |);ir  //i'  f[  /i  . 
coiiiine  on  la  fail  pins  haut  pour  /;/  cl  //,  lous  les  enliers  iin|)airs 
el  tous  les  entiers  pairs,  positifs,  on  aura  les  seize  formules  sui- 
\anles  (  '  )  : 

•'.K  H(o)  e(.r-4-a)  •    ""       ,V"  -r    •      -   , 


(■l) 


aK  \\\o)  \\{x-^a) 
"r         e(jr)e(rt) 


//II// 

4    7  */    '    siii  -^  {ma  ^  ni' x)^ 


fil  —  I  ////; 


V.  K  II  (o)  e,(ar-f-«)  .    -d       ^v*  ~^r-  -r  -   ^ 

3  '      - — =       si'f  —7-^1^'  —  I  '    ■  '/  ■     f'>'^  —r-( ind  —  Il  X). 


m  —  I  mm' 


•î  » ;^ =  i  7  (  — I)    -  7-    CCS —rri ma -^  m  x); 


H  (  .r  I  H ,  /  (7  ; 
•>.  K  \\'(o)ki\(x-^a) 


n 


•>.  K  H  <o)  b|  (a"+«)  .    7:a        ,X7,         '■',  -^     .       - 

(  •)  )      =  cosec  — r-  --.'j  7  ( —  I  r  7  -     mu  —r-inia  -r-  n  x), 

,,:         ,1  iii'—\  mm' 

^    .       2K   II  (o)   Bix  +  a)  .    -a       ^ST' ,        - — ï -:r  -    ,  , 

''       T.       e,(j")H,(aj  >.W         ^^  '  >.W  ' 

I-     .11/         .1/  iii-\-m'  —  ï     mm' 

(')  Un  travail  iinportani  île  M.  Scheibner,  qui  a  paru  clan?  les  Mémoires  de 
r.\cadéinie  royale  des  Sciences  de  Saxe,  en  i8î>3,  sons  le  litre  :  Ziir  Réduction 
elliptiscliei-  Intégrale  in  reeller  Form,  contient  dans  une  note  les  développe- 
ments en  séries  trigonomélriqiies  des  mêmes  fonctions  que  j"ai  considérées.  Je 
m'empresse  de  sif^naler  ces  résultais,  dont  je  n'ai  eu  que  récemment  connaissance, 
en  remarquant  que  les  formules  du  savant  auteur  sont  présentées  sous  une  forme 
semblable  à  celle  qu'a  adoptée  Jacobi,  dans  ses  recherches  sur  la  rotation  et 
entièrement  différente  de  la  mienne. 


20O  OEUVRES    DE    CHARLES    UERMITE. 

eL 


,    ,      2K  H'(o)  U(x-\-a)  T.x  -a       ^ST'  t     .       ~ 

(0) rn — Tût — r- =  cot-p-r-  coi— p- -1-4  7  7"     i,\n  —r-{na^  n  x). 

,     ^    aK  H'(o)  Qix-^a)  ,    tzx  ,V^  '-^    .      iz    , 

(10) — — -— — -— =  cosec-—  -<-4  7,  7^    am —rj  i  na -i- m  x\ 

i\\  H  (o)H,(.r-i-a)  TC.r  "«        ,V,        xV  -7-     .       t    , 

(m) . , ,     ,  M    , — r=  col -— —  tang---T-4  >  (— i)-  a-     sin  — ^  (  na  +  n  a:), 

2K     11  (0)0,(3- -ua)  .      T.x  ^^                T  ^-       .         TT     ^ 

(■■î) Ti 7T =  COSOC— 7-r  -1-4    7    (—  0"  ^   "      Sin  — rr  (  lia  -\-  m  x\\ 

2K  H'(o)Hi(^-+-a)  Trar  -«         -yi           ~  -^     .       - 

(i3) n— — -rj- — —  =  —  lang— j-r-H  col -^ -h4  >  (— i)"  q-    sm  —r^{  na -^  n' x), 

T.       li,{x)ti{a)  2K  2K         ^U  ^                2  k 


/lin 


2K  Hïo)  0|  (.r  +  a)  ,    Tia^  V^ ,        — 7—  -5-  - 

(i4) n ;:: =         sec— r-  4-4>(— i)    -  q-    cos —r^(  na-{- m  x), 


n  +  n'  nn' 


.   ,,     2K  H  (o)  H(.r-i-a)  t.x  t. a       ,  V' ,         — ^ —  —t.t,  ,     , 

i5) fT 77-7 =      '^^ig  —f?  -r-tang— rT-+-4  7  (—1)    -  7  -    sin  — rT(  na  -h  n  x), 

'      T.      Hi(j')Hi(a)  ''2K  2K        ^^       '  '  2K  ' 


m  +  n  —  1        >iin 


2k  H   o)   eix^a.)  ,    TTx  ,    /V/        ^ "^  ~   / 

(ib) 7-r-, 77-^ =  sec  — rr  -i-4  7  (—  D       '         q  '    cos  — ;-  (  «a  -t-  m  x). 

^  T.       \li{x)Si(a)  2  k  .^d  '  ■).  k 


EXTRAIT  I)  UNE  LKTTUE  ADHESSKK  A  M.  l.Fi:  IMIOFKSSELK  CHRVSTAI- 

SUR 

\A  KI-DICTKIN  DKS  INTKlilULKS  IIVPKHKUJITIUI  ES. 


Proceedings  of  tlie  Royal  Society  of  Edinhii fi; II.  t.  \ll,  i.ssj.  p.  64i-(')îG. 


Vax  inonlrr,  dans  mon  Cours  d\i nalyse  de  V Ecole  Polytech- 
nique^ comment  l(>  procédé  élémenlaire  d'inléj;ration  des  fractions 
rationnelles  pf-nt  cire  modifié  de  manière  à  donner  l'intégrale  lors- 
(|ircllr  est  algébrique  et  ne  contient  pas  de  logarithmes,  §ans  avoir 

d'éfjuations  à  résoudre.  Une  question  loule  semblable  se   pose  à 

r  V  dx 
Téjiard  des  intégrales  de  la  forme    /  —  ,  où    P,   (),   U    sont    des 

polynonies  entiers  eu  .r,  et  j'en  ai  exposé  la  solution  dans  un 
article  du  liullctin  des  Sciences  mathématiques  de  M.  Darboux 
(_l.  \  II.  i<S83).  Mais  la  méthode  fpie  j'ai  donnée  peut  élre  pr<'- 
senlée  sous  une  forme  plus  facile  et  plus  simple;  c'est  ce  que  je  me 
propose  de  montrer,  et  avant  d'abordei-  les  intégrales  hjperellip- 

tiques,  je  considérerai  d'abord  celles  des  fractions  rationnelles  —  • 

Supposons  que,  par  la  théorie  élémenlaire  des  racines  égales,  on 
ail  mis  le  dénominateur  sous  la  forme  suivante  : 

Q  ^  A"'>B''+i..  .iy+', 

où  les  polvnomes  A,  lî l^  n'ont  qne  des  facteurs  simples,  et 

faisons 

PO  H  ^ r_ 

(  )  ~  A"-*-'    '    B''^'    !>'+'  ' 

'i.  Il,  ....  I  (lésiguanl  encore  les  pol\  nomes  entiers. 

'^^^  I     et  j'observe    que    A    et   sa 


■un  (F.ivRKs  i)i:  ciiARLKS  iiKRMnr:. 

dérivée  A'.  ii';iyaiil  pas  de  facteurs  communs,  on  peut  poser 

G  =  MA  -«N.V, 

M  el  N  étant  des  polvnomes  entiers.  Cela  étanl.  nous  obtenons  la 
formule  suivante  de  réduction 


r  Gdx  _'2L  ^  r  (^J  — ^')^-^ 

J    A"  +  i  ~  Â^  "^.7  A"       ~  ■ 


qui  se  vérifie  immédiatement  par  la  diflerentialion  et  qui  sera 
applicable  tant  que  l'exposant  a  ne  sera  point  nul. 

Soit  donc  F  =  AB,  . . .  L;  F,  =  A"B*,  . . .  L*^;  on  en  conclut  de 
proche  en  proche  l'expression  suivante,  où  H  et  <I>  désignent  des 
polvnomes  entiers  : 

/  '  P  d.r         n  r  *  c/.r 

et  cjuand  l'intégrale  est  algébrique  et  sans  logarithmes,  on  a  iden- 
tiquement «I)  =  G. 

Envisageons  maintenant  les  inlé^rales  hvnerelliptiques    /  1^; 

o  s  .1  '      '        ./  qYr  ' 

et  distinguant  dans  le  dénominateur  Q  les  facteurs  simples  premiers 
à  R,  que  je  nomme  A,  B,  .  . .,  et  les  facteurs  appartenant  à  R,  que 
je  nomme  S,  1\  . .  .,  je  ferai  encore 


P 

G 

H 

.1 

I\ 

— 

-  -+-  ■ 

,                     ■  L 

_^,  __ 

(,» 

A"'-i 

1 

iV'+i   '  ■ 

s.v 

1' 

observant  maintenant  que  A  n  ayant  que  des  facteurs  simples,  el 
étant  premier  avec  R,  je  puis  écrire 


G  =  MA  —  rtNRA'. 

Soit  encore 


où  N,   est  évidemment  un  polynôme  entier;  on  obtient  la  formule 
de  réduction 

G  d.r  N  s/R         f  (  M  —  NQ^j- 

7F 


r     G  d.r      _  N  y/R  _    /-(M  — N 

J    A«+i  /R  ~     A«         J         A'  y/ 


Faisons  ensuite  F\.  =  SU;  en  admettant,  comme  on  le  doit,  que 
R  n'ait  que  des  facteurs  simples,  de  sorte  que  S  et  U'  soient  sans 


SUR    LA    HKDUOTHiN    I)|;S    IMKCillM.I^    IIVI'KKKI.I.Il'TH,il  KS.  >o{ 

(liviseiii  >  riiiiiiiiiiii^,  j  ('cnrni 

J  -—  AiS—  (  i-  -     '  )  M  ^ 
el  noilN  ;niii>ii^ 


S*-'  v/H 


C-ello  noiivt'Ili'  foniitili'  de  irtiiirlion,  dans  l;i(|ii(Hr  |  ai  lait 

se  \érili('  »mi  tlilléicnlianl  coiume  la  précédciile  ;  el  si  Ion  reniai(|iic 
([u'ellc  ne  soiiHit'  pas  tl'exce|Jlioii,  ([n'eile  est  applicable  eu 
supposant  S  =  i,  ou  par\icnt  à  la  conclusion  suivante  :  Posons,  en 
excluant  les  facteurs  S,  'J' cpii  appartiennent  à  R, 

F  =  AB..., 
puis 

F,  =  A«I;''...S-^T'...; 

on  aura  celte  expression  de  linlégrale  proposée,  dans  laquelle  II 
el  <I>  représentent  des  polynômes  entiers, 


rVdrW        r^dx 


Ln  dernier  pas  nous  reste  à  faire;  soit  E,   la  partie  entière  de  la 

c        •  ■  1 1    "ï'    1  •  •      >       1       r  E I  dx         ,  ^    ■ 

traction  rationnelle  n»  1  inles:rale    /  — -^=-  se  réduit  en  posant 

V^xdx        ,,    ,-        r^dx 


J      V'H  J      y/H 


et  déterminant  le  polynôme  M  de  sorte  c|ue  le  degré  de  N  soit  le 
j)lus  petit  possible.  On  reconnaît  ainsi  qu'il  faut  prendre  pour  M 
la  partie  entière  du  développement,  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  la  \arial)le,  de  rexprcssion 

I        /'El  d.r 
/îîj      V  ï< 

Nommons  /•  le  degré  de  H,  cl  /i  le  degré  de  N,  nous  aurons  donc 


i'>\  uKLVHKs  1)1-;  ciiAULKs  iihumui;. 

la  coiidllioii 


(I  ou 


/•  _  r 


n  =  r 


Les  résultais  que  je  viens  crélablir  succinclement  conduisenl 
à  la  notion  importante  des  fonctions  de  première,  de  deuxième  et 
de  troisième  espèce.  II  suffit  dV  joindre  en  effet  la  substitution 
linéaire  x  =  - — —j-,  par  laquelle  on  transforme  un  polynôme  R  de 

degré  pair, dans  l'expression- ^,  oùPi,  est  de  deiiré  impair /• — i . 

Admettant  donc  que  R   soit  de  degré  impair,  les  fonctions  de 

x''  dx 

qui  sont  finies  poiir^"  infini,  les  fonctions  de  deuxième  espèce 


r  x^' dx 
première  espèce  seront   les  quantités      /  — ^-    où    /,-==o,i,    ..., 


/•  —  j 


/•  —  I     /■  -4-  I 


nx      .            /   —  1       /    -r-  1  .  .... 

es  ou  A'  = .  ,  •••)/•  —  ?. ,  (Mil  sont  infinies  avec  x,  et 

■'.  •}.  ' 

les  fonctions  de  troisième  espèce,  les  quantités    / • 

^         '  '  J  {x-a)yjK 

Une     remarque     encore     en     terminant,     sur    la     substitution 

p-\-Q'  ■   c  ■^•  -         I  •  •  •  1 

.2?=^ £_,  qui   tait   disparaître   les    puissances   impaires  dans  un 

polynôme  du  quatrième  degré  : 

R(.r)  =  A(.r  —  rt)  (.> Ifji-r  —  c)(x  —  J). 

Des  équations  données  dans  mon  Cours  de  la  Faculté  (  p.  8) 

a  —  p         h  —  p  r  —  p         d  —  p 

q  —  a         q  —  b  q  —  c         q  —  </ 

j'ai  remartpK-  (pTon  tire  facilement  celle-ci  : 

I  1  I  I 

=  o. 


p  —  a       j>  —  b        p  —  c        p  —  d 

de  sorte  que  Tune  de  ces  racines  donne/»  et  Tautre  q.  Or,  on 
reconnaît  que  «,  />,  c,  d  étant  des  rpiantités  réelles  rangées  par 
ordre  de  grandeur,  cette  équation  aurait  une  racine  entre  a  el  b  et 
une  seconde  entre  c  et  d.  Et  si  l'on  suppose  a  et  b  réelles,  et  c  et  d 
imaginaires  conjuguées,  on  a  encore  de  même  une  racine  réelle 
entre  a  et  />,  el  par  conséquent  une  seconde.  Admettons  enfin  que 
a  et    b  soient  aussi   imaginaires   conjuguées  et   représentons  par 


Sl'll    l.\    HKrUCTloN    liKs    IMKI.nvi.KS    IM  l'KBKLI.I P Ttyl  KS. 
/  (  p)  If   |)i»'r>iiii    iMiiiildT.   l'iMir/y  lies  i^iiitiil   iiii  ;i(ir,i 

^  ti  -t  b  —  f  —  d 

/'/')  = -:; ; 


a  -h  ù 

on  lidiixc  (•iisiiiic,  |K>ur  /' = » 
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ri  ,  |MHir  p  = 


/</')  =  - 


/<  /^  >  = 


n  — 


-ri 


/>  —  c  )  (  />  —  ff  ) 


o  -^h 


{p  —  «  j  <  /'  —  /^  ' 
\(»ii>  iivoiis  |»;ir  const.'Hdtjiil  oii(:<)i(!  tleu\  racines  léollcs  en 
(le   1  iiilnxaltc  ('()m|)ris  cnlrc il 


(l(M10I'S 


SUR 

UNE  IDEISTITÉ  TRIGONOMÉTRIQUE. 


Nouvelles  Annales  de  Mothéniatiques,  3^  série,  t.  1\  ,  i88j,  p.  jj. 


Al.  .I.-W.-L.  Glaislier,  professeur  i\  Cambridge,  a  donné  sans 
démonstration  la  relation  suivante,  où  a.  h,  c,  f,  i',  h  sont  des 
(juanlités  quelconques,  à  savoir  (')  : 

sirKV/  —  /')*in(« — ,A')sin(rt  —  /(  )         siiiiA — /')siii(A — i;  j  ^-'iwib  —  h) 
s\n{  a  —  b )  s\u{  a  —  c ) 


> 

[ni  b 

—  a  }  s\n(b  - 

-cj 

s  i  n  (  c 

-/) 

s  in  (c  - 

-  ^)>\ 

\\(c  — 

/o 

sin(c 

—  ajs 

in(r- 

~h 

sin(/ 

-a) 

sin(/ 

—  b)sin(f- 

-c) 

5 

in(/ 

-  &n^ 

\nif- 

-/i) 

sin(.^ 

—  a) 

sin(,ir- 

-b)^\ 

"C."-- 

-c) 

5 

'"(» 

-/)^ 

in'i'- 

-/') 

siiK  // 

-a) 

s\n(  h 

-bts 

in(/<  — 

-c) 

siii  r/(  —  y  )  siii  (  A  — g) 

L'éminent  géomètre  a  de  plus  rcniar(|ué  que  la  somme  des  trois 
premiers  ternies  est  égale  à 

si  11  (^  rt  -!-  b  -\-  c  —  f  —  .iT  —  /'  )  : 

or  on  voit  qu  en  changeant  a,  /v,  c  en/,  g,  //,  et  réciproquement, 
le  sinus  se  reproduit  sauf  le  signe;  il  suffît  donc  d'ajouter  les  deux 
expressions  pour  obtenir  immédiatement  la  relation  annoncée.  Ce 
résultat  intéressant  peut  se  généraliser  et  se  démontrer  comme  il 
suit. 


(^)  Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,   Congrès  de   Reims, 
séance  du  i-  août  i88o. 
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(^oiiMidéruns  lu  loucliun 


■n>' 


S(')  = 


^\\\(x  -~  J  )  MIK  X  ~  g  )  .  .  .  s\\\{x  —  s  ) 
siii(  jr  —  n  )  siniy  —  h) .  .  .  s\\\t  i  —  /) 


on  je  suppose  (pic  1rs  l.icleiirs  soient  •m  hm'iuc   iioihImt  ;iii    iiuiné- 

iiit(Mir  cl  au  (l«'>iioinln;i(tMir.  I)('si};nons  p;ii-    \,  W I.  les  résidus 

correspondiinl  aux  pôles  .r  =  '/.  I> /,  de  soi  le  (piOii  ail 


A 


si  n  (  «  -  -  y  I  s  i  ix  </  —  rt'  ^  •  •  •  !*  i  n  (  a  —  x  ) 
•iiii(«  —  h)  siii(rt  — c  ) . .  .  sin(a  —  l ) 

sin(A  —  /')  sin(^  —  fi'  )  •  ■  .  sin(6  —  s) 
siii(  ù  —  cl  )  sin  (b  —  c  )  . .  .  sin  (/>--/) 


J'emploierai  la  rolalion 


A        15  -f-  . .  .  ^  L  = 


Il  ~  C, 


•Il 


oViCiel  il  dc'si^ufiil  K'S  \aleurs  dey'i  .r  ),  lorsque,  ayaiiL  lail  ;  =  6'''", 
on  suppose  ;  nul  (;l  irilini  (^(^niirs  il'  Analyse  de  V Ecole  Poly- 
technique, p.  3iiS  ). 

Ces  valeurs  sohtioiincnl  lacilonieul  ;  ou  a,  eu  ellel, 

^iiii./- — _/"  I        z-e-'f — e'f 


>i\\{x  —  il)        z'e-'"  —  < 
d  où,  j)our  ;  z=  o  el  c  infini,  les  cpianlilés 


Soil  donc,  pour  un  uioiiicnl. 


—  s; 


nous  aurons  sur-le-cliamp 

G  =  C-' "-'■',         Il  =  e""  '■' 
A  -+-  B  -t- .  . .  -i-  L  =  8in(  Il  —  v). 


cl  par  suite 


Maiiitenaiil  il  suflil  de   permuter  a  cl /,  h  e\. y,  ...,  l  ci  s   pour 
obtenir    l'ccpialion    de     M.    Glaisher.    Qu'on     désigne    en     eflel 


,,(,g  («tiVRES    DE   CHAULKS   HËRMITË. 

par  F,  G,  ...,  s  ce  que  deviennent  alors  les  (|uanlilés  A,  B.  ...,  L; 
la  relation  précédente  donne 

1-- -H  G -i- .  .  . -H  S  =  —  siii  I  ;/ —  r ), 

Cl  Ton  en  concliil  l'idenliié 
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Journal  de  Crellc,   t.  XC,  iS.Sj,  p.  V>.\-Zil 


...  Je  suis  porté  à  penser  qu'il  faut  demander  à  l'Arillimélique  la 
raison  des  tiansforniations  analvti(|ucs  (|u'oxprinient  jîar  exemple 
ces  relations 


■  {n^-\-n 


.^  I  —  y'"        ^x-if-"^       ^    1  —  y" 


OÙ  l'on  prend  /;?  ==  i ,  3,  ."),  ...;  /i  =  i ,  2,3,  

Si  vous  désignez  par  F  (N)  le  nombre  des  diviseurs  impairs  de  JN, 
je  dis  (jue  la  valeur  commune  des  trois  expressions  développées 
suivant  les  puissances  de  <7  est  2F  (N  )^^.  On  le  voit  immédiate- 
ment pour  les  deux  premières;  en  considérant  ensuite  la  troisième, 
comme  on  a 

t 


(n'-l-n)  1 

\  —  q"        Ad.^ 


\,n.^-^-n)  -\-  an 


(a  =  o,  I, 


le  coefficient  de  q^  exprime  le  nombre  des  solutions  de   l'équa- 

lion    N  =  -  (n- 4- /i) -f- «/?  ,     ou     bien    /?(2/>  +  2«-t-i)^N    et 

{^p  —  i)(p  H-  a)  =  IN,  suivant  que  n  =  ip  ou  n  =  2/>  —  i .  Je  fais 
dans  le  premier  cas  p  =  c/,  ip  +  2rt  +  i  r=  c?',  alors  d  el  d'  sont 
deux  diviseurs  conjugués  de  N,  le  second  est  impair  et  nous  avons 
la  condition  d''^id.  Soit  ensuite  />  + a  =  c?,  2/>  —  i  z=z  d' ,  il 
H.  —  IV.  i!i 
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vient  alors  d' ^=  ■2(1  —  la  —  i ,  donc  d'  <iOLd.  Le  nombre  des  solu- 
tions est  ainsi  le  nombre  des  diviseurs  impairs  de  N,  tour  à  tour 
plus  petits  et  plus  grands  que  le  double  de  leurs  conjugués,  et,  par 
conséquent,  le  nombre  total  désigné  par  F(N). 

Considérons  encore,  afin  de  reconnaître  leur  identité,  les  deux 

expressions  que  Jacobi  a  données  de j  à  savoir  : 

(//?  =  I,  3,  5,  .  . .). 
La  première  développée  suivant  les  puissances  de  q  est 

:i^=2/(M)/^        (M==.,:3,  5,  ...), 
0Ù  Ion  a,  comme  vous  savez, 

/(M)  =  4  2^-')'^ 


i((/-l) 


ïdL  somme  se  rapportant  à  tous  les  diviseurs  d  de  M.  Groupons  les 

termes  de  la  manière  suivante,  ( —  i)''  -f- ( —  i)  ,  en  dési- 

gnant par  d  et  d'  deux  diviseurs  conjugués.  On  voit  ainsi  que 
y(M)  =  o  pour  M  ^  3  (mod  4),  cette  hypothèse  entraînant  la  con- 
dition d' ^^  —  <f  (mod  4)-  Mais  si  nous  supposons  M  ;^  i  (mod  4), 
les  d(Hix  termes  s'ajoutent,  car  alors  on  a  d'^d[vt\oà^).  Soit 
donc  «?'>>  d  on  pourra  écrire 


*(rf-i) 


en  excluant  les  diviseurs  d' ,  et  convenant  de   réduire  à  moitié  le 

lei'me  de  la  somme  qui  s'offrirait  dans  le  cas  de  d'  =  d . 

2ytK 
Cela  posé,  je  développe  la  seconde  valeur  de  ~^^ -,  au  moyen  de 

eelte  formule 

I  -^  '7-'" 

I  —  gr2"'  ^  ^ 

eu  plulôt 

717^  =  •^2d''  («  =  o.  1.-2,  ...), 

en  réduisant  à  moitié  le  premier  terme  où  Ion  a  /i  =  o.  On  obtient 


SUR    LgS   VALICl'RS   ASYMPTOTIQUES.  Jtll 

aiu^i  la  série 

I 

V-i«i  — Il    , — -   1 
(  —  I  )*             \Jq"'   /y»'""  (  /«  =  1 ,  5.  '..  .  .  .  ;   /i  —  o,  I ,  >,  . .  .  I 

OU  bien 

si  nous  posons  //i-  -4-  i  mn  :=  M.  Le  coefiicicnl  d  une  même  puis- 


I 

-  .  m  —  1  I 


sance  de  q  est  donc  la  somme  8S( —  i)-  qui  est  précisément 

y(M),  m  étant,  d'après  la  relation  précédente,  un  diviseur  de  M 
moindre  que  son  coiij n'allé,  avec  la  même  convention  de  réduire  à 
moitié  le  terme  pour  le([uel,  ayant  n  =  o,  le  diviseur  coïnciderait 
a\ec  son  conjugué. 

D'une  manière  toute  semblable  s'établirait  Tidenlité  des  expres- 
sions suivantes  dues  èj^ralemenl  à  Jacobi  : 

1  -  (  n'  -+-  «  I 


AN  V^  :;   '"-'i       a'"  ST^  ,  q- 


\-~q"'  ^^  I -H  <7" 

{m  =  I,  3,  »,  ..  .;   «  =  I,  a,  ],  ..  .)• 

Mais  j'arrive,  sans  in"\  arrêter,  à   une  conséquence  de  la   lormule 
précédente 

<pn  ('oncerne  la  somme 

^  =/(')+/<  5)~/(9J  +  ...+/(M). 

Partant  à  cet  effet  de  la  relation 

je  divise  les  deux  membres  par  ^  Vy    et  je  cliange  q  en  y/ryj  il  \ient 
ainsi  : 

J'opère  maintenant  comme  je  l'ai   fait  dans   les  Acta   mathema- 
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tica  (t.  A  ,  p.  3io).  et  j'obtiens  celte  expression 


v^  -(/«  —  Il  r     /M  - 


?«■= 


m 


+  1     +E 


4  m 


)] 


OÙ  il  faut  prendre  în=\ ,  3,  5,  . . . ,  jj.,  en  désignant  par  iji  le  plus 
grand  nombre  impair  compris  dans  y/M.  Mais  on  a 

E  (  a?  -H  T  )  =  E  (  .-r  )  -f-  I  ; 

nous  pouvons  donc  écrire  plus  simplement 

pujs,  comme  on  le  voit  facilement, 

5  =  4, +  (_,)-  J.^82^(-i)-  V.i^-——y 

Ce  résultat  conduit  immédiatement  à  la  valeur  asymplotique  de 

la  somme  Î5  ;  il  sullit,  en  ellet,  de  remplacer  L  i  — •  1  par 

pour  en  conclure,  aux  termes  près  de  l'ordre  u., 


4/« 


f^m 


S=82<-'f 
Mais  la  formule  ainsi  obtenue 


-(m-h  /M  —  /»2 


4  m 


S  =  2  M 


—  1 


[-^; 


D- 


■  ("■— Il 


I- 3  4- 5 -...+  (- i)^""' 


.] 


se   simplifie  en   négligeant  ces   termes  d'ordre   [x  ou    y/M.    On    a 
d'abord 


4i-3+5 


, -f-  (- 


puis 


I        I 


(-.f'"-" 


4         ;j.  +  'Jl 
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Oitl 


où  0  esl  en  viileur  aljsolnc  moindre  que  riinité,  de  sorte  qiril  vient 
siinpleiiniil 

■  » 

Le  niènie  procédé  permet  di-  lin-r  de  rcWpiMlioii 

la  valeur  asjni|)loli(pie  de  la  somme 
On  pari,  à  cet  ellet,  de  l'expression 


S,=-- 


1 


\ («î—  n  ) 

n 


OÙ  il  faut  |)i(ii(lr(!  /i  -^  \ .  2,  . . . ,  v,  v  étant  l'entier  contenu  dans  la 
quantité  1 /a  N  +  -  -,  ^*  ^'^"i  <^n   conclut,  aux  termes  près  de 

l'ordre  de  y/N, 

S,  =  lMogN-i-(c-l)N, 

en  désignant  par  (^  la  constante  dEulcr. 

Je  considère  en  dernier  lieu  la  fonction  numéiùque  ^(N)  repré- 
sentant le  nombre  des  décompositions  de  IN  en  deux  facteurs  d  et  d' 
telles  qu'on  ait  d'^/:d,  où  A  est  un  entier  arbitraire.  Partant  de 
l'équation 


jA/i'-h  n 


If^=2*'^)*^ 


j'en  déduis  d'abord,  pour  la  somme 

S2='I'(l)-+-<ï>(2)^ 


celte  valeur 


en  faisant 


s,  =  yE 


N  —  A7i2 


n 


-...-+-*(N), 

(n  =  I,  ■?.,  3,  ,.  .,  v), 


'N 


-'%/7.)- 


V--!-  V  _ 
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Jl  en  résulte  qu'on  a,  avec  une  erreur  moindre  que  v, 

puis,  si  l'on  néglige  les  termes  d'ordre  v, 

Sa  =  N  (  log  V  -!-  G  )  —  — — ■ , 

et  plus  simplement 

Dans  le  cas  de  A'  =  3  on  a  à  considérer  non  pas  le  nombre  des  divi- 
seurs que  j'ai  nommés  d  et  d',  mais  la  somme  '^(  d'  -i-^d)  que 
certaines  formules  donnent  comme  un  élément  numérique  propre 
à  exprimer  le  nombre  des  décompositions  de  N  en  cinq  carrés  im- 
pairs, et  c'est  ce  qui  m'a  fait  penser  à  la  recherche  que  je  viens  de 
vous  exposer — 

Paris,  29  novembre  i885. 


lU.M  viiorKS 
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Bulletin  des  Sciences  inathêniatîqiies,  2'  série,  t.  \,  iSSC),  p.   vî. 


Considérons   les   formes  réduiles   (|ui  re|)résenlent  des  classes 
non  ambiguës  ;  elles  se  groupent  deux  à  deux  en  formes  telles  que 

(A,B,0),     (A,-1Î,C), 

qu  on  mHiiiiic  opposées,  et,   si  l'on   suppose  le  cocflicient  uicjen 
positif,  on  a  It's  conditions 

2B<A,         A<C. 

Nous  pouvons  donc  les  obtenir  toutes,  en  faisant  parcourii-  aux 
nombres  entiers  /■,  s,  t,  dans  l'expression 

(is  -h  r,  s,  -f.s  -T-  r  -j~  t), 

la  suite    indélinie    i,   2,  3,    ...,  chacune    d'elles    n'étant    donnée 
qu'une  seule  fois.  Cela  étant,  considérons  la  série  suivante 


=  '.2?' 


is-hrif.'îs-t-r+O—s^ 


OÙ  la  sommation  s'étend  aux  valeurs  considérées  de  /',  s,  L  ;  il  est 
clair  que,  si  on  l'ordonne  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable,  le  coefficient  de  q^  sera  précisément  le  nombre  des 
formes  réduites  non  ami)iguës  et,  par  conséquent,  le  nombre  des 
classes  de  cette  espèce  dont  le  déterminant  est  — iV.  Observons 
maintenant  que  l'indéterminée  t  figurant  au  premier  degré  dans 
l'exposant,    la    sommation    relative    aux   valeurs    i  :=  i ,    2,  3,  ... 
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peut  s'etrecluer,  ce  qui  donne 

•^r-^  q{-2s-t-r)-+i.s+r-.\-- 
S  =  i  7 

OU  bien,  en  posant  2  s  -i-  /■  =  n, 

jLi  i  —  cj" 

Dans  cette  expression  de  notre  série,  n  n'est  pas  inférieur  à  3, 
puisque  /•  et  s  sont  au  moins  égaux  à  l'unité,  et  représente 
tous  les  entiers  à  partir  de  celte  limite.  J'ajoute  que,  d'après  la 
condition  2  s  -\-  r  =  n,  le  nombre  variable  s  parcourt  la  série  finie 

s  =  1,2,3,  ...,  V, 


où  V  désigne  le  plus  grand   entier  contenu  dans •  Ce  point 

établi,  j'ai  à  considérer  les  classes  ambiguës  qui  demandent  une 
attention  particulière,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu 
différent  de  celui  de  Gauss,  à  l'article  2o7  des  Disquîsitiones 
arithmeticœ  :  De multitudine  classium  ancipitum.  Les  formes 
réduites  sont  alors 

1°  (À,o,C),  A£C, 

2°  (9.B,  B,G),         2BIC, 

3°  (A,2B,  A),         2B<A, 

et,  pour  un  déterminant  donné  — N,  on  les  obtient  successivement 
comme  il  suit  : 

Décomposons  N  en  deux  facteurs  et  soit 

N  =:  nn'  ; 

nous  ferons,   dans  le   premier  cas,  A=  /?,  C  =  /?',   en  supposant 

n  ^  n' .  Soit  donc 

n'  =  n  ^i         (/:  =  o,  I,  2,  ...); 

leur  nombre  sera  le  coefficient  de  q^  dans  la  série 
ou  bien,  si  l'on  fait  la  sommation  par  rappoit  à  /', 
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Le  deuxlèine  cas  nous  coiuluil  à  r('-};iiiiié 

».1J(;  —  B»=  /*//': 

tl'où 

n    ~  Il 


\\=zn,  iC— B  =  /i  .1  C  = 

•1. 

Il  faut  (lom;  supposer  n' ^  n  (mod  2),  alin  (|iie  C  soil  «Milier,  cL 
la  condition  v,  li^C  nous  donne  cnsnile 

a  '      i  II  . 

Dans  le  Iroisième  enfin,  u  yanl 

\t—\r-  =  nii\ 
nous  ferons 

d'où 

On   doit   prendre   par  conséquenl  n'^/i    (niod  2),   n  <i  n\    le 
signe  <!  excluant  l'égalité,  et  la  condition  2  B  <^  A  devient 

/i'<3/' 

De  là  résulte  que  le  deuxième  et  le  troisième  cas  ont  en  commun 

les    conditions    n^  n'  (mod  2),    n'^n,  mais    dans    l'un     il    faut 

supposer /i'^  3  ^  et  dans  l'autre   /i'<<3/i.  Le   nombre  des  formes 

réduites  cpii  appartiennent  aux  deux  cas   est  donc  le  nombre  total 

des  solutions  de  l'égalité 

N  =  nn\ 

sous  les  conditions  n  <<  n',  n  ^  n'  (mod  2). 

Soit 

n'  =  n  -h  -xi        (i  —  i,-i,j,  . .  .)\ 

cette  quantité  sera  par  conséquenl  le  coefficient    de    q^  dans   la 
série 

\ 

qui  se  met  immédiatement  sous  la  forme 


Les  trois  suites  auxquelles  nous  venons  de   parvenir  conduisent 
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ainsi  à  une  fonction  explicite  de  la  variable  q,  représentée  par  la 

somme 

S-hSi-+-S2, 

dont  le  développement  suivant  les  puissances  de  q  donne  le  nombre 
des  classes  des  formes  quadratiques  de  déterminant  —  N  comme 
coefficient  de  q^  (*). 

L'expression  qui   correspond   aux    formes    ambiguës,   S,  +  So, 
peut  encore  s'écrire 

q->'  ^   I  —  ^2«  ' 


'  -       ^       I  _  qi"  Zu   I  —  q-i>-        J^         I 


puis,  en  séparant  dans  le  second  membre  la  partie  paire  et  la  partie 
impaire, 

bl  -t-   Oo  =      T     : -H      y      ; !-      7     —  • 

^         i  —  q^">  j^         \—q*"  ^\  —  q^" 

Dans  cette  relation  on  suppose  toujours 

«  =  I ,  ■  > ,  3 ,  . . . , 
mais  on  prend 

m  =  1,3,"),.... 

Sous  cette  nouvelle  forme  elle  devient  susceptible  d'une  trans- 
formation que  je  vais  indiquer,  et  ((u'on  tire  de  l'équation  de 
Clausen  (2) 

V     ^^"      _\*  q"'(^~^  9") 
^  \  —  q"   ~ ^        I  —  q" 

A  cet  effet  j'observe  qu'en  égalant  dans  les  deux  membres  les 

(^)  Un  résultat  analogue  vient  de  m'être  communiqué  par  M.  Kronecker,  sous 
la  forme  suivante  : 

' ->      Aai  —  q"+"^  j^i  —  q" 

(«  =  1,2,3....,         /i' =  I,  J.3, . . .}. 

La  fonction  G(n)  qui  y  figure  a  été  introduite  par  l'illustre  géomètre  dans 
son  Mémoire  célèbre  sur  le  nombre  des  classes  différentes  des  formes  quadratiques 
de  déterminant  négatif  (Journal  de  Borc/iardf,  t.  57,  p.  248,  et  Journal  de 
Liouville,  1860).  Elle  ne  diffère  que  par  une  modification  légère  du  nombre  des 
classes  de  déterminant  —  n.  [  Voir  aussi  sur  cette  même  fonction  les  paragraphes  6 
et  7  du  .Mémoire  sur  les  formes  bilinéaires  à  quatre  variables  (Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  i883),  qui  est  l'un  des  plus  beaux  et  des  plus 
importants  travaux  arithmétiques  de  notre  époque.  ] 

(^)  Fundamenla,  p.  187,  §  66. 


SfH    Li:s    FOH.MKS    ol   \1H1\TI01KS    I)K    llKTKRMlNANT    NÉlJATIK.  H^ 

puissances  paires  et  impaires  do  y.  on  ohlient  les  égalités 


^  I       7*'"       ^ 


I     -7*"' 


ei 

27Î"  ^      7-"  -^  7"»'Ci -4- 7*"  I       -^ay"'*" 

I  —  7*"      ^  I  _7»"  ~.^        ,  _  <^wi  ^1  —  7-" 

Or  réquahou  mr-mc  di'  (llaiiscn  (Idiiiio.  |>ar  le  clianf^eincnl  de  </ 


en  g*", 


1 


■v-1  7^"(i  -+-  7"'), 


7*"       .^d        I  —  7*" 


et,  si  l'on  retranche  membre  à  membre  de  la  relation  précédente, 
on  trouve,  après  imo  l'édiiction  facile. 


^  1  —  7<"  ~^  [  —  7-"  ' 

Nous  pouvons  maintenant  remplacer  dans  la  valeur  de  S(  +  S» 
les  trois  sommes  (jui  vfij^iirent  parles  expressions  auxquelles  nous 
venons  de  parvenir:  il  vient  ainsi 

^      ^  1  —  7*'»       ^  I  —  7*"       ^  1  —  7^" 
et,  en  simplifiant, 

■  ^  1  —  72"'   .^  1 — 7-"' 


De  cette  transformation  analytique  se  conclut  immédiatement» 
sous  la  forme  la  plus  simple,  la  détermination  du  nombre  des. 
classes  ambiguës  pour  un  déterminant  donné  — N. 

Supposons  d'abord  que  N  soit  un  nombre  impair  M;  le  coefficienl 
de  <7*'  est  donné  par  la  première  somme  et,  d'après  sa  propriété 
caractéristique,  a  pour  expression  le  nombre  des  diviseurs  de  M, 
que  je  désigne  suivant  l'usage  par  z>  (M).  Soit  ensuite  N  =  2" M  ; 
la  seconde  somme,  qui  est  seule  à  considérer  dans  ce  cas,   fait  voir 

que  le  coefficient  de  q^  est  alors  o  (  -  1  et,  par  conséquent,  wcp  (M). 

Cette  valeur  si  simple  du  nombre  des  classes  ambiguës  s'obtient 
également  par  la  voie  del'Aritlimétique,  mais  la  méthode  analytique 
est  plus  rapide,  parce  qu'elle  évite  d'avoir  à  considérer  le  cas  par- 
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ticiilier  où  N  est  un   carré,    qui  est    exceptionnel  tant    pour   les 
formes  (A,  o,  C)  que  pour  celles  des  deux  autres  espèces. 

Jereviens  maintenant  à  la  série  2H  (fi)q",  où  H  (n)  désigne  le 
nombre  des  classes  de  déterminant  —  «,  afin  d'indicjuer  une  con- 
séquence de  l'expression  que  nous  avons  obtenue,  à  savoir 


ii''+iit  w--.    ,-,ii-+n-si 


Divisons,  à  cet  effet,  les  deux  membres  par  i  —  ^  et  déve- 
loppons ensuite  suivant  les  puissances  croissantes  de  cj  ;  on  trouvera 
d'abord,  dans  le  premier,  pour  le  coefficient  de  q^,  la  quantité 

U  =  H(i)-+- H(2)+...H-II(.\). 

Si  l'on  fait  ensuite  usage  de  cette  équation,  que  j'ai  donnée 
ailleurs  [Acta  mathematica,  o  :  4i  p-  >^i  0'  ^"^  ^(a:)  représente 
l'entier  contenu  dans  :r,  à  savoir 

{i  —  q){i  —  cj")       ^      \  a  y  ^    ' 

on  obtient  immédiatement 


n 


Voici  une  remarque  à  laquelle  donne  lieu  cette  forme  analytique 
de  U  par  le  symbole  arithmétique  E.  On  remarquera  que,  dans 
les  deux  premières  sommes,  le  nombre  variable   n  a   pour  limite 

supérieure  l'entier  contenu  dans  \/jN,  qne  je  désignerai  par  v.  En 
négligeant  une  quantité  qui  ne  peut  surpasser  v,  nous  povivons 
donc  écrire 


1 


^    N  +  «-nn  ^yN  +  M-n^_  ,   /^    ,     ■         , 


i\         v^  — V 


E 


N  —  «2  \  v^  N  —  n"^  \  / 


I  I  i\         v^ — V 


l-t-  - 


2«        /  .^mi         fil  ■  -2.    \  'J.  3  V/  4 

et,  par  conséquent,  si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  de  y/N, 


E 


n 

N  —  ji-^ 
■i  a 


=  >■'! 

^llogN- 

-) 

■i 

=  ^| 

^ilo.NH 

r-C) 

N 

•>.    ' 

V^ 

/ 

4 

SUR    LKS    FORMES   QlADRATIQl  KS    OK    liKTKBMINANT   NKGATIl  '  ».  I 

G  élaiil   lii  consliinl»^  <l'Eiilcr.   A    l'éj^jinl    de  la  dernière    somnu* 

^  10  ( j>  (lù  luii  doit  prcndi'c 

s  =  I ,  a,  5,  .  . .  cl         //  =  as  -4-  I ,  v.  s  -t-  a,   J! s  -+-  3,    . . . , 

je  représente  un  moment  s  et  //  par  Tahscisse  et  l'ordonnée  x  et  y 
d'un  point  rapporte  à  des  axes  reclanj^^ulaires.  Ayant  ainsi  les 
conditions 

y'>2.x,         S  ~  X- — ^*>o: 

devant  de  plus  supposer  x  el  y  positifs,  on  voit  (pie  les  points 
considérés  sont  à  lint^'-rieur  dun  secteur  hyperbolique  qui  a  pour 
sommet  l'origine  et  pour  côtés  les  portions  de  l'axe  transverse 
et  de  la  droite  >==  2  :r,  couiprises  entie  le  centre  et  l'arc  de  l'hy- 
perbole 

L'aire  de  ce  secteur  cpii  s'obtient  facilement  est 


nous  en  tirons  cette  conséquence  que  le  nombre  des  points  cou- 
tenus  à  son  intérieur  est  de  l'ordre  de  grandeur  de  N  ;  aux 
quantités  près  de  cet  ordre,  on  a  donc 


\-r-52— «î 


et,  par  conséquent. 

On   doit   prendre,   comme  nous  Tavons  vu  dans  la  série  double 
qui  figure  au  second  membre, 

s  =  \  ,  'i.'i,    .  .  .,  /l  =   i  .y  -T-  I  ,  '2  5  -^  '2,  V>.  S   -f-  .'i ,    . .  . , 

avec  la  condition 

N  H-  5- —  n-  >  o. 

Une  évaluation  approchée  de  cette  suite  pour  de  grandes  valeurs 
de  N  est  donnée  par  l'intégrale  double 


// 


^*'j  '"'""'''• 


222  OKUVIIES   DE   CHARLES   HERMITE. 

OÙ  l'on  suppose 

JK>2.X',  N  -h  a?2 — 72^0; 


7tN2 


<'lle  est  égale  à  -^^ — >  d'où  résulte 

^  9 

.,        27rN=î 
U  =  3 


en  négligeant  les  termes  moindres.  Ce  résultat  ouvre  une  voie  pour 
parvenir  aux  belles  propositions  sur  la  valeur  moyenne  du  nombre 
des  classes  proprement  primitives,  énoncées  par  Gauss,  Disquisi- 
liones  arithmeticœ ^  art.  302,  et  que  M.  Lipschilz  a  le  premier 
réussi  à  démontrer  [  Ueber  die  nsymptotischen  Gesetze  von  ge- 
ivissen  Gattungen  zaldenlheoretischer  Fanctionen  [Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Berlin,  i865,  p.  174)]- 


KEMAimUES  ARITIIMKTIQUKS  SCK  QUELQUES  FOKMI'LES 


i)i:  i.v 


nmouii:  des  io.nchons  ellu^tiques 


Journal  de  Crelle,  t.  C,   18S7,  |i.    n-G5. 


La  lliéorie  des  fondions  elliptiques  donne  les  développenionls 
en  séries  de  sinus  cl  de  cosinus  de  deux  caléi;ories  dillérenles 
d'expressions  qui  conduisent  à  tl  im|)ortantes  consé(jiiences  pour 
TArithmétique.  A  la  première  appartiennent  les  fonctions  double- 
ment périodiques  élémentaires,  sna:,  cnjc,  etc.  que  Jacohi  a 
considérées  dans  le  paragraphe  39  des  Fundamenla^  et  c'est  do 
leurs  formules  de  développement  que  le  grand  géomètre  a  tiré  ses 
théorèmes  célèbres  concernant  la  décom|)osition  d'un  entier  en 
2,  4i  6  et  8  carrés,  f^es  autres,  qui  sont  les  quotients  de  produits  et 
de  puissances  des  quantités  (-)  dans  lesquels  le  nombre  des  facteurs 
n'est  pas  le  même  au  numérateur  et  au  dénominateur,  ont  la  pé- 
riode 4K.»  mais  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur  expo- 
nentiel, lorsque  l'argument  s'augmente  de  li^ .  J'ai  montré  (') 
que  ces  expressions,  dune  nature  plus  complexe,  conduisent  à 
plusieurs  ties  propositions  extrêmement  belles  que  M.  Kronecker 
a  découvertes  sur  les  sommes  de  nombres  de  classes  des  formes 
quadratiques  dont  les  déterminants  sont  négatifs  et  forment  diverses 
progressions  du  second  ordre  telles  que  :  — w,  — {in — i-), 
—  (wi  —  •X-),     ....     Kn     particulier,    j'ai     considéré     la     (juantilé 

Iinj-)e,(^)       ,.•      ,        \      ^.c^    • 

— ^ —  et  lintegrale  detmie  suivante 


^        H(o)     r'^\V-{x)%,{x)    . 


(')  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses  applications  a  l' Aritknié- 
ligue  {Journal  de  Liouville,  2'  série,  t.  VII). 
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dont  le  développement  suivant  les  puissances  de  «y  donne  la  série 

r,  3,  5, 


-((/'-+- 2  «)  —  (•' 

a  - 

^        i  —  g" 

c  - 

uis  sous  une  autre  forme 

1 
^  =  >  F(n)r 

'  ) 


o,  ±1,  ±-?.,  ±3, 


a  —  I 


(n  =  3.  7,  n,  . . .), 

F(w)  désignant  pour  tous  les  entiers  n^3(mod4)  le  nombre 
des  classes  de  déterminant  — /?  où  l'un  au  moins  des  coefficients 
extrêmes  est  impair.  C'est  de  ce  résultat  que  se  tire  l'une  des  rela- 
tions de  M.  Kronecker  : 

F(«)  -+-  i  FC'î  —  22)  +  2  F(/l  —  42)-4-.  . .  =  i  »ri(/î), 

où  W,(n)  représente,  d'après  l'illustre  géomètre,  l'excès  de  la 
somme  des  diviseurs  de  n  pins  grands  que  sa  racine  carrée  sur  la 
somme  des  autres  diviseurs  moindres  que  celte  racine  ('). 

Beaucoup  d'autres  fonctions  doublement  périodiques  de  troi- 
sième espèce  s'appliquent  de  même  à  l'Arithmétique,  et  je  me 
propose  de  faire  voir  comment,  dans  cette  voie  purement  analy- 
tique, se  rencontre  une  expression  intéressante  du  nombre  des 
décompositions  d'un  entier  en  3  et  en  5  carrés.  Mais  auparavant  je 
reviendrai  sur  l'équation  que  je  viens  de  rappeler 


-In'-h2n)—  c- 


i 


pour  indiquer  une  expression  de  la  somme 

F(3)  +  F(7)+...+  F(4m-i) 
à  laquelle  elle  conduit. 

l.  Soit,  à  cet  elTet^  a  ^  2c' -h  i  et  n  =  ^m  —  i  ;  en  supprimant 
le  facteur  q'  et  mettant  à  part  les  termes  pour  lesquels  c  =  o,  je 


l'écrirai  de  cette  manière  : 


2^'"  '"'    ,  -+-  ay^'"    "'  .  ',  =y  F(4m  — 1)7'»-'. 


(^)  Ueber  die  Anzahl  cler  verschiedenen   Klassen  quadratischer  Forinen  von 
negativer  Déterminante  {Journal  de  Crelle,  t.  LVII). 
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Si>ii><  it'llc  iiihimIIc   foiiiic,  <iii  devra  [ncmlrc 

C  =    I,    7,     j,     .  .  .,    (•', 

r'  =  o,   1,7,   .  .  ., 
/;i  =  I,  2,  ■{,  ...  ; 

cela  t'iaiil,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  de  l'égalilé 
par  I  —  (/,  je  les  développe  siiivaiil  les  puissances  croissantes  de  la 
variable.  Si  lOii  emploie  r<'tpialion  suivante  qu'il  est  facile 
d'oblcnir  (') 

(i  —  q)(i  —  q"}  ^2d  '\  a  )^'"' 

OÙ  E(^j;)  clésij.;ne  l'entier  contenu  dans  x^  ou  trouvera  pour  coofli- 
cient  de  q'"    '  dans  le  premier  mend)re 

^       \  7  r  -T-  1    /  ^       \  2  (■  -!-  I         / 

Le  coefficient  de  la  même  puissance,  dans  le  second,  étant  préci- 
sément la  somme 

S  =  F(3)-hF(7)^-...-^F(4w  — I), 

on  n  ain-;!  la  forniulr 

Voici  une  première  remarque  à  laquelle  elle  donne  lieu  : 

l^osons  c' — c^=d^  c' +  c  =  cl' ;  les  entiers  d  et  d'  seront  de 
même  parité  et,  comme  c  est  au  plus  éf;al  à  c',  d  qui  pourra 
s'évanouir  ne  sera  jamais  négatif;  on  a  d'ailleurs  la  condition  d'^d, 
et  en  convenant  de  réduire  à  moitié  les  termes  pour  lesquels  on 
prend  c  =  o,  c'est-à-dire  d'  =  d,  la  formule  précédente  peut  s'écrire 
plus  simplement 

et  la  limitation  des  nombres  d  et  d'  résidte  de  la  condition 

m  —  dd'    . 


d'-T-i  - 


-I 


(')  Mélanges  inalkéinatlqués  et  astronomiques  tirés  du  Ihdletin  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Saint-PétersOourg.  l.  VI,  p.  2G4,  et  Acla  matliematica , 
t.  V,  p.  3ti.  —  l'air  aussi  :  Œuvres  d'Ilerndte,  l.  I\',  p.  i-^S. 

H.  —  IV.  i5 
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OU  bien 

Soit  comme  application  numérique  /?i  =  lo,  les  valeurs  à  employer 
pour  d  et  d'  seront 

d  =  o.        «?'  =  o,  2,  4,  6,  8, 
(I  =  \.        d'  =  i,  3, 
d  =^  1,         d'  =  7., 


et  l'on  aura 

S  =  E(io)-t-2    E 

/io\ 
V3y' 

^e(I)^,,, 

'■{l 

-(-s)' 

[^(T)-(¥)-Ky)-'-(7)] 


c'est-à-dire  S  =  3o,   ce  qui  se  vérifie  par  le  Tableau  suivant  des 
formes  réduites  de  déterminant  —  D  : 


D=    3, 

(i,  o,     3), 

D=    7, 

(ï,    o,       7): 

D  =  II, 

(1,   o,    II),~ 

(3,±i, 

4), 

D  ^  i5, 

(i,  o,  i5), 

(3,       0, 

5), 

D  =  19, 

Ci,  o,  19), 

(4,  ±1, 

^), 

D  =23, 

(i,  0,  23), 

(3,  ±1, 

8), 

D  =.  27, 

n,  0,  •27), 

(3,       0, 

9), 

(4, 

±',    7), 

1)  :=3l, 

(f,  0,  3i  ), 

(5,  ±2, 

7), 

D  =  35, 

(I,  0,  35), 

(5,       0, 

7), 

(3, 

±1,12), 

(4,  ±1,  9), 

D  =  39, 

(I,  0,  39), 

(3,       0, 

i3). 

(5, 

±1,    8;. 

Supposons  encore  m  =  i3,  aux  valeurs  de  d  et  d\  il  faudra  ajouter 

celles-ci  : 

d  =  o.        d'  =  \o,  12, 

d  =  i,        d'  —  j, 
et  la  formule  devient 

■i3\       ^/i3\       „  /i3\       ..  /£3\       j^/i3\ 


11/  \  I  o 


e'cst-à-dire  S  =  44-   O^'  on  trouve,   en  continuant   le   calcul   des 
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lonut's  r«'tlmles  : 

D=  ',3,         (I,  o,  Vi),         (i,  ±1,  iij, 

D=47,         (',0,47),         (3,±i,iC.),         (7,±3.    8), 

D=.i,        (1,0,  5i),        (3,      0,17),        (i,  dbi,  i3),        (5,  ±7,,  n), 

el  It'S  trois  ii()ii\i;iu\  iltlciiiiiiiaal-S  donniMi  l  i-ii  illcl   i  \  loniies. 

Ces    exemples    numériques    monlrenl  que   si:    nous    faisons    en 
général 

S  =  Sq-I- Si-f-.  .  .-4- Sj:-f-.  .  ,, 
où  Sj.  est  la  soMunc  parlielle  ilans  l.ujuelle  on  suppose 

(i  =  y.,  d'  =  /.,     y.  -r-  •?,     y.   -  \,  .  .  . , 

c'est  le  premier  terme,  à  savoir 

s.=  e(^').,.(5)-..e(^)-.... 

qui  a  la  plus  grande  valeur,  les  autres  vont  en  décroissant  lorsque 
l'indice  augmente. 

V^oici  une  seconde  remarcjue  ([ui  m'a  été  communiquée  par 
M.  l.ipscliilz  : 

Considérons  un  autre  groupement  de  termes;  faisons  dans  les 

entiers  El-; ;; ),  <^'=a^  + 2 /en  attribuant  à  i  une  valeur  fixe, 

\a  -T-  a  -h  1  /  ' 

et  considérons  la  somme  ^  Ef  —j : — '- —  j  ^  pour  d=  o,  i ,  '2,  ... 

j <               I •     •          1          I         II            ?           .     T->  /  '"  —  d-  —  ■xid\ 
iiisqu  a   une  limite  a  =  di..  telle  qu  on  ait  ti{  — -, -. =  o. 

■'        ^  T  \     T.d'T-'i.l  -T-i    / 

On  observera  (pi'en  posant 

m  —  x'^ —  Aix 

y  = ■■ ' 

■iX  -^  -xi  -^  l 

on  obtient  une  fonction  qui  décroit  lorsque  la  variable  augmente, 
de  sorte  qu'on  peut  appliquer  une  formule  de  iJirichlet  d'une 
grande  importance,  que  je  vais  rappeler  : 

Soit  en  général  K  =y(x)  une  fonction  décroissante  lorsque  x 
augmente,  et  x  =  "-(^y)  la  fonction  inverse  de/(x).i  on  a 

;-i  7-1-1 


228  œiVRES   DE    CHARLES   HERMITE. 

si  l'on  pose 

E[/(/>)]  =  ^. 
Cela  étant,  nous  ferons  ç  =  o,  /?  =  g?/,  ce  qui  donne 

r,^E[/(o)]  =  E(_^), 

on  trouve  d'ailleurs 

^(y)  ^-y  —  i-^  \/y''—y  -^  m-r-  i^-  ; 
il  vient  donc  en  remplaçant  x  par  d 

rf,  Y] 

1  1 

puis,  par  un  calcul  facile, 

rf,-  Y, 

0  1 

J'indiquerai  maintenant  quelques  conséquences  auxquelles  con- 
duit la  forme  analytique  de  ces  valeurs  de  S  qui  permet  d'y  rem- 
placer par  une  variable  conlinue  le  nombre  entier  m.  Considérons 
d'abord  la  formule 

on  voit  cpi'en  faisant  croître  cette  variable,  aucun  changement  ne 

se  produira  dans  les  termes  qui  la  composent,  à  moins  que  l'une 

,                   .    ,        m  —  dd'  ,      .  -AT' 

(les  quanliles  -; y. ne  devienne    un    entier.   iVlais  cette  cir- 

'  a  -f-  rt   -r-  I 

constance  venant  à  se  produire  par  suite  d'une  variation  qu'on  peut 
supposer  infiniment  petite  de  /«,  le  terme  pour  lequel  elle  s'offre 
change  alors  brusquement  de  valeur  en  croissant  d'une  unité.  Par 
conséquent,  si  nous  passons  de  l'entier  m  —  i  à  m.  l'accroissement 
total,  c'est-à-dire  la  quantité  F(4/w  —  i),  est  deux  fois  le  nombre 
des  solutions  de  l'équation 

m  —  dd' 
d^d'  -^i  ^  '■' 
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OU  l)itMi,  sdiis  mit'  aiilie  tormc, 

n  =  i(c-^-d)(c-^d')  —  ('ic  —  l)'^ 
en  posant  I)        \fn  —  i  .  On  doit,  dans  coite  relation,  prendre 

r  =  I,  A,  .  .  .,  m. 

avec  les  conditions  c/ =  ^' (mod  2),  d'>cl\  en(in,  pour  .'/'=:  ^, 
les  solutions  seront  comptées  une  seule  fois  au  lieu  de  deux,  leur 
nombre  étant,  dans  ce  cas,  la  moitié  du  nombre  d'es  diviseurs 
de  D. 

Passons    ensuite   à    la    luiinulc    do    M.    Li[)scliilz,   en    l'c-crivant 


ainsi  : 


*=^2[Hï7^)*'''--'-'"'^^'-^*"-""']' 


et  avec  la  condition  de  réduire  à  moitié  les  termes  dans  lesquels  on 
suppose  /=o.  Si  nous  raisonnons  comme  tout  à  l'Iieure,  on  voit 

que  le  lenne   El — — — ]  donne   (Uns  l'expression   de   ¥{^m  —  i) 

une  première  partie  qui  est  le  nombre  des  diviseurs  impairs  de  m. 
Le  second  terme  conduit  à  considérer  les  entiers  J' =  c  pour  les- 
quels j>^- — y  -t-  m  -\-  i-  est  un  carré  parfait,  et  à  poser 

c-  —  c  -t-  /??  -+-  i-  =  d^ 
ou  bien 

D  =  4(f/-f- 1)(^  — *';  —  ('^c  —  1/^. 

C'est  avec  des  limitations  différentes  pour  les  inconnues,  une 
équation  de  même  forme  que  la  précédente,  mais  il  faut  observer 
maintenant  (ju'on  doit  exclure,  s'il  s'en  trouve,  les  solutions  qui 
annulent  la  quantité  sous  le  signe  E,  qu'on  obtient  en  posant 


y 


i  =  y/^a  —  y  ^  ffi  -1^  j2. 


De  là  résulte  r  =  —. et  par  conséquent  autant  de  ces  solutions 

que  de  diviseurs  impairs  de  m,]  mais  on  vient  de  voir  que  le  terme 
E  i—. j  nous  a  donné  la  même  quantité,  nous  obtenons  en  dé- 
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fînltive  pour  la  valeur  de  F(4  m  —  i)  deux  fois  le  nombre  total  des 
solutions  de  l'équation 

D  =  4(c^-h  i  ){d  —  i)  —  {-i.c  —  if, 
sous  les  conditions 

C  =    I,    2,     .  .  .,    H 


11 

i  =  o,  I,  2,   . .  . ,  m, 

et  en  comptant  une  seule  fois  seulement  celles  qui  correspondent 
à  f  =  o . 

Ces  résultats  conduisent  à   penser  qu'on  peut  représenter  par 

les  formes 

(ic  -\-  id,  2 c  —  s,  ic  -^  -id") 
ou  bien 

(yid  —  ii,  ic  —  5,  id  -^  ii) 

la  totalité  des  classes  improprement  primitives  de  déterminant  —  D, 
mais  je  laisserai  de  côté  l'étude  de  cette  question,  et  j'arrive  immé- 
diatement aux  remarques  que  j'ai  annoncées  sur  la  décomposition 
des  nombres  en  3  et  5  carrés. 

II.  Deux  genres  sont  à  distinguer  parmi  les  fonctions  double- 
ment périodiques  de  troisième  espèce  dont  l'expression  est  en 
général  un  quotient  de  produits  et  de  puissances  des  fonctions  0, 
suivant  que  le  nombre  des  facteurs  de  cette  nature  est  plus  élevé 
au  numérateur    ou   au   dénominateur.    Au    premier  genre  appar- 

tiennent  les  quantités  -^ — ,    ^\     ' ,  qui  conduisent  à  des  propo- 

sitions  sur  la  décomposition  des  nombres  en  3  carrés,  tandis  que 
la  décomposition  en  5  carrés  dépend  des  fonctions 

ei(a-)  Hi(37) 

n\{x)%^{xy      %\{x)Q'^{x)' 

qui  appartiennent  au  second.  Leurs  développements  en  séries 
trigonométriques  dans  les  deux  cas  ont  été  le  sujet  d'une  excellente 
thèse  de  M.  Biehler  qui  a  donné  en  particulier  les  formules  pour 

les  expressions 

exix)  ^^  H,(:r) 


et  a  ajouté  un  grand  nombre  d'exemples  remarquables  à  ceux  que 
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j'avais  précédemment  obtenus  (').  M.  Xppell,  se  plaçant  ensiiiir  à 
lin  piiinl  ilr  \ii(>  plii^  «général,  a  lait  létude  aiialvtitpM- eomplèle 
des  loiiclioiiN  iinilunnes  F(j7),  qni  satisfonl  aux  condilinns 

F(ar-H4K)     =  F(x). 

mi  TT  f 

m  ».'tanl  iiu  cnlici-  posilll'uii  négatif  ('-).  Ces  Ixdles  reclierclics  ont 
de  nombreuses  applications  à  i'Arilliméticjuc  comme  j'essayerai  d<- 
le  montrer  en  considérant  en  premier  lieu  les  développements  des 
cpiantités 

Soit,  i^oiir  abréger, 

/  iKx\  -'  /'      !         -'M 

Zt— ;;^)=4y</    *cos2a:  — 47Hy    *  — 7    *)co%^x 

(  -J-       -?        -¥^ 
-i-4</3V«/    *  — 7    ' -f- 7     *  ;  cos  (ja;  — . .  .. 

/■aKx\  I  '    --'-  ^/^   --'  -"\    . 

U  I  -: I  = .'(  (1*  a    ^  sin  3 a-  -h  4  7  ^   \q    ''  —  9    '*  )  sm 5 x 

\     -     /         siii./- 

i  'J   /  1  2  2^  N 

—  4  7  *V7' *  — 7   "-+- 7     *  jsin7a--4-..., 
on  a  les  relations  suivantes  (')  : 
01  o)e,ro;ej(3-j 


e(a:) 

e(o)H^(o)Hi(x) 


e(x) 
Elles  donnent,  en  supposant  x  =  o, 


=  H,(o)Z{x)-^V{K)(d{x), 

=  e,(o)Z(o)  —  Z(K)e(o). 


eî(o)  =  H,(o)Z(o)-+-U(K)e(o), 
H3ro)=  «,fo)Z(x)  —  Z(K)&(t), 


(')  Cil.  rSiF.iii.KR,  77(èse  d'Analyse,  sur  les  développements  en  séries  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce,.  Paris,  (Jauthier- 
Villars,  1879. 

(')  Je  renvoie  aux  Mémoires  dn  savant  j,'éomclre  qui  ont  paru  dans  les  Annales 
de  l'École  Normale  supérieure  :  Sur  les  fondions  doublement  périodiques  de 
troisième  espèce,  3°  série,   t.  I,  p.  i3.5;  Développements  en  séries  des  fonction 
doublement  périodiques  de  troisième  espèce,  t.  II,  p.  9. 

(')  Sur  les  théorèmes  de  M.  Kronecker  relatifs  aux  formes  quadratiques 
[Comptes  rendus,  juillet,  1862)  et  Œuvres  d'Hermite,  t.  H,  p,  241. 
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ce  qui  nous  conduit  à  développer  suivant  les  puissances  de  q  les 
trois  quantités 


i-lf  q         ^ 

et 


c-  ==  I,  ■>.,  3, 


i'a-\-\)     <2--«'  \rt  =  I,.i,   J,    ...,i.C  —  \ 


(n  — 1)     -(rt'2— ,/«)         /rt    —I,   o,   i»,    ..., 


Soit,  à  cet  etïet,  dans  les  deux  premières 

4  C^  —  «2  =  «,  2  C  —  (l  =  d^  2  C  -h  i'/  =  d' , 

d  et   <:/'  seront  deux    diviseurs  conjugués  de  l'entier    n    qui    est 
^3(mod4),  el  l'on  aura  la  condition  d<id'.  Observant  encore 

que  -(2C  +  a  4-  i)  ^  -(<:/'+  i),  on  voit  qu'en  posant 

j 

Z(o)  =  V/(/iJ7*  (»  =  3,  7,  II,  ..  .) 

on  obtient 


/(n)=42(- 


I)" 


r,  (''■+ 11 


où  d'  désigne  tous  les  diviseurs  du  nombre  /iHE^3(mod4)  supé- 
rieurs à  yn. 

De  ce  premier  développement  se  conclut  aisément  celui  de  Z,(K) 
par  le  changement  de  q  en  — q^  et  nous  avons  ainsi 


1  1 

(«  +  !)  T" 


En  considérant  ensuite  la  quantité  U(K),  nous  ferons 

«'2— «2=  8n, 
n  étant  entier,  puis 


/' —  a  =^  "xd^         a  -\'  a  ^:^  2f/', 


ce  qui  donne  d<id'  et  dd! ■=■  in,  ces  deux  nombres  d  et  ^'  étant 
l'un  pair  et  l'autre  impair,  dans  la  relation  d -\- d' ^=  a' .  Gela 
étant,  soit 

U(K)=2.A^-'")'7"'         ("=o,  1,2,  ...), 
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on  auray")  (o)  =  i ,  puis,  pi  un  luiiif  \iiltMir  dr  //. 


/.(•2rt)  =  42'-"* 


'  (,/_,/_j, 


<  )n   ost    iiinsi    aiiieiir   .'i    (it'-liinr    uiir    noiiNi-lir    IdmcIioii    ii(iiii('-i'i<|iie 

h'(/j),  en  posant 

F(n)  =  /(/0 

sous  la  condition   //  ^3(inocl  4).  |>iiis  [loiir  les  nombres  pairs 

F(in)  =  /](  >.n  ), 

en  excluant  comme  on  voit  les  entiers  ^  i  (mod  '{),  (jiii  ne  fiyn- 
reronl  point  ilans  ce  cpii  va  suivre.  C'est  au  moyen  de  celle 
lonelion  que  nous  obtenons  facilemenl  le  coefficient  d'une  j)uis- 
sance  fpielconcjue  r/^,  du  cube  de  B,(o),  en  dévelop|>ant  le  second 
membre  de  Téqualion 

e](o)  =  H,(o)Z(o)-+-  UC  K)efoi. 

Distinguons  à  cet  ellet  deux  cas,  et  en  premier  lieu  supposons  N 
pair;  le  nombre  des  décompositions  en  3  carrés  de  N  est  alors 

On  doit  supposer  dans  celte  expression 

rt  =  I,  3,  3,  . . ., 
6  =  O,  2,   i,   .... 

en  convenant  de  réduire  ù  moitié  le  terme  correspondant  à  ^  ^  o, 
qui  devient  ainsi  F(N). 

En  second  lieu  et  dans  le  cas  de  N  impair,  on  parvient  à  la  for- 
mule toute  semblable 

9.y  F(4  N  —  «2  )  —  'iV  F(\  —  a2  ) 

en  prenant 

a  =  I,  3,  5,  ... . 

Considérons  ensuite  l'équation 

nKo)  =  0,(o)Z(o)-Z(K)e(o); 

le  coefficient  de   la  puissance  ^'*   ,  si  l'on  suppose  N^  3  (mod  8), 
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représentera  le  nombre  des  décompositions  de  N  en  3  carrés  qui, 
dans  ce  cas,  seront  impairs,  et  il  est  donné  par  la  somme 

où  nous  ferons  encore 

6  =  0,  2,   1,  ■ .  • 

en  réduisant  à  moitié  le  premier  terme  correspondant  à  ^  =  o. 
Soit,  pour  simplifier  Técriture, 

<i>(N)=;F(N); 
4 

de  ce  dernier  résultat  on  conclut,  pour  le  nombre  des  classes  de 
déterminant  —  ÎN,  dont  un  des  coefficients  extrêmes  est  impair, 
l'expression  fort  simple 

*(N)-f-   2«ï'(N  —  22)    4-  2*(N  —  42)4-... 

que  je  vérifierai  en  posant  par  exemple  N  =  83.  On  trouve  alors 
la  valeur 

<î>(83)  -+-  9.  *i'79)  -+-  2  *(67)  -T-  2  *(47)  —  2  *(i9)  =  i-f-2-l-2-f-2-J-2  =  9 

et  le  calcul  des  formes  réduites  donne  en  effet  les  neuf  classes  : 

(1,0,  83),       (3,  ±1,28),       (4,  ±i,'ii),        (7,  ±1,12),        fg,  ±4,  II). 

m.  Les  cinquièmes  puissances  de  0)(o)  et  H,(o)  s'obtiennent 
sous  une  forme  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  considérer 
pour  les  cubes  au  moyen  des  développements  en  séries  trigonomé- 
triques  des  fonctions  suivantes  : 

„  ,   ,  _  Hf(o)e2(o')etro)ei(3") 

Voici  d'abord,  en  posant  pour  abréger 

i-ûK'  ^       -X 

2K  "  2K' 

les  expressions  auxquelles  M.  Biehler  est  parvenu  le  premier  et 
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<|ui  soiil  un  (ils  |)iirli<Milicr  i\cs  loi  imili-^  (l<    \|.    \]»|)ell(')- 


1  /'      3 


(_,,'•    ,/-     (  Dr  ii.ng($  — Aoj)—  5i7;lan-(ï  — /voii] 

lli(a:)  =  H(i))  >  '— I  i-  (7*     |/Dtséc(5  —  aoj  1 -i-  >(^  scc(;  —  //(..i| 

—  <■  et('o)  >  </•     [1  I)çcoséc(t  —  rtto)  -f-  3acoséc(Ç  —  aw)]. 

Il  fiiiil  prendre  dans  ces  séries 

«  =  =hi,  ±3,  rh5,  ..., 

b^        o,  ±9.,  rt4.   ... 

avec  la   coii\tiilii)ii   de   rcduii'o  ;"i    moitié  le   terme  correspondant 
à  6  ^  o.  M.  Bielder  obtient  ensuite 

\\{x)  =  e(o)[séc»x-i-V8(— i)'-^''+'(3c-H  c')(/'''+2r<'cos2c'a7] 


1 


(3  rt=+4«c) 


Hi(o)  >  4(3a -t- 2c)^'  .cosaca:, 


11,(37)  =  e,(o)>4(3a -^  a')(/*  cosrt  ar 


(—1)*  4(3aH-rt')<7*  cosa'a-, 

mais  maintenant  on  doit  supposer 

rt  =  I,  3,  5,  . . ., 

a'=  I,  3,  5,  .  .  ., 

c  =  I,  u,  3,  . .  ., 

c' =  o,  I,  2,  .... 

en  réduisant  à  moitié  les  termes  qui  correspondent  à  c'=o.  Ces 
formules  donnent,  en  faisant  a;  =  0, 

ef(o)  =  0(o)  [n-V8(— i)'^ +  '•'+' (3c -r-c';</'î''+:2"-j 
+  H,(o)2^4(3aH-2c)y* 

(')  5«r  les  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce  {Annales 
de  l'École  Xormale,  3'  série,  t.  I,  p.  i.lS)  et  Développements  en  séries  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  troisième  espèce  {Ibid.,  t.  II,  p.  9). 
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1 

Hf(o)  =  e,(o)24(3a  +  a')'7' 


I3rt2+;«n') 


■"T-l  -(«  +  «-1-2)     -  (3rt'-t-2<7«'\ 

+  0(o)2^ ',(-■)■-  q* 

ce  sont  les  expressions  dont  je  vais  chercher  les  conséquences 
arithmétiques.  On  y  remarque  trois  séries  difTérentes  conduisant  à 
une  même  fonction  numérique  que  je  définirai  par  Tune  d'elles  en 
posant 


I  -r 


Soit  à  cet  effet 


3c2- 


•2  ce    =r   /H 


je  représente  par  d  et  cl  les  entiers  c  et  3c  +  ic\  qui  seront  deux 
diviseurs  conjugués  de  n,  de  même  parité  et  assujettis  à  la  con- 
dition d'^?icl.  Nous  aurons  de  cette  manière 


3c-i-c'=  -(3f/^rf'), 

cela  étant,  je  suppose   en  premier  lieu  que  n  soit  impair.  Dans 
cette  hypothèse  c  étant  aussi  impair,  on  peut  écrire 

nous  obtenons  donc  la  fonction  définie  par  l'égalité 


F(/i)  =  (— O'  >4(3f/-^<^' 


et  j'observe  que,  pour  le  cas  particulier  où  les  diviseurs  conjugués 
de  n  remplissent  la  condition  d  =^  3<i,  la  somme  '^d-^r  d'  =^  id' 
doit  être  réduite  à  moitié  et  remplacée  par  d' . 

Au  moyen  de  la  fonction  F(/i),  et  en  désignant  pour  plus  de 
clarté  par  /■  les  entiers  ^  3  et  5  les  entiers  ^i  (mod4),  nous 
pouvons  écrire 


I 

24(3«~2c)g''* 


(3n--(-4«r) 


I 

-  /■ 


^2f"-.î-". 


■«:^  —  (3rt=-t-2rt«  r    ^-^  -.V 
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))iil.s,  connue  nu  le  vnil  facilement, 

2-(«->-<l'-f-I)  -I3rt'— ïrtd')  I    ^r-»  -.5—5)  -s 

4^_,)t  (3a  +  a')/  =__^(_,)^  F(5)yV    ^ 

()n'on  fasse,  eu  elfcl,  dans  hi  prcuiière  de  ces  relations  par  exemple, 
3a*-+-  .ir/c  =  r,         puis         a  ::=  d,       3«  4-  je  =  rf', 

il   est  clair  (judu  a   /•  ^  3  (mod  /{ ).   et  ({ue  tl  et  cl'  sont  tous  les 
diviseurs  conjuj;ués  de  /■  satisfaisant  à  la  condition  d'^'6d. 
Supposons  en  second  lieu  cpie  n  soit  pair.  iT-qualion 

3c--i-  'xcc'       n 

montre  que,  dans  ce  cas,  c  et  par  conséquent  les  diviseurs  d  et  d' 
sont  eux-mêmes  pairs.  H  faut  donc  que  n  soii  divisible  par  4,  et 
alors  nous  avons 

y  \  {<!■-, 1  +  1] 

^ii-\)'  iZd-^d'), 

la  définition  de  la  fonction  nous  faisant  complètement  défaut  pour 
les  entiers  impairenient  pairs. 

Vu  moyen  de  ces  résultats,   l'expression  de  0J(o)  peut  s'écrire 

ainsi 

1 

et  le  coefficient  de  q^  dans  le  second  membre  est  donné  par  l'ex- 
pression 

y  [  Im  ',  .\  —  «2)  _  ,,  F(N  -  «2)  +  2  F(N  —  b-^)] 


en  prenant 

b  =  o,  '}.,  .{,  . . 


«  =  I,  3,  5,  . . . , 


et  remplaçant,  lorsque  h  =  o,  le  terme  2F'(N)  par  F(N).  Tel  est 
donc  le  nombre  des  décompositions  de  N  en  .5  carrés  quelconques; 

l'équation 

1  1    _..  1 


va  ensuite  nous  donner  le  nombre  des  décompositions  en  5  carrés 
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impairs.  Il  convient  alors  d'inlrocluire,  au  lieu  deF(5),  la  fonction 
égale  et  de  signe  contraire 

avec  les  mêmes  conditions  c/<:/'=  s,  f/'>  id,  et  en  observant  qu'on 
ne  rencontrera  point  le  cas  particulier  de  <^'=  3 <i.  De  celte  manière 
on  obtient  l'expression  fort  simple 

F,(N)-+-aFi(N  — 22)  +  '2F,(N  — 42)-^... 

dans  laquelle  N  doit  être  supposé  ^  5  (mod  8).  Prenons  comme 
exem|jle  N  =  2 1 ,  la  formule  nous  donnera 

F,(9.l)  +  2Fi(l7)  +  '2F,(-.)=:4(24  +  40H-l6)=320, 

ce  qui  est  elTectivement  le  coefficient  de  q\  dans  la  cinquième 

puissance  de  la  série  ay/^  +  Q.\/q''^  -+-  2^/^--'  +  . . .. 

J'espère,  dans  ce  qui  précède,  avoir  montré  comment  la  consi- 
dération des  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce 
étend  le  champ  des  applications  arithmétiques  qui  a  été  ouvert  par 
Jacobi  dans  le  paragraphe  40  des  Fundamenta.  Aux  nombreuses 
formules  que  contient  la  Thèse  de  M.  Biehler,  et  en  restant  dans 
le  cadre  embrassé  par  l'auteur,  il  convient  encore  d'ajouter  les 
suivantes,  à  cause  de  leur  élégance  et  de  leur  simplicité.  Je  dois 
à  M.  Appell  la  communication  des  six  premières,  dont  voici  le 
Tableau  : 


'/.    i/,= 


e(o)eifo)H?(o)  _^    ■î{—\)-  q 


=2- 


sin  T7  \x  —  bi\\  ) 


>2f(— i)"^  7"'      col-(.r  —  <7tK  ), 

2 


e('o)e?('o)  11,(0)  _'^     (—1)-   y-  y   i(—\)-      " 


'/.    1/.^  -!u<+      ' 


11  (.r)  Bi(.r) 


sin— 77(37  —  bi\\)  cos— —  (^7  —  rtt'K') 

•2  K  2  K 

Hi{X)e(X)                   jLà                T.  Mm4      .          TT                                  ,,, 

^     '      •                         cos (x  —  bi\\  )  sin  -—  {x  —  aïK  > 

2.x  2  iV 
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Cl 


i/,.  « 


t>no)"|i  o>  H|(o)       ^  t/-  ^  (/■ 


1 1  I   r  I  H  {  .r  I  ^^      .T.  I  ■      >  •^^     .        t: 

-iii — —  '  x  —  uiW  t  si  II  — — •  (  j'  —  ^//  K   ) 

■À  K  a  K 


e«(o)e,Co)H,(o)  _v_l! V 

H,(jr-)«,(.r)        ~ji^  r.  ~  j^  r. 

cos— 77(ar  —  uiK  f  cos— r^(x  —  ail\ 

•I  .11  (»l)l»'iui  <lr  mon  rùlô  : 

Hî(o)Hfi<)(H'f(o)        '^     -,"W>.K,  - 

ë»7^r; ^2d'^'      '  ~  '^a  — •^'"  I  col -j- (a:  — ai  K^ 

eno)H?(oiH^o>       ^    i/.'/  2K        \  T 

rn ' =  7  (?'      I  ■<''' l^r  1  col  —^(jr  —  oi  K 

ll'iT)  jLà'       \  ~        I        ?-K 


)• 


Dans  ces  diverses  expressions,  oa  supj)ose  (jiie  l'cnlier  a  prend 
loules  les  valeurs  impaires  et  b  toutes  les  valeurs  paires  de  — x 
à  -\-  ».  Une  lettre  de  M.  Lipschitz  que  l'illustre  géomètre  a  bien 
voulu  m'auloriser  à  publier  montre  sous  un  point  de  vue  nouveau 
et  entièrement  dillérent  de  celui  au([uel  je  me  suis  placé,  Tintérèt 
pour  r  Vrithmélique  des  formules  auxquelles  conduisent  les  fonc- 
tions de  troisième  espèce. 


ROSENHAIN. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  CIV,  1887,  p.  891. 


M.  Hermite  annonce  à  l'Académie  la  perte  que  les  Sciences 
mathématiques  ont  faite  de  M.  Georges  Rosenhain^  décédé  le  i4 
de  ce  mois,  à  Berlin.  Au  nom  du  savant  géomètre  s'attache  une 
découverte  capitale,  obtenue  en  même  temps  par  Gôpel,  qui  en 
partage  la  gloire.  C'est  celle  des  fondions  quadriiplemenl  pério- 
diques de  deux  variables  qui  donnent  l'inversion  des  intégrales 
hjperelliptiques  du  premier  ordre.  Elle  a  été  exposée  dans  un 
Mémoire  auquel  l'Académie  a  décerné,  en  ]85o,  le  grand  prix  des 
Sciences  mathématiques,  et  qui  fera  à  jamais  l'admiration  des 
analystes. 


i:\  II!  MIS 


l>K 


i)i:i  \  ïj:niu:s  ai)Iu:sski:s  a  m.  ci^ak; 


Americcin  JouiikiI  nf  Matheniatics.  t.  I\,  iSS^,  p.   ;si-;s.S. 


sut    I.V    tOHMULK    DK    FOL'RIEIt. 

Je  suppose  f[ii"(>n  ait  cnlrf  les  litnilcs  .r  =  o,  x  =^  3-  : 

f(.r)  =  X  A  ,„f  ""'•'•. 

liiidice  wi  parcourant  la  séiie  des  nombres  entiers,  o,  ±:  1,  rcii,  — 
Décomposous  maintenant  cette  série  en  deux  autres,  et  soit 

<Pij-  ,=  -  Ao -^  1  A„,    ,.•'"'■'  ("1  =  1,  ■>,  3,  . . .;, 

puis 

yy,  x)=  -\„^l.  \  -,„  e  ""^        ( '«  =  1 ,  •>,  3,  . . .  ), 

■JL 

de  sorte  qu'on  aura 

f{X)  =  'I»(vF)  -i-  W(X). 

Je  vais  établir  que  dans  le  demi-plan  situé  au-dessus  de  l'axe 
des  abscisses,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  imaginaires, 
z  r=  X  ->r  iy  où  y  est  une  quantité  positive  dillerente  de  zéro,  on  a 
cette  expression 


i^(Z)-=  r—     I  f(x)COl -^  dx 

et  semblablement,  si  Ton  suppose  y  négatif. 


dx 
11.  —  IV.  ifj 
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ce  sera  donc  l'extension  de  chacune  des  fonctions,  dans  les  régions 
considérées,  qu'on  obtient  au  moyen  de  f(x),  Pt  en  employant 
les  seides  valeurs  réelles  de  la  variable  qui  sont  comprises  entre 
.f  z=  o  et  iT  =  2—. 

Pour  cela,  je  (ais  usage  des  relations  suivantes  : 


rcr - 
e"iix    col ^  f/,r  —  4  i-  e""'=, 

/        e-""-^cot- -d.r  =  o, 


«-  0 


•'  t: 


•1 

X 

— 

•o 

1 

X 

— 

z 

cot  — dx  =  9  ir.. 


qui  ont  lieu  pour  m  positif,  la  variable  z  représentant  un  point  dont 
l'ordonnée  est  positive.  Elles  font  voir  que,  dans  l'intégrale 

r'"  x-z 

I       f{x')c  o  l i/x . 

•    û  ' 

les  termes  alïectés  des  coefficients  A,„,  où  l'indice  est  négatif,  dispa- 
raissent, et  nous  en  concluons  immédiatement  l'expression 
annoncée 


I  X  —  ^ 

'       /(.r)col dx. 

n  '^ 


On  a  ensuite,  dans  la  région  inférieure  du  plan,  m  étant  toujours 
un  entier  positif, 

I        6'"""'     col^ -dx  =  o, 

■'■;:  * 

/-•  -  "  ^ - 

/  cot dx  =  —  2  t  -, 


»-'n 


«  0 

et  ces  relations  nous  donnent 

I    r'~  ^,        X  —  z  , 

\\'(  Z)  =—  -^-^    /       f(x)col dx. 

A  la  formule  de  Fourier 
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\p  joins  ainsi  la  fonclion   iinitornie  dans  huit  le  plan 


,ïit 


'^(«)=7-r-    /       /(jDcal  -dx 

(|iii  a  l'axe  des  abscisses  pour  roupure.  <le  sorte  (jn'en  désijjMianl 
pai-  N  el  N'  deux  points  inlininieiil  voisins,  Tnn  au-dessus,  Taulrc 
au-dessous  de  l'axe,  on  a  la  relation 

Je  renianpierai  encore  (jue  la  eonsidéialion  de  (;elle  coupure  d(»nne 
iuMuédiatenient  les  inté}j;rales  définies  qui  viennenl  d'être  eni- 
plovées.  ()u'()n  pose,  eu  ellet, 


d'où 


.]  =   I        c""' cm- -(/.r. 


r  -"■  X z 

J(.-//i/i—    /  t;//u(x-  r'  eot dx 

I  2 


ou  trouve  d'alxtid 

|);(  .1  e-"''~)  =  o. 

Soil  donc  ,]e~""^=zC;  Texpression  de  celle  conslanlc  par  l'in- 
tégrale montre  qu'elle  s'évanouit  j)our  :;  infiniment  grand  cl  au- 
dessous  de  Taxe  des  abscisses;  on  a  par  conséquent  (]  =  o  dans  le 
demi-plan  au-dessous  de  cet  axe.  Franchissons  la  coupure,  l'inté- 
grale en  passant  du  point  N'  au  point  N  l'augmente  de  4*"  «^'i  dans 
le  demi-plan  au-dessus  de  la  coupure,  on  obtient 

d  DU 

.1=4  ir.  e"'i-. 

Mais  j'ai  supposé  l'entier  m  positif  et  difiérent  de  zéro  ;  on  trouve, 

quand  il  est  nul,  cot ^  =:  —  /-,  ou  -\-i~,  pour  une  valeur  infinie 

de  ;,  au-dessous,  puis  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses,  et  l'on  en 
conclut  alors,  J  =  —  2  f  r:,  J  ^  -j-  2  /tî  pour  chacun  des  demi-plans. 
Le  cas  de  m  négatif  se  traiterait  de  même. 
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ADDITIONS. 


En  donnant  communication  à  iNI.  Lipscliilz  des  résultats  cjui 
précèdent,  j'ai  été  informé  qu'ils  se  trouvaient  établis  par  une  autre 
voie,  dans  son  Ouvrage  Lehrbitch  der  Analysis^  l.  11,  ji.  724. 
La  Note  suivante  expose  la  mélhode  suivie  par  l'illustre  géomèlre. 

Soit/(,r -f- /j)  une  fonction  uniforme  et  continue  pour  toutes 
les  valeurs  x  H-  iy^  où  x-  -^- y-%  i ,  et  rpii  prend  pour  x  +  iy  =  o 
une  valeur  réelle;  en  outre,  si  nous  désignons  par  g{oc -^  iy)  la 
fonction  qui  est  conjuguée  iif(x  +  iy),  alors  pour  chaque  valeur 
X  +  iy  à   l'intérieur  du  cercle  x- -\- y-  <  1 ,  on  a  l'expression 


e-''-^{x  -+-  iy)        x 


'  ^  d.. 


En  remplaçant  la  variable  com|)le.\e  x  -+-  iy  par  la  ("onction  expo- 
nentielle c"",  la  variable  nouvelle  o  doit  avoir  une  partie  imaginaire 
positive,  et  l'équation  proposée  prend  la  forme  suivante  : 

La  démonstralion  est  ramenée  au  théorème  de  Cauchy  à  l'aide  de 
la  remarque  que  le  second  facteur,  qui  se  tiou\c  sous  le  signe 
intégral,  peut  être  écrit,  soit 

I  r  d{c'^^  I  rfcg'^)"| 

ou 

I  r     d{e  •-■>■')  I    die-'^)^ 

7  [e-'*—  e-"'>  ~  i       «-'*     J  ' 

Cela  étant,  I  intégrale  [)r(qiosée  se  trouve  égale  à  la  somme  des 
deux  intégrales 

2-iJ_   -^  [erx_e/w  2       e'*     J 


et 


ItKl  \    I.KTTHKS    AI)KKSSKK>     V    M      IHVIG.  i^j 

Kn  iij>|ili(|)iiiiil  II-  llirnmiir  lit-  (  .,itii  li\ ,  <>ii  \i>il  facilcineni  (|iu'  la 
preHilère  iiUégral»'   prend   la   \i\\ri\v  f(e"^) ./'("^»    ''•   st'fonde 

intégrale    !:<    v.ileur   -  ^' i  o  ).     A   cause    de    la    hii|i|)i)Mliiiti    (jiir    /  i  o  ) 

doit  èlre  iiiir  <|iiaiilil('-  n'-elle,  la  diUV'rcnce  — r/(")  ~i~  r  r?'(*^0 
s'évanouit.  l*arlant,  la  somme  îles  deux  intégrales  est  égale  à  la 
valeury*(^e"^),  ce  qu'il  fallail  prouver.  Si  l'on  lait  usage  de  Téqua- 


Iroii 


I  I  I  /et  —  !•)  \ 

: : =    —  COt       , 

I   ,.(W-/X  -,  ,  ,  \  -,  J 

le  résultat  en  question  passe  dans  la  l'orme  suivante  : 

SIK    UNE    KORMIIi:    IIK   r.AUSS. 

Dans  le  Mémoire  inliluli-  D<^  nexu  inler  nutllitudincin  clas- 
sium,  etc.  [Œuvres  de  Gauss,  l.  !l.  p.  269),  on  trouve  l'ex- 
pression suivante  du  nombre  des  valeurs  entières  de  x  et  j)^  qui 
satisfont  à  la  condition  x-  +  J'^<  A  : 

Soient /l'entier  contenu  dans  ^\  et  ^  l'entier  contenu  dans 
i/-A;  désignons  aussi  par  /-(y+'^j  /-'y+s),   ...,  les  entiers  les  plus 

voisins  de  y/A  —  (7  H-  '  )'i  y/^  —  ('/"•"  ^)' jusqu'à  y/A  —  /•-  ; 

le  nombre  eherché  est 

Pour  démontrer  celle  formule,  je  remarcpicrai  d'abord  (pi'on 
obtient  facilement  le  nombre  des  points  dont  les  coordonnées  sont 
des  nombres  entiers  et  qui  sont  à  l'intérieur  d'un  rectangle  avant 
ses  côtés  parallèles  aux  axes  et  son  centre  à  l'origine.  Nommons  la 
base  etla  liauleuraa  el2b,  soient  ensuite  /;  etfy  les  entiers  contenus 
dans  a  et  b,  le  produit  (2/?  +  1)  (  27  -f-  1)  sera  le  nombre  de  points 
considérés  qui  sont  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  du  rectangle. 

Gela  posé,  inscrivons  un  carré  dans  le  cercle  x--{-y-=.\,  on 
aura 


OA 


=  AB  =  ^/Ï^ 
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et  si  l'on  désigne  par  q  l'entier  conlenu  dans  i /-  A,  le  nombre  des 

points  qui  sont  dans  le  carré  et  sur  son  contour  sera  (2^  -h  1)'-. 
Il  faut  maintenant  y  joindre  ceux  qui  se  trouvent  dans  les  quatre 
segments  égaux  à  BMB';  et  dont  voici  l'énumération  : 

Sur  AM,  nous  avons  en  premier  lieu  les  points  dont  les  abscisses 


sont    ^  +  1,   q-{-i,   ...  /■,  /•  désignant  comme  plus  haut  l'entier 

contenu  dans  y/V;  leur  nombre  est,  par  conséquent,  /•  —  q. 
A  ces  diverses  abscisses  correspondent  les  ordonnées 


v/]r=T7-ô^,    /ÂTir^TipTji, 


v/A-z-s 


et,  en  employant  la  notation  de  Gauss,  nous  avons  sur  la  première 
un  nombre  de  points  égal  à  /•^?+*',  sur  la  seconde  à  /■f?+-),  etc.; 
donc,  dans  le  segment  BMB',  un  nombre  égal  à 

r  —  q  -h  2  [/•(?-»-') -H  /•<?+2)_|__  .    _^  ,.(r;]. 

Quadruplons  cette  valeur  et  ajoutons  à  celle  que  nous  avons 
obtenue  pour  le  carré  inscrit,  on  trouve  la  quantité 

(  '2 ^  ^  I )-^  +  4  (  '•  —  ^ )  -H  8  [;■'?+"  4-  /-^î+ï)  -+-...-+-  ,•(/•) ] , 
qui  se  réduit  à  l'expression  de  Gauss 

4  .y^  _^.  ,  _^_  4  ,.  ^_  y  f  r[q  +  \)  _(_  r'q  +  V  +  _.,  ^  ;■(/•)]  . 

D'une  manière   toute  semblable    s'obtient    le  nombre   des  points 


lut  \    I.KTTIIKS    ADHKSSKKS    A    M.    fltVIl..  V-i^ 

contenus  à  rinléiicur  el  sur  le  contour  «l<*  lellipse 

Soit,  à  cet  ellet,  en  «lésignanl  par  E(x)  rentier  contenu  dans  jc 


nous   avons  cette   formule  dont  celle  de  Gauss  est  un  cas  parli- 
ciilier  : 

4a_'J  -H  i,-i-  2(rt  -f-  6)  -f-  2!(.rg  +  ,  -1-  .r■y^^i-{-  .  .  .-f-  .r„  ) 


SLR    I.  EXPRESSION    Dl'    SI.MS    PAR    IN    PROKUIT    ItK    I-ACTKIRS    PRIMAIRKS. 

I^a  formule  suivante,  (jui  a  t'it'  donnée  pour  la  première  fois  par 
M.  Weierslrass, 


sina"  =  .r  II 


{'-■^y']  ^"= 


—  I  ,    —  j.,     •  •  •  } 


conduit   facilement  à    wnv   expression  semblable    [)oui'  cosa?,    au 
moven  de  l'équation 


co%x  = 


SI  II  IX 

•i  sin:r 


Soit,  en  ellet.  /?»  =  zb  i ,  ±:  3,  ±  "),  . . .,  nous  pouvons  écrire 


s  i  n  a?  =  a*  n 


('-:rf^)""^]"[('-^)'"'". 


tous  les  facteurs  de  sina:  se  IrouveronI  ainsi  mis  en  évidence  dans 
sin  IX,  on  en  conclut 


cos.r  =  n 


.(-^)''"^] 


Mais  on  pourrait  désirer  parvenir  à  celle  expression,  en  partant  de 
la    relation     cosj:  =  sin  (  -  H- a:*  j  >  c'est  ce   que  je  vais  faire   au 


248  CSilVRES    DE   CHARLES    HERMITE. 

moyen  d'une  remarque  sur  la  fojimule  générale 


^<^>="[('-^)'H' 


oii  les  polynômes  Pn(x)  sont  de  degrés  quelconques. 
Changeons  ,x  en  37  +  ^,  et  employons  l'Identité 

on  aura  d'abord 

F(.  +  .)=M[(,-i-)(,-^)..v-S.]; 

divisons  ensuile,  membre  à  membre,  avec  l'égalité 

''<-'="[('-è)'''""] 

et  nous  obtiendrons  la  formule 


F(£) 


=  Il 


D'une  manière  semblable,  et  en  partant  de  la  relation 

f(")=*"[('-^)''" ']' 


"[ 


gP„(..-(5)-P, 


„(l)l 


on  trouverait 

Mais  ce  résultat  appliqué  à  sin.r,  en  supposant  ç  =  -.  donne  l'ex- 
pression suivante  : 

qui  ne  coïncide  pas  avec  la  formule  obtenue  tout  à  Iheure 


cosa-  =  n 


'IX 

tu  TT 


2.»- 


On  remarque  toutefois  que,  en  posant  m  =  2n  —  i,  les  facteurs 

exponentiels  e"'^  et  e'"'^    tendent  vers  la  même  limite,  lorsque  le    • 
nombre   entier   n    augmente,   mais   la    dilleience    entre   les    deux 


DKl'X    I.RTTHKS    AllHESSEES   A    M.    CHAH. 


•i^'J 


it'sullals  (loil  èlre  t'X|)li<jiire  ;    mmci    ime  cunsultM'iitinii  (|iii   |i\er;i 
toule  difliiiilté  : 

Reprenons  rr(|iiali()n  dani  se  lire  l'expression  de  sinus  par  un 
produit  de  fadeurs  primaires  : 


Cot  T 


V  F     '  ' 

-  7 1 

^^  \  T  —  /ir        nr. 


(n  =±.1,  àz7,  . . .). 


el  (Voii  Von  coiicliil  en  cliani^eaiit  J'  m  ./     ;    ; 


coiC.r  -'-  ;) 


\^ 


//  - 


^1 


Ivelranclions  membre  à  mend)re  avec  l'égalité 


col  a  = h  7 1 1 

(7       .^d  La  —  II-        /iT. ] 

où  a  d^ésigne  une  constante  arbitraire,  on  aura  ainsi 

col(T -^l)  —  cola  = i->       z 

et  plus  sinjplemenl 

col(,/; -H  h  —  cot  rt  :==  7       r —     , 

en  supposant  maintenant /«  =  o,  ±i,  ±2,  .... 
De  là  se  lire,  si  nous  intégrons  depuis  x  =  o, 


lo 


sin(57  -i-  ;) 


"        sinï 


3-  cot 


et  par  conséquent 


sm  ; 


[('-;7^)^"'^.- 


<?'•'•">"  Il     (  I 


La  cpiantité  a  dans  celle  formule  est  quelconque,  on  |)eul  même 

la  prendre  égale  à  zéro.  Qu'on  mette  à  pari,  en  efTel,  le  facteur 

correspotidant   à   /*  =i  o    qui    est  seul    à    considérer   dans    ce    cas 

/  X-- 

(  1  +  7-  )  c   "  ;    on    observera    que,     pour    a  =  o,    la     diflérence 

cot« sévanouit,  de  sorte  qu'on  obtient  alors 

a  ' 

<in(x-':)        (         x\       \  i  X       \    -^1 
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Ge  résultat  conduit,  en  supposant  ^=  -,  à  l'expression  considérée 
plus  haut  : 

/      9..r\    (  r  ■2-^      1   — 

cos.r  =1 Il        1  — r-     e"' 

\  -  j      [y  {■in  —  \)-\ 


■h> 


Je  change  ensuite  ç  en  ç  +-  et  «  en  a  -h  ^;  on  trouve  ainsi,  en 


posant  m  ^  in  —  i , 

cos(.r-4-^) 
cos? 


{m  =±i.  ±3,  ±5. 


-  ;;rr^)  ^"'"-"] 


d'où,  pour  ç  ^  o  et  a  =  o, 

cos  ir  =  II 


■}X 

I I  e'"  " 

m  - 


On  voit  donc  que  les  deux  expressions  difl'érentes  que  nous 
avions  rencontrées  s'accordent,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  d'une  formule  plus  générale. 
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Mémoires  de  r.l<  ailé/nie  pontijiculc  des  Nurn'i  l.iiicei, 
1.   III.    iSSS,   |t.   i»5-i()l.   et   Œuvres  de  l.a,i;iierre ^    l.   I.   p.  jfii- 


Les  amis  d'Edmond  Lajjuerrc  qu'une  inorl  piéniaUii'ée  a  enlevé 
Tannée  dernière  aux  Sciences  luatliéniatiques  onl  décidé  de  |>nl)lier 
une  édition  compltte  de  ses  œuvres,  pour  rendre  à  sa  mémoire  un 
hommaj^e  bien  juslenienl  mérité  par  une  vie  d'honneur  entière- 
menl  vouée  à  l'éliide  et  à  raccomplissemenl  de  ses  devoirs.  Cette 
édition  paraîtra  sous  les  auspices  des  membres  de  la  Section  de 
Géométrie  de  l'Vcadémie  des  Sciences  de  Paris,  qui  ont  ainsi  voulu 
témoigner  leur  profonde  sympathie  pour  celui  qui  avait  été  leur 
conlVcre,  et  dont  les  découvertes  onl  honoré  la  science  française. 
M.  Eugène  Rouché,  lié  d'une  étroite  amitié  avec  Laguerre  et  qui 
a  publié  sur  ses  travaux  une  Notice  savante  et  approfondie  ('),  a 
pris  la  tâche  de  réunir,  de  classer  ses  Mémoires  et  d'en  diriger 
l'impression.  Je  partage  les  soins  de  M.  Rouché,  et  je  viens  ainsi 
d'avoir  sous  les  yeux  le  beau  Mémoire  qui  a  paru  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  AI  a  thématique  s,  i"  série,  t.  XIX,  1880,  sous 
le  titre  :  Sur  une  méthode  pour  obtenir  par  approximation  les 
racines  d\ine  équation  algébrique  qui  a  toutes  les  racines 
réelles.  Les  résultats  auxquels  Laguerre  est  parvenu  sur  ce  sujet 
important  sont  extrêmement  dignes  d'attention,  en  les  étudiant 
avec  l'intérêt  qu'ils  commandent,  j'ai  été  amené  à  les  établir  par 

(')  Edmond  Laguerre.  sa  vie  et  ses  travaux,  par  M.  Eugène  Rouciié,  exami- 
naleur  de  sortie  à  l'École  Polyteclmique,  professeur  au  Conservatoire  fies  Ails  et 
Métiers  {Journcd  de  l'Ecole  Polytechnique,   ib'  Cailler,  18SG). 
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une  mélliode  difTérenle  de  la  sienne  el  plus  directe.  C'est  l'objet 
des  considérations  qni  vont  suivre. 

I.    Soity'(.27)^o  une  équation  de  degré  n   dont  les  racines  «, 
/>.  ...,  /soient  toutes  réelles.  J'envisage  la  somme  sjmétrique 

{x  —  af-         "^         (x  —  b)'^  ■■■  {x  -  ly        ' 

où  ç  et  ;'  sont  également  des  quantités  réelles,  et  je  remarque 
qu'on  en  obtient  facilement  l'expression,  si  l'on  décompose  chacun 
de  ses  termes  en  fractions  simples,  par  rapport  à  la  quantité  a.  en 
écrivant,  par  exemple, 

(a;  —  a)-  (.r  —  af  '         x  —  a 

Il  suffit,  en  effet,  de  recourir  aux  relations 

/'il  I 


J'  .r  —  (i  X  —  h        '   '  '  '   '    X  —  / 


r—ff'_ 


I 


pour  trouver  la  valeur  suivante  : 

Cela  étant,  j'observe  qu'on  ne  peut  avoir  S  ■=  o,  qu'autant  que  les 
numérateurs  (ç  —  <^){l' — <^)j  (?  —  ^)(^' — ^)i  etc.  ne  seront  pas 
tous  de  même  signe.  11  est  donc  nécessaire,  d'après  les  propriétés 
des  trinômes  du  second  degré,  qu'une  partie  des  racines,  «,  b,  etc. 
se  trouve  dans  l'intervalle  compris  entre  ç  et  ç',  et  les  autres  en 
dehors  de  cet  intervalle.  Par  là  est  établie  la  proposition  ainsi 
énoncée  par  Laguerre  : 

Si  Von  désigne  par  x  une  quantité  réelle  quelconque^   les 
nombres  ;  et  ^'  qui  satisfont  à  la  relation 

{\  -  x){\'-x)  (r--/f")  +  {x  +  r-  ■>-^)ff  -  'f' = o. 

et  dont  l'un  est  arbitraire.^  séparent  les  racines  de  l'équation 
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.II'  suppose  niaintcn.iiit  i|ii Hii  lasse  ^  =  ç' (lan>  la    ^oiiiinc  S  (|iii 


ilf\  nul  aiii^i 


cl  je  eniisidèic  r('M|iialioii  siiivaiilc  ild  se<;oii(l  degré  en  \  : 

Il  est  elaïc  i|iic  II"  |)i  l'iiiit'i-  mniilirc  csl  |n)->iii|  |)(mii'  \  /t.  A,  ...,  / 
cl  piTiid  imr  valeur  iK'^alne  Irivs  grande  pour  X  voisin  de  x.  Ad- 
mellaiil  donc  (pie  ,/  Innilte  dans  rinlervalle  de  deux  racines  consé- 
culives,  que  je  désigne  par  //  cl  A  en  supposant  a  <<  b,  le  premier 
membre  de  {'«'fpialion  considérée  a_)anl  des  valeurs  de  signes  con- 
traires (juand  on  lail  successivemenl  \  =  a,  \=:j',  puis  \  ==  x, 
\  =  A,  on  voit  (pie  les  racines  \'.  \'  sont  comprises,  l'une  entre 
(i  et  X,  l'autre  entre  x  et  b. 

Ce  point  établi  Laguerre  reclicrcbc,  en  disposant  de  la  cpiantité  ç 
<|ui  est  arl>ilrairc,  les  valeurs  de  \'  et  X"  rpii  se  rapprocboiont  le 
plus  de  a  el  b;  voici  coiiinicnf  il  procède  ; 

II.    lîeprenoiis  I  équation 


en  cmplovaiil    r<;xpression  de   S   lorsipTon  y    suppose    ç  :=  ç',    à 
savoir 

S=  -^^ .. , 

elle  peut  s  écriie  aui>i  : 

Gela  étant,  T^aguerre  se  borne  à  dire  succinctement  c|ue  les  va- 
leid'S  extrêmes  de  X  s'obtiendront  en  exprimant  ([ue  le  trinôme 
du  second  degré  en  ç,  (pu  forme  le  premier  membre,  a  ses  racines 
égales.  On  regrettera  sans  doute  que  l'éminent  géomètre  ne  se  soit 
pas  étendu  davantage  sur  ce  point  essentiel  et  qu'on  n'ait  pas  suf- 
lisamment  la  trace  des  idées  qui  l'ont  conduit  à  la  découverte  d'un 
résultat  important  dont  il   a   fait  des  applications   nombreuses  et 
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exlrêmeinent  remarquables.  Mais  réqiialion  en  X  à  laquelle  il  par- 
vient peut  être  étudiée  en  elle-même,  indépendammentdu  procédé 
qui  y  a  conduit:  c'est  ce  que  je  vais  faire  en  me  proposant' ainsi 
d'établir  directement  sa  propriété  caractéristique. 

Soit  pour  un  momoul  ;  — •  .r  =  '>Ç;  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion précédente  devient 

cesl  une  expression  du  second  deyré  en  v,  de  la  forme 

AÇ2-f-  '^Br  +  C  —  (■  w  ^  -^  «)-, 

et  la  condition  d  égalité  des  racines  est 

B2  —  AG  -f-  A  «2  _  2  B  m/i-f-  G  m^  =  o  ; 

de  là  résulte  l'équation  que  nous  axons  à  considérer 

l(n~  2)f"^-(n  -  ,)//"]  (X  -  x)^-  iff'{\  -x)-  np  =  o. 

Cela  étant,  je  dis  que  son  premier  membre  prend  une  valeur  posi- 
tive lorsqu'on  j  remplace  X  par  une  quelconque  des  racines  de 
réquation/(.r)  =  o.  Soit  rt  cette  racine,  je  divise   par  le  facteur 

positif: T-r-^  ce  qui  donne  l'expression 

'  (x  —  (i  )  j 


(71 -->)/--        (n-i)/"    ,  -2/'  n 


i>  y 


f-  f  {^—a}f  {x  —  a) 

cela  étant,  je  mets  en  é\idence  les  quantités 

A=— ^,  B^_î_,  ...,  L=._l_^, 

.r  —  a  X  —  b  X  —  / 


A  +  B-1-...+  L, 


en  employant  les  relations 

f 

^  =9.(AB  +  AG +...). 

Désignons,  dans  ce  but,  par  U,  V,  W  la  somme  des  n  —  i  quan- 
tités B,  G,  . . . ,  1^,  la  somme  de  leurs  carrés  et  celle  de  leurs   pro- 
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iliiilo  <lcu\  ù  ili'iix.  (  )m  :iiii';i  ainsi 

^  =  A  H-  U, 

(M  «Ml  stihstihiaiit  nous  tioiivrroiis 

(/i  —  2)C  A»-h  \  ■+■  7. AU  -I-  v».  W  I 

—  ■i{n  —  i)(AU-r- VV)-H  2(A«~  Al  ,)  — // A^  =  (/i  — 7.)V  — -aW. 

(Vesl  bien  une  qnanlitr  |i(»siii\('  reprcîscntce,  comme  on  le  voilfaci- 
lemcnl,  par  la  somnu'  «les  cant'S  des  diflerences  denx  à  deux  des 

n  —  I  (juanlilés  H,  (] I..  Je   reniarcjuc  ensuite  qu'en   sup|)0- 

sanl  \=a:on  a  un  rcsullal  négfaliC,   nous  avons  donc  celle  con- 
clusion que,  si  l'on  désigne  par  tf  cl   h  deux  racines   consécutives, 
(pii  comprennent  .r  dans  leur  inlcrvalle,  une  racine   X'  de   l'équa- 
lion  de  Lagiierre  est  entre  a  et  x,  et  l'autre  \"  entre  x  et  b. 
Or  on  trouve,  en  résolvant,  la  formule 


- ./" ±  \/(n-i)\(n—i)_n-nff"] 


\  —  x  nf 

r\  puiscjue,  dans  lliypothèse  admise,  les  deux  solutions  sont  de 
signes  contraires,  la  racine  positive  qui  donne  X" — x  s'obtiendra 
(Ml  prenant  le  radical  avec  le  signe  de  /. 

Le  rcsullal  <pie  nous  venons  de  démontrer  a  conduit  Laguerrc  à 
(le  nombreuses  conséquences  parmi  lesquelles  je  signalerai  celle 
f(M"mtde 

cos —  =  I  —  


■> 


X  -r-  (x  —  I) 


\/'- 


X 


qui  représente  avec   une  grande  approximation,   au   moyen  d'une 

expression  algébrique,  la  transcendante  cos  ^>  quand  la   variable 

est  positive  et  inférieure  à  l'unité.  V^oici  maintenant   une  considé- 
ration nouvelle  que  suggère  l'analyse  précédente. 
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TH.  Je  reprends  l'équation  du  second  degré 

[(n  -  2)/'2-  (n  -.)//"  1  (  X  -  :r)2-  2//'(X  -^)  -  np  =  o 
et  je  la  généralise  de  la  manière  suivante  : 

(«/"-P//")(X-^)^-'2y//'(X-^)- 5/2  =  0, 

en  désignant  par  a,  ^8,  v,  o  des  constantes  dont  la  dernière  devra 
être  positive,  afin  que  le  premier  membre  soit  négatif  pour  X  :=  a^. 
Cela  élant,  je  clierche  sous  quelles  conditions  il  sera  positif  lors- 
qu'on remplace  X  par  Tune  quelconque  des  racines  de  l'éqnation 
f{x)  =  o,  ou  bien  en  faisant  comme  plus  liant  X  =r  «.  On  est  ainsi 
conduit  si  l'on  conserve  les  notations  précédemment  employées,  à 
la  forme  (|uadratique  : 

a(A2+ V  +  -^.AU  +  aW)  -■;'.3(AU  -^  W)  +  2y( A'-h- AU)  -  0 A^ 
-  =  (a  +  2Y  — o;A2-f-2(a  —  ^ -+- y)  A.U -4- aV  +  2(2  —  [3)W, 

représentant  le  résultat  de  la  substitution,  qui  devra  être  définie  et 
positive.  Un  cas  facile  s'odre  si  l'on  a  a  —  ^-|-y  =  o,  il  suffira 
alors  de  poser  a  -j-  2  y  —  0  >■  o,  et  d'exprimer  que  la  forme  à  n  —  i 
indéterminée  aV  -+-2(7.  —  [i)  W  est  elle-même  définie  et  positive. 
Les  conditions  à  remplir  sont  alors  que  a  et  la  suite  des  détermi- 
nants 


a 

a-? 


0 

a 

7.-3 

1 

--? 

a-^ 

a 

soient  tous  positifs.  Au  moyen  des  transformations  élémentaires 
on  trouve  facilement  les  expressions  explicites  de  ces  déterminants 
et  l'on  obtient  les  inégalités 

a>o,  p(2a-3)>o,  ^n3o£-2^)>o, 

|3n-i[(,i_,)x  — (rt_2)P]  >o. 

On  en  conclut  que  a  et  [5  doivent  être  positifs  et  assujettis  à  cette 
seule  et  unique  condition 


c'est-à-dire 


in  —  i)a  —  (rt  —  2)P>o, 


n 


n  —  2 


a. 


I 
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Nous  voyons  ainsi  <|iie,  dans  la  imllioilc  <ra[)|)ioxiinali(»n    i\v    La - 
guerre,  l'équalion  «loiil  il  fait  usage, 

\(„  -!)/  —  (  n  -  ■>.)fr\{\  -  T)*-7/f(  X  -  .r  )  -  «y^  =  o, 

priil  rire  romplacée  par  cell(;  autre 

(  a/'î—  3//'  )  ^  \  —  j-)«  -^  v.(a  -  3  )^'(  X  -  a-)  -  8/«  =  o, 

a.  'j  rt  0  (''l;mt  des  fjiiantilés  positives,  telles  qu'on  ait 

\  /j  —  À  / 
on  encoie 

8<aP-a, 

pnisqn'on  a  supposé  a —  |ii  -j-  y  =  o. 

\  oiri  niaiiitriianl  qtirl<|ii(\s  remarques  au  sujet  de  eetle  équa- 
tu)n. 

Je  ferai  ilaljord,  alin  de  la  rc'duireà  sa  forme  la  plus  situplc,  la 
supposition  de  *'  =^  o,  qui  donne  a  =  |i;  on  aura  aussi  la  condition 
0  <<a;  cela  ('tant,  nous  Iromons  la  formule  suivante  : 

»  ''  s{n-f/" 

C'est  précisément,  pour  le  cas  limité  de  o  =  y.,  lerésullaL  remar- 
qué par  Lagnerre  au  début  de  son  Mémoire  et  qui  a  été  le  point  de 
départ  de  tout  son  travail. 

Proposons-nous  ensuite  celte  question,  qui  se  présente  d'elle- 
même,  de  disposer  de  a  et  |ÎJ,  en  supposant  comme  on  le  peut 
0  ^^  I .  de  manière  que  les  (|uantités  X' et  X"  approchent  autant  que 
possible  des  deux  racines  consécutives  a  et  h  de  l'équation  propo- 
séef^x)  =  o.  On  y  parviendra  évidemment  en  ier)danl  maximum 
la  dilVérence 


A  —  A   =  V. ??:; TTin^r- —  ' 


lorsque  a  et  ^  prennent  toutes  les  valeurs  positives  sous  les  condi- 


tions 


?<(^)-     '<<?-- 


11  convient,  pour  traiter  la  question,  de  représenter  géométri- 
II.  —  IV.  17 
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({uenienl  ces  coiidilious  en  considérant  a  el  p  cuiniiie  Tabscisse  et 
l'ordonnée  oc  el  y  d'un  point  rapporté  à  des  coordonnées  rectangu- 
laires. Cela  étant,  je  construis  les  droites 

« 

(jui  se  coupent  en  un  point  avant  pour  coordonnées 

n  —  2                       ;;  —  1 
cr  = .  y  = —  • 

Soient  A  ce  point,  AM  et  AN  les  portions  indéfinies  des  deux 
lignes,  dirigées  dans  le  sens  des  abscisses  positives;  on  voit  facile- 
ment qn'on  doit  considéi^er  tous  les  points  renfermés  dans  l'angle 
MAJN,  dont  les  coordonnées  sont  positives  et  vérifient  les  égalités 
proposées. 

Soit  maintenant 


m. 


m  étant  une  constante  que  nous  ferons  varier  alîn  d'en  obtenir  le 
maximum.  Pour  chaque  valeur  de  /??,  on  obtient  une  hyperbole 
dont  l'équation  peut  s'écrire  de   la   manière  suivante,   si  l'on  pose 

ff" 


"-/ 


in-{x  —  ciy )- —  (^  —  y)-  —  ^  -i-  o-y  =  o. 


Je  remarquerai  maintenant  que  nos  deux  droites  sont  des  sé- 
cantes réelles,  la  première  comme  passant  par  l'origine  qui  est  un 
point  de  la  courbe;  la  seconde,  parce  que  l'équation  qui  déter- 
mine les  ordonnées  des  points  de  rencontre,  où  je  fais,  pour  abré- 
ger, />  :=  rt  —  2  : 

(  w2 b-  —  i)y--^{im'b  -\-  a  )y  +  m-  =  o, 
a  pour  discriminant  la  quantité  positive 

4(a  —  i)'^m''--\-  a-. 

Ceci  posé,  considérons  la  suite  des  hyperboles  qu'on  obtient  en 
faisant  varier  m.  Le  maximum  de  celte  constante  correspondra  à 
une  \alcur    telle    qu'un   changement   infiniment  petit   donne   une 
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coiirhe  exlérieiiie  à  l'utii^lr  M  AN.  cl  crUf  iir(<tM'«l;incr  ne  peut  se 
proiliiire  (\uii  l'égard  (rime  hyperbole  langeule  à  I  un  des  rôti'-s  de 

l'angle  on  p.issnnt  [)ar  son  >iiiiiiiifl.  Or  lii  droite  y  =:  (  ;-  1  w    ne 

pj'iil  avoir  pour  point  de  eonlael  (pie  l'origine  des  coordonnées,  et 
ee  |)oinl  ne  se  trouve  pas  sur  \M.  (^iianl  à  l'antre  côté,  l'écpialion 
en  >■  que  nous  venons  de  former  montre  qu'il  ne  peut  devenir  lan- 
gent à  riivperbole,  puisqu'il  est  impossible  que  le  discriminant  dr 
l'équation  s'annule.  La  valeur  de  ni  s'obtiendra  donc  en  admettant 
que  la  courbe  passe  par  le  point  A,  et  les  valeurs  cliercliées  de  y. 
et  j3  seront  les  coordonnées  de  ee  point,  à  savoir 


"  —  7.  r.        n 


%  = 


rj  


n  n 


Nous  sommes  ainsi  conduit  à  l'équation 

!(//-.  ,/'-^  -,  (  «  -  1  ,//"  ]  (  r  -  \  ,^  4-  i//'(.f  -  X  )  -  np  =  « 

par  des  considérations  entièrement  dilVérentes  de  celle  de  Laguerre, 
ce  qui  donne  une  confirmation  complète  du  beau  résultat  décou- 
vert par  l'éminent  géomètre. 


EXTUAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  LERCll. 

\ 

DÉMONS  riUTlON  NOUVELLE 

DUNK 

FORMULE  RELATIVE  AUX  INTEGRALES  EIJLÉR1E[\NES 

DE    SECONDE    ESPÈCE. 


Silzun^sherichle  cler  Bôniisclien  Gesellschafl  der  Wissenschaften^ 
f  série,  t.  II,  i88S,  p.  365-366. 


L'importance  (|ue  j'attaclie  à    l  intégrale   de  Raabe,  j'essaierai 
de    la    justifier    par    la    remarque    suivante   :    l'expression     bien 

connue  de  Caucliy, 

/•  "  r  (.al  ^  pt  -\  di 

"'sn>-)=/      -,—  -(„-,).'  -^. 

étant  intégrée  entre  les  limites  «  et  a  +  i ,  on  a  immédiatement,  au 
moyen  des  formules 

/'«  +  !      f.ul  c"t  .-"  +  1  , 

/  da  =  —  >  /  (a  —  \)da^=  a > 

«^  Il  '-■  Il 

cette  expression  de  1  intégrale  de  Raabe,  cpic  je  désigne  par  J, 

-£[^-^-(«-:)^']t- 

En  retranchant  de  log  r(<:/),  on  en  conclut 

Iogr(«)-J=:y_J^^--  +  -e'J-; 

j'ajoute  membre  à  inembre  avec  l'équation  suivante  : 


I                   /       (■"'—e 
lo2rt  =    /       


dl 
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«•I   l'ultliciis  iiiiiin'-diaUMnciM 

d'où,  pur  (!onsé(|ticnl, 

,       ,,      .        ,        I  ,  /'"/      '  '         i\e"'d/ 

(^esl  la   valeur  apj)r(irliro  de  luj^l'(«)  poiMw/  Irrs  j;raii(l  <|iii  est 
lrou\(''p  rapidfMnenU  comme  vous  le  voyez. 


REMARQUES 


SUR    LA 


^  r 


DECOMPOSITION  EN  ELEMENTS  SIMPLES 

DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES. 


Ann.   de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse^   t.   Il,    1888,  p.   C.1-12. 


En  désignant  par  F  (.r)  une  fonclion  uniforme  aux  périodes  2  R 
el  2fK',  et  par  a,  b,  ...,  l  ses  pôles  situés  à  l'intérieur  du  rectangle 
des  périodes,  on  a  l'expression  suivante  : 

■^  [^    H(x-a)  '''  ^    Hix-b)  -^■•-^^   H(^'-/)J 

[^„H'ix-a)    ,    ^„H'(x-b)    ,  ,„H'(.r-/)-| 

^     -^l        H(a;-a)    '         H(:r  — 6)    H(:r-/)J 

ou  bien,  pour  abréger, 

c/     >       p      V  A  H'f.r  —  «)   .  Vn     v.H'(a7  — a)       '^  ,H'(.r  — «) 

F  (ar    =  C  H-  7  A  -rr-, -^  7  ^x  A  -n- h  7  Dl  A  -r^- 

^  ^       li(T  —  a)      Ad  \\{x—a)       ^     ■*        H  (37  — a) 

t 

; 

La  quantité  -ri — t'  Qui  joue  le  rôle  d'élément  simple  dans  cette 
^  H  (  a?  )     ^      "•  .         ^ 

formule,  n'est  pas  doublement  périodique,   mais  ses  dérivées  le 

sont,  comme  le  montre  la  relation 

D    "'^^^  ^  i 1_. 

'^  H  (.r  )        K        sn2.r 

Il  en  résulte  que  les  termes    de    la    première    somme   sont   d'une 
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iiiili  (■  Mil  lu  II-  i|iie  les  a  II  Ire  >,  mais  la  (-oi)Jilii)ii  A  -{-  \\  -^- . .  .-\-  L=  o 
jtrriiicl  (le  la  incllre  aussi  sous  la  lorme  clonl>lcmciil  |Mri()(li(|ii»' ; 
c'est  le  premier  point  dont  je  vais  m'occiipcr. 

I.  .1  cinploicrai.  dans  ce  hiit.  la  lelulion  suivante  : 

sii.r  (II./- (lii.r  —  '^Ud  VU"  i\i\r/         ïl{.r->,-fn        H'i  ./•  i         'r\(a) 
su-./- —  su*  a  W  l  T -h  a  )        H(.r)         ^i(a}^ 

qui  est  une  conséquence  de  l'égalilc  fondamentale 

B'(X'~a)        B'(.r)        H(rti 
—  A-  ^nx  «.nasni  X  -h  a  )  =  — -n • 

B^,/-  -4-  <■/  I  Hi  .r)  Il  (  t(  ) 

Changeons,  en  eflel,  //  en  a  --  /K';  on  aura  d'ahord 

siij"  _  H'(j--i-a).      t)'(x)        U'(a) 

sna  siK  .r -f- a  )         II(ar-4-«)        iri{x)         Wif/i' 

prenons  eusuile   la   d(''rivée   lo^^anlliiiiupic  des   deux  iiiciiihres   de 

Téquation 

I     H(a) 
snrt  =  — =  — - — , 
^//,  S(a) 

ce  qui  donne 

ciiadnrt        H'(rt)        H'(a) 
sno  H  (  rt  j        B(  a) 

et  ajoutons   membre  à  membre.  Au  moven  de  la  formule 

1  sna:  en  «  du  a  —  su  a  en  j:  du. 7' 

sntx-i-a)  sn^^r — sn'^a 

on  trouvera,  après  une  réduction  facile,  la  relation  à  établir. 

D'une  autre  manière,  en  parlant  de   la  décomposition  en  élé- 
ments simples  de  la  quantité  — ^ —  f|ui    a  pour  périodes  2  Iv 

et  2/R',  nous  opérerons  comme  il  suit.   Les   pôles  étant  x  =  a, 

:r  =  2  K  —  a,      et     les     résidus     (;orrespondants     1 — ? 

'  ^^  sna  en  a  dn  a 

; — >  nous  avons  d'abord 

2  sn  rt  cna  dn  a 


sn^:ï- 


_r I  r  U(x  —  a)  _  H'(x-i-a)~\ 

T — sn-/'/  •<  sn  rt  cii«  flna  L  II  (  r  —  a)         \\(x-^a)\ 

ou  plutôt 

•>snaenrtdnr/  _  rw       }\'{x  —  a)        H'(r-(-«) 
sn"-x  —  sn-rt  \\{x  —  a)        \\ix-\-a) 


2B/1  OKliVUES    DE    CIIAHI-KS    UKHMITIi. 

Poui-  dclcnninci'  la  conslanle,  je  fais  x  =  o,  ce  (|ui  dminc 

9.  en  a  du  a  H'i  a  ) 

;=    Cj    '2    -r-r- 

sn  a  H  (  a  ) 

et,  par  conséquenl, 

^,  _       rH'(a)        cnadnal   _     0'(a) 
"'  ~"   '  L  H  (  <7  )  sna       I   ~"   '  0  ( «  ) 

Nous  avons  ainsi  l'égal! lé 

■isnacnadna        H'(a^  —  a)        ir(.r-i-«)  0'(«). 

sii'-a- — sii-«    ~~   U{a-  —  a)         ll{x-\-a)  0(a)' 

permutant  x  et  a,  on  en  conclut 

2  sna^  cna- dna?        H'(a7  —  «)         lI'(.r-t-«)  6'(rr) 

sii^a-  —  sn"-a  H{x  —  a)         H{x  +  a)  ®(^) 

et  enfin,  en  retranchant  membre  à  membre, 

sna^cn.rdn.r  —  snacnadna        H'(a^-i-a)        &'(x)        ©'(«) 
sn-x  —  sn^a  ~"   H(a7-i-a)         0(:r)         @(a)' 

Cela    posé,   Télémenl  simple  rr^ s'obtient  en  changeant 

a  en  —  a,  sous  la  forme  suivante  : 

H'(a7  —  a)        sn.r- cna7  dna? -+- sna  en  a  dna        &'(x)        0'(<^) 
H  (37  — a)   ^  sii^ar  — sn"-«  0(3^)         tl(«) 

et  voici  la   nouvelle  expression   des  fonctions  doublement  pério- 

,.  .  ,11-'  •      T  11  V^  \  U'(x—a) 

diques  qui  en  resuite.  rLn  premierlieu  et  dansla  somme  >  Ary- ^j 

1        T  ^  .^     H(x — a) 

&' ( x)      .  .   .         v^ 

le  terme  — —^  disparaît  en  ^e^Ul   de  la   condition   >  A  =  o  ;  on  a 

e{x)       i  ^ 

donc  simplement 

\'^   .   H'(a7 — a)       v^  .   sna?  cn,r  dna^ -1- sna  en  rt  dna 
,    A  -TT =  >  A i-  coust. 

jm^       H(.r—  <■/)       .^  sn".r  —  sn-o 

^- 
Soient  ensuite,  pour  simplifier  l'écriture, 

S'  =  Va',         s"=^y,         ...; 
en  faisant  usage  de  l'égalité  de  Jacobi 

■^0(,r)        K  ' 
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nous  Iroii vnii".  siiccessiveinenl 

\'       Mf.!"      rt)       v  .    ,,    Mia-cii.r<ln./'  i- »n«ciut  ilii'/         ..,,. 
\ u     >    \  |),. —  N /,*sn*j"-r-c<insl.. 

^^       \\<T~  a)       ^^  su*./'  —  sn'^ 

^^       \\(  .r  —  n)      ^^  <jn*.r  —  sn*a 


I..I  iioiiN  l'Ilf  t'\|)rt;ssu»ii  tIfs  ((iiiclinii^  iloiihiciiiciil  pôriotlujucs, 
où  M  enlrenl  plus  (|iie  des  <''lénieni-.  ilouhk-menl  pério(li(|iK's,  à 
savoir  sn-'.r  cl  s;i  drrivép,  est  donc 

„,  _.,      v^  .  sn.r  rn./- (Iii.^ -i- sna  rn  ^  lin  rt 

\^.,,       Ml./- rn.r  (ln.r -i- su  a  tiKi  (In  rt        r.,., 
,     /    A   I  »  c  -, ; S'  A-2  sn«V 

ysnjTn.r(ln.?-l-snrtcnr/ilna 
A   l>>  ; ; SDcA-sn^a: 

jmtà  in-x  —  sn-rt 


el  Von  en  conclnl  faeiloinenl  qu'on  a 

V{x)  =  cp(sn'^j";  H-(i'(sn*a')snxcnrdnj', 

en  désignant  par  c:(sn-.r)  el  ■!>(  sn-x)  des  fondions  rationnelles 
en  sn^^. 

Ijne  remarque  à  laquelle  elle  donne  lieu  imniédiatetnenl,  c'est 
que  le  second  membre  contient  un  |)oint  singulier  apparent, 
.r  =  iW .  (pii  se  trouve  clans  la  formule 

H'f.r  —  II)        <inx  cnx  Anx  -1^  '^na  cna  i\na        B'(.r)        *i'{(i) 

— 1 :^ — 1 :. 

Il  (a:  —  a)  sn-j;— sn^a  ^{x)         B(a) 

C'est,  sous  ce  rapport,   une  imperfection  c|ui  est   cvilée  avec  les 

éléments  simples  -n— -',  nous  observerons  toutefois  qu'il  n'y  a 

'         1 1  (  ^  —  rt  j  ^  •' 

point  de  pôle  apparent  dans  le  cas  particulier  où,  la  fonction  dou- 
blement périodique  étant  paire,  tous  les  pôles  sont  simples,  puisque 
alors  on  obtient 


F 


(-)='^-2^ 


A  sn  a  en  a  Ana 


sn-a 


Ce  cas  nest  pas  le  seul;  il  en  est  encore  de  même  dans  d'autres 
circonstances  où  l'expression  des  fonctions  doublement  périodiques 
s'olTre  sous  des  (ormes  nouvelles  que  nous  allons  indiquer. 
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II.  A  çel  cllel,  je  dislini^uc  |)anui  les  fonctions  aux  périodes  2K 
et  2/R'  celles  qui  se  reproduiscnl  au  signe  près  lorsqu'on  ajoute  à 
la  variable  l'une  des  demi-périodes  /K,  K  +  iK\  R;  je  les  dési- 
gnerai par  F,(;r),  Fo(.r).  F3(,r),  de  sorte  qu'on  aura  ces  condi- 
tions caractérisliques 

Fi(^4-nv')=-F,(:r), 

F->(v  -+-  K  -K  /K')  =  —  FoC-^), 

F3(a'4-K)=.  — Fsla:). 

Considérons  d'abord  la  première;  nous  pourrons  écrire 

■2F,(.r)  =  F,(.r)  — F,(.r+iK'), 

et,  en  observant  qu'on  a 

H(x-{-  ÎK')  ^   <d{x)  "  Tk' 

la  première  formule  de  décomposition  en  éléments  simples  donne 
immédiatement 

2ru.r;  Zd      [u(.T-a)        e(.r  — a)J 

^Va'h    r^'i^r  — g)       e'(.r  — «■)"] 

'^Zi^   ^  ■'[m.r-a)  ~   6(x~a)\ 
-H 

et,  par  conséquent, 

2  F-i(x)=2,  ^^x  log  sn  (.r  —  rt)  h-\  A'Dj.  log  sn(a"  —  a)  -+- . .  . 
ou,  plus  simplement, 

Fi(a7  )  =N^ADj;  log  sn(a7  —  a)  -t-^  Â'Dj.  log  sn  (a"  —  «)  +  ... 

si  Ton  n'emploie  que  les  pôles  contenus  dans  le  rectangle  ajanl 
pour  côtés  2K  et  K'. 

De  la  même  manière,  en  faisant  usage  des  équations 

H'(x  +-  K  -i-  iW)  _  &\(x)        /tt 

n(.r-4-  K  +  iii')  ~  eijx')  ~  7k ' 

'       .     H'(^  +  K)  _  n\(x) 
H(:r-i-K)  ~  îhûn' 
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iinii>  liuiiverons  cnsuilr 

V  -Il  I  .1         II    I        v  ,        sii(.r  —  a') 

»      /      ^^     ■     '      '^  cn{x  —  a')       ^^     -     ■"     '^rn(.T  —  a"  ) 

Ces  cjiiantilés  preiinenl  une  forme  plus  simple,  si  Ton  clianp^e 
dans  la  |)rcmièrc  .r  en  .r  -+-  K,  pl  dans  la  seconde  x  en  .r  -f-  K.  ---  /K  . 
Nous  avuii''.  iMi  t'irel, 

su  (  T  -t-  K  )  I 

-r r—  =  — rii.r. 

«ln(T  -f-  K  )        A 

sn(j-  —  K  -t-  i  k'  )        i 

— T-r  =  y-,  dnr; 

en  écriv;inl  donc 

Fî(.r)     et     F,(jr), 

au  lieu  de 

2Fî(.r-i-K)     et     •iFj(j--t- K-+-fK'), 

on  oblienl  ainsi  les  formules 

F,(ar)  =\  A,Dj.  Iogcii(a:  —  a'  )-(-^  A.',  D^  log  cn(x  —  a')  -i-.  .  ., 
F3(  j.-)  =  V  Ao  D.i.  logdn  (r  —  a  \i  -1- V  A;  D^.  logdnf.r  —  a"  ) -^ .  .  . . 

Les  expressions  des  fonctions  F,  (x),  F2(:î^),  F:((xj,  auxquelles 
nous  venons  de  parvenir,  ont  pour  éléments  simples  les  fonctions 
doublement  périodiques 

^    ,  cnxdncr 

s  n  .r 

-^     ,  sn^dn.r 

*Jx  logcnar  =  — 


Dx  log  dnar  =  —  /.- 


cn.r 

sna:  eux 
dn  J7 


et  ne  présentent  pas  de  pôle  apparent;  voici  (pielques  remarques 
auxquelles  elles  donnent  lieu  ('). 

III.    L'expression,    par    une    somme    d'éléments    simples,    des 
fonctions  rationnelles   et    des  fonctions   doublement  périodiques, 

(')  Dans  une  Noie  du  Journal  de  Liouville,   sur  une  formule  d'EuIer;  année 
1880,  je  suis  arrivé,  par  une  autre  méthode,  à  ces  mêmes  formules. 
Voir  aussi  :  Œuvres  d'Hermite,  t.  IV,  p.  aj. 
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donne  iniiiK'diiilemenl  leurs  inlcgrales  ;  on  ol)lienl  ainsi  pour  les 
fondions  doubleinenl  périodiques  les  plus  générales,  désignées 
précédemment  par  F(a:), 

f¥{x)clx  =  Ccc  +y  A  logIl(>-  —  a)  +y  A'  "'|'^~'^j  +. . .  , 

puis  les  formules,  auxquelles  je  m'arrêterai  un  instant, 

/  Vi(x)d.T  =  \^\  logsn(ar  —  a)-i-NA'  D.tlogsn(.r  —  a  )-+-..., 
/  F.) (a-)  dx  =  \  Al  logcn(.r  —  a'  )  -i-^A,  D,ç  log  cn(  .r  —  a')  -i-. . . , 
/  F3(,r)  o'j"  =y^A2log(lii(a;—  «"  »  — ^A,D^c  \ogc]n(j-  —  a")  -)-.... 

Soit  pour   un   instant  snx  =  c    et  Pi(^)=:(i  —  ;-)  (i  —  /.-;-), 
on  aura 

F2(^)  =  /2[^,v/rTÔ], 
F3(^)=/3[?,v/RÏÏT], 

en  représentant  par  y,,  yo,  /'a  des  expressions  rationnelles  en  c 
et  y/R(H);  cela  étant,  on  voit  que  les  intégrales 

J  \/Ha)  "         J  v/K(0  "  ,/  v/R(0 

s'expriment  sous  forme  finie  explicite,  par  les  fondions  élémen- 
taires. Soit,  de  plus, 

Al  v/îïïi]]  =/.[?,  y/îûT)] + /2  [^,  /m)]  ^fdl  v/R(I)], 

il  en  sera  de  même  de  la  quantité 

'fliv'm)],. 


J     /Râ 


) 


de  sorte  qu'on  a  ainsi  un  type  des  intégrales  qui  ont  été  nommées 
pseudo-elliptiques.  Revenons  maintenant  à  la  variable  ^  et  posons, 
pour  abréger, 

F(:r)  =  F,(:r)--F,(:r)+F3(^), 
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ce  (|(ii  jit'rint't  d'écrire 

J    =     /     K(  J"  )  tl.T\ 

Il  est  lacile  d'éliiMir  hi  rflalmn 

K(a:)-4- F(a:-f- /K  >       V  {r -\- \\    -  i\\' ) -\- V  ix -^  K)  =  o. 

Consi(l(''r<)iis.  en  «'HfL  lis  (|iiiilr«*  Iciiim'n  (|iii  dépendenl  de  ia 
iiH'iiic  fonction,  pai-  ex<Miiple  K,  i x)  :  ils  donnent  la  sonmic 

V\(x)  -4-  F,(.r-f-/K')    i-  F,(j--4-  lv-f-/K')-<-F,(.r+  K); 

or  on  \oit  miinrdialcniciil  (|ii  elle  f'>l    nulle  en  \ertn  de  1  égalité 

F,(j-)  -f-  F,(a--+- tk')  =  o, 

el  d  e>l  clair  (jii  on  a  de  nu-nie 

?i{x)+  Fs(j--f-  i\\' )+  \ÙJx  -^  K  -+-  /K')-f-  V\{x-\-  M)  =  o, 
F3(a")-f-  F3(>-f-/K')^  F3(r-i-  K  +  t'k')  +  F3(a: -^  K)  =  o. 

.1  ajoute  niaintenuiil  (|ue  loule  fonction  doublcinenl  j)éiMo- 
di(|ue  F(x  )  (jui  satisfait  à  cette  condition,  pouvant  s'écrire  de  la 
manière  suivante 

\V{x)=      V{x)  —  ?{x-^iK') 

-f-  ¥{x)  —  V{x  +  K  +  iK') 
+  F^rj  — F(.r-i-  K), 

on  en  conclut  cette  expression 

F(a;)  =  F,(./:)-f-F,(.r)4-F3(a^). 
En'ectivement,  les  dillV-rences 

¥{x)  —  V{x  -^  i\\'  ),     V{x) —  \.'{x  ~-\\-T- iVi!)      cL       F(  j-)  —  F(  jr -;- K) 

ofFrent  les  propriétés  caractéristiques  de Fi  (:r),  ¥.,[x),  V-i{x)\  elles 
se  reproduisent  changées  de  signe,  en  j  remplaçant  successivement 
X  par  X  -(-  /  K',  t  4-  K  -h  t  K'  et  ^  +  K,  Il  en  résulte  que  la  trans- 
formée  par   la    substitution    snj7  =  q    de    l'intégrale    /   ¥[x)dx, 

c'est  à-dire  J  =  /  •^^''  —i^!z.  s'obtient  sous  une  forme  finie 
explicite  an  moyen  des  ("onctions  élémentaires,   et  représente  une 
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intégrale  pseiido-elliplique.  Je  remarque  encore  qu'ayant  pour  la 
fonction  doublement  périodique  F(^)  cette  expression 

F { x)  =  (ç(sn- cr)  -+-  'ii{sn'^x)  sna:  cna;  tln.r, 
où  o  ot  'l  désignent  des  fonctions  rationnelles,  on  en  conclut 

de  sorte  que  Tintéi^rale  J  se  décompose   en  deux   parties,   dont   la 

première    /      , est  seule  à  considérer.  Gela  étant,   je  dis  que 

la  fonction  '-p(Ç")  vérifie  la  relation 


Changeons,  en  effet,  .r  en  — ■  x,  dans  l'égalité 

F(x)  +  F(.r  ^  ili')-i-  FCr  +  K  —  iK') -^-F  (x -^  K)  =  o; 

on  obtiendra,  eu  égard  à  la  périodicilé,  l'équation 

F{—  x)^  F(—x  —  iK)  4-  F(—x—  K  —  i  \\'  )  -h  F(—.r  —  K)  =  o, 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre,  on  lonclnt  ([ue  la  partie  paire 
de  F(^),  c'est-à-dire  c;(sn-.r),  satisfait  à  la  même  condition  que  la 
fonction  elle-même.  Cela  étant,  la  proposition  énoncée  est  la 
conséquence  des  relations  élémentaires 

sn^-(x  +  iK')  ' 


k^ sn-x 


.,.,  ûn-x 

su  -  (  j"  -1-  Iv  -T-  i  K  )  ==  7- 

A-  cn'-.r 

cii-.r 


sn-(.r  -i-  K) 


tlii- j- 


C'est  M.  Goursal  (|ui  a  donné  ce  résultai,  dans  un  beau  travail 
in titulé  A'ofe  sur  quelques  intégrales  pseudo-elliptiques^  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XV,  1887. 
■le  renvoie  aussi  sur  la  même  ([uestion  à  crexcellentes  recherches 
qu'a  publiées  M.  Ratl'y  dans  le  même  Recueil,  t.  XII,  p.  5i  ;  la 
méthode  des  deux  auteurs,  qui  n'empruntent  rien  à  la  théorie  des 
fonctions  doublement  périodiques,  étant  enlièrement  diflerenle  de 
celle  que  j'ai  suivie. 
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l\  .  Il-  considérerai  iuuintnii;int  les  fonctions  <I>(j;)  aux  périodes 
î  K  el  i  iK',  pour  montrer  siirrinclernenl  comment  elles  se  décom- 
posent en  éléments  simples,  qui  sont  encore  formés  ini  inoycii  des 
(juantitt's  sn.r,  rii.r.  dii.r:  voici,  dans  ce  i)iil.  mif  première 
remarque. 

Soient,  poiii-  un  nionuiil, 

ail  (./•)  =  «I>(j") -t-  «l»(.f- -i- -2 tK), 
■j!ll|(  j^)  =  't>(x)  -f-  'P(t  ■+-  'liK')  ; 

on  aura  les  égalités 

II  (  j-  -^  ■iiW  \  =-r-  U(X). 
Il  (.r  ■   ■>iK')  =  —  n(r  ), 

et  l'on  en  coucinl  (jue  la  louclion  pro|)Osée  <^(a^)  s'exprime  par  la 
somme  de  deux  autres  dont  la  première  se  reproduit  el  la  seconde 
change  de  signe  quand  on  ajoute  y./K'  à  la  variable. 
Posons  ensuite 

•?.^i(x)  =  ll(.r)—  Il(.r  —  2K) 
et  seuiblabienieni 

■l<P.i{x)=-  ll|(  j:)  —  ll,{x  -r  -ils,), 
■^'p3ix)  =  n,(;r;-4-  ll,(.r-4-  '^K); 

nous  en  déduirons  celle  expression 

^(x)  =  *o(a7)  ■+-  <i*i(:r)  -i-'I'îCj-)  -+-  ^3{^^)^ 

où  les  Icrnics  du  second  inendu'c  salisfoiil  aux  condilions 
suivantes  : 

«^o(^-T-  -^-K)  =-r-  ^\(X),  *o(^-T-  -it'K')  =-r-<I'o(a;), 

'i>i{x  -^  2K)  =—  *!(:/■).  'l'i  (./•-!-  2f  K')  =  -^  'l'iC-ri, 

'^3(>^-  9.K)  =-h  «hl-Z"),  *3(^+  7.i\\'  )  =  —  *3(-^)- 

Elles  montrent  que  *^l\{jr)  revient  à  F(a'  I  ;  on  voit  aussi  que  4>,  (x), 
4>2(:r),  ^■^{x)  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  ayant  respectivement 
les  mêmes  multiplicateurs  que  sn.r,  cno;,  dnj7,  qui  leur  serviront 
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d'éléments  simples.  Nous  avons  donc,  en  |)remier  lieu, 

,    ,     .        ^,       v^  .   sna?  cn^  dn.r -t-  sna  cna  (In« 

*o(a7;  =  C  +  >^A ; 

— — -  —  S'A-  sn-.r 


■2.V  0. 


sur  01107  dna7  +  su  a  en  a  dna 


sn-.r  —  sn'-(f 


S"Dr  A2?n2a7 


puis,  en  repiésentaul  les  pôles  par  a  +  i¥J ,  a!  +  «K',  a'"+  iK.',  ..., 
«î>i(a";  =N^  Al  snO  —  rt')+^A'i  Dj-  sn(.r  —  «')  +  .... 
t|>2(a7)  =^A2  en  (a-  -  a")  -4-^  A'^D.,.  cn(>  —  a")  +. .  ., 
<t>3(a:)  =N  A3  dn(j:  —  «'")  -+-7  A';,  D^^.  i\n{x  —d")^ 

Cela  posé,    à    la    formule    précédemmenl   donnée    pour  <I>o  (.r),  à 

savoir 

tî>u(  a"  )  =  'i(sn-a?)  -H  •l/Tsn-.r)  sna"  en.r  dn:r, 

nous  ajouterons  les  suivanles,  dans  lesquelles  les  lelties  a  et  -i 
désignent  des  fonctions  rationnelles  : 

<I>,  (a?)  =  <p,(sn2.i-)  sn.r  -f-  'l>i  (sn-.r)  ma:  Awx. 
<}>,  (.r)  =  cp2(sn2^)  cn^-i-  '^/^(sn-a^)  sn  j-  dna", 
<ï>3(a;)  =  'i'3(sn2a7)  dna:  -i-  'i/3(  sn-./-;  snz-  en  j. 

On  les  obtient  au  moyen  des  relations  élémenlaires  pour  l'addition 
des  arguments  dans  les  éléments  simples  sna?,  cn^,  dn^,  ou  encore 
en  remarquant  que  les  produits  <I>,  (.r)  sn^xr,  (I>2  (^)cna?,  03(.r)  dn  j: 
ont  pour  périodes  2K  et  2/K',  et  rentrent,  par  conséquent,  dans 
le  type  analytique  de  <l>o(^)- 

Ces  résultats  montrent  que  <ï>(x),  c'est-à-dire  toute  fonction 
uniforme  dont  les  périodes  sont  4K.  et  4 'KL',  s'exprime  en  fonction 
rationnelle  de  sn^,  zwx  et  àwx.  J'indiquerai  comme  exemple  les 
formules  suivantes  : 

X  I  —   Cll^'  l  X  ,\  \  ^    CMX 

sn-—  =  -. ,  sn- h  K     =  -; , 

2         i-i-dna7  \2  /         i-+-dn:r 


X  \         i-f-en.r  x  \         i  —  cn^ 

h  i  K      =  — — -, j  sn2 ,_  K  _i_  j  K      =  — — ; 

2  /         I  —  anx  \i  /         1  —  iln^ 


DÉCOMPOSITION    EN    ÉLÉMENTS   SIMPLE^!.  2^1 

Je  reman|iierai  aussi  <|ia',  en  posant 

ce  (|(ii  lionne 

*(ar)  =  *o(ar)-+-U'*(^). 
on  a  la  relation 

yv(x)  -^^•(  X  -h  liK'  )  -^W(x  -h  -f.K  -{-  ■iiK')  ^W{x  -h  >.K)=  o,     . 

et  t|ii'on  |)eiiL  en  conclure  l'expression  do  la  fonction  ^^'(x). 
Soient,  en  eUet,  pour  un  inouieni, 

2^,(3-)  =  »I^(a:)-(-  ^(x-hiiK'), 
iWtix)  =  W(x)  ^  W(x  -i-  'iK  -^  ïiK'), 

iWi(x)=  W(x)-+-W(x-h-iK); 

nous  obtenons  d'abortl.  d'après  régalité  admise, 

W{x)  =  Wi{x)-+-  Wi(x)-^W3(x). 

Cela  étant,  on  trouve  ensuite,  en  ayant  égard  à  celte  même  relation 
ainsi  qu'à  la  périodicité  de  W(x), 

yVt(x-hiK)=-Wt{x), 
Wi{x-hiK}  =  —  W^(x), 
»F3(^-f-2K)=-H»r,{», 


et  pareillement 


Wi(x-^2iK')  =  -i-Wi(x), 
U^3(cFH-  ■2iK')=— »r,,(^). 


On  voit  tlonc  cjue  les  fonctions  *F,  (x),  W2{à:^),  W^(x)  possèdent 
les  propriétés  caractéristiques  de  <I>,(^),  <I>2(a*),  ^^^{x),  ce  qui 
démontre  le  résultat  annoncé. 


H.—  IV. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M.  MATYAS  LERCH. 


SUR  LA 

TRANSFORMATION  DE  L'INTÉGRALE  ELLIPTIQUE 

DE  SECONDE  ESPÈCE. 


Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse^  t.  II,  1888,  p.  G.  1-6, 
et  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Bohême,  7"^  série,  t.  II,  1888. 


En  modifiant  un  peu  le  procédé  ordinaire  de  réduction  des 
intégrales  hyperelliptiques,  j'ai  considéré,  dans  mes  Leçons  (' ), 
les  expressions  de  la  forme  suivante  : 


/ 


G  dx 


où  G,  A  et  R  sont  des  polynômes  entiers  en^,  A  et  R  n'ayant  que 
des  facteurs  simples  et  étant  supposés  premiers  entre  eux.  J'ai 
montré  qu'elles  se  ramènent  facilement  à  un  terme  algébrique  et  à 
une  expression  semblable  où  l'exposant  a  est  diminué  d'une 
unité.  Dans  le  cas,  par  exemple,  de  a  =  i  que  je  vais  employer, 
ou  détermine  deux  polvnomes  P  et  Q  par  la  condition 

G  =  AP  — A'RQ, 
et,  en  posant 

Q,=  p_RQ'_  -R'Q, 

on  a  cette  égalité,  qui  se  vérifie  immédiatement  par  la  dilféren- 
tiation, 

rGdx    _  Q  v/R         rQi  dx 
J  A2  y/R  ~      ^      ^ J    A  v/R 

(')  Cours  d'Analyse  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  3"  édit.,  p.  28. 
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Je  vais  1  appliquer  .'i  l.i  reclierclie  de   l'expression  de   l'inlé^^rale 
elliptique 


/; 


'r-y^  dy 


oiiy=  r?  est  la  formule  de  Iransfonnalion  de  Jacohi   tpii  satisfait 

à  l'équation 

(iy  I  d.r 


Je  remarque  d'abord  cpion  jieiit  écrire 

r  '/^-y'-(/y  _    I     /• }M}^dx 

J  \/(f  —  7^)(i  —  '^-y^}  ~  ^^J  VV('  — ^^;(i  — /'*^') 

de  sorte  (|u"cii  prenant 


R  =  (i  — ar2)(i  — /cVî),         G  =  X2Uî,         A  =  V, 
la  relation  précédente  nous  donne 

'r-V^dx        Q /ÏÏ         rQxd.r 


/R 


Cela  étant,  je  dis  que  Qi  est  divisible  par  V,  c'est-à-dire  que  le 
second  membre  ne  contient  pas  d'intégrales  de  troisième  espèce 
qiiiadmeltentdes  infinis  logarithmiques.  M.  Fuchs  obtient,  a  priori 
et  sans  calcul,  ce  résultat  important  que  j'établirai  ensuite  algé- 
briquement de  la  manière  suivante.  L'illustre  géomètre  m'a  fait 
observer  que,  linlégrale 


/; 


l\V^dy 


n'ayant  point  d'infini   logarithmique,   il  en  est  de  même  néces- 
sairement  de    la  transformée    en   x   obtenue    en    faisant  y  ^  ry» 

puisque  la  nouvelle  variable  est  une  fonction  algébrique  dey.  Il  ne 
nous  reste  plus,  par  conséquent,  qu'à  obtenir  le  polynôme  Q  et  le 

qtiotient  eatier  ^^'  Pour  cela,  j'emploie  l'équation  difTérenlielle 

dy  I    dx 


/(,_^-2)(i_X2^2)  M/r' 
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après  avoir  substitué  la  valeur  j^=—)  j'élève  au  carré,  ce  qui 
donne  l'égalité 

M2 R( U'V  —  UV')2  =  V4  -  (I  +  A2)U2  V2  +  X2  U's 

ou,  sous  une  autre  forme, 

U2(M2RV'2—  X2U2)  =  V4— (I  +  X2;U2V2—  M2R(U'2V2-  aUU'VV). 

On  montre  ainsi  que  M^RV'^ — A-U-  est  divisible  par  V  qui,  étant 
premier  avec  U,  et  par  conséquent  avec  U-,  entre  dans  le  second 
membre  comme  facton^ir.  Soit  donc,  en  désignant  par  H  un  poly- 
nôme entier, 

M2RV'2— À2Uï=  VH; 

nous  aurons 

A2U2  =  — VHh-  HRV'2, 

or  la  relation  par  laquelle  se  déterminent  les  quantités  désignées 
plus  haut  par  Pet  Q,  étant  maintenant 

X2U2  =  — VF  —  V'RQ, 
^on     voit     immédiatement     qu'on     peut     prendre     P=  —  H     et 

Soit  ensuite  S  le  quotient  entier  -~  que    nous  avons  encore  à 
obtenir,  et  qiii  donne  l'égalité 

On  trouve,  par  la  différentiation,  l'expression  suivante  : 

et  il  en  résulte  facilement  que  S  est  un  simple  binôme  gx--\-li. 
Je  cherche,  en  ell'et,  la  limite  de  —  ]:)Our  x  infiniment  grand  ;  en 
faisant,  avec  Jacobi, 

V  =  I  -4  Wx"--^  B".r*  +  .  .  .+  B''«):r2'«, 
de  sorte  que  l'ordre   de   la    transformation    soit    n  =  2/;?  +  i,  on 
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ol)(icnl  la  (|iiunlil(-  fiiiic 


r>.  A'"'  Y 

I  MB    '    1 


///</,- Mî. 


qui  rcprésenlc.  par  coiistMjiifiil,  la  cun^laiile  g. 

Celle  valeur  se  >^liii|)lilie  au  movcu  des  relalioiis  t-labiies  à  la 
fin  liu  paragrapln^  \ll  dfs  h'iitidamentn.  Si  Ton  emploie  les  sui- 
vantes : 


on  en  tire  aisénn'ui 

À  A'"' 

MB  '" 
ce  qui  donne 

g  =  A-î M2 -*.-  -i mk^ iMî         ou  bien         a'  =  «A^ IVP. 

En  supposant  ensuite  x  ^  o,  dans  l'expression  de  S.  il  vient 
h=  aB'M-,  et  nous  avons,  en  conséquence,  le  résultai  important 
contenu  dans  la  relation 


Tï 


ou  encore,  si   ron  revient  à   la  variable  jk,  après    avoir  divisé  les 
deux  membres  par  M'^, 

1      r  X2y2  dy 

M  J    /(I-^2^(,_X2^2^ 

V  \/(i  —  x^-)(i  —  k-^x^->         r  ( nk-^ x-^  -(-  2  B' )  rfa: 


-/ 


v/(i  — a72;(i  —  A-îj'-^) 

C'est  la  relation   qu'a  donnée  Jacobi,  en  remplaçant  l'intégrale  de 
seconde  espèce  de  Legendre  par  celle  de  M.  Weierstrass. 

Je  reviens  maintenant  au  polynôme  Q,,  afin  d'établir,  par  une 
voie  purement  algébrique,  qu'il  est  divisible  par  \  .  A  cet  efiet,  je 
reprends  la  formule  générale  de  réduction,  dans  laquelle  R  est  un 
polynôme  de  degré  quelconque. 


rOdx    _  Q/R  _^  r  Qi  dx 
J  A2/ÏÏ  ~      ^      ""  j     Av/R 
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en  me  proposant  d'ex.primer,  au  moyen  de  G,  A^  et  R,  la  condition 
pour  que  Q,  soit  divisible  par  A.  Ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  liaul, 
on  a 

Qi=  p_RQ'_  I  |{'Q, 

et,  par  conséquent,  si  l'on  fait  Qi  :=  AS,  il  vient 

P  =  AS-hRO'+-R'Q. 

Cela  élaal,  en  difiPérentianl  l'équation 

G=AP  — A'RQ, 
nous  obtenons 

G'=  AP'+  A'(P  — RQ'— R'Q)  — A"RQ, 

puis,  au  moyen  de  la  valeur  de  P, 

G'=  A(P'+ A'S)  — Q  /'RA"+^R'A'y 

Prenons    maintenant,   suivant  le  module    A,  les  valeurs  de  G  et 

de  G';  on  aura 

G  =_A'RQ, 

G'=— Q  ('rA"— ^R'A'); 

et  l'on  en  conclut  immédiatement  que  le  polynôme 

RA'G'— G(^RA"-t--  R'A' 

est  divisible  par  A:  c'est  le  résultat  auquel  il  s'agissait  de  parvenir 
et  que  je  vais  appliquer  en  supposant  R^(i  —  ^")(i  —  li-x-)^ 
G^Ll^et  A=  V. 

Nous  obtenons  alors  l'expression  suivante  : 

uFaRU'V'-U /^RVM--R'V'^    , 

ou  bien,  en  multipliant  par  2, 

U[4RU'V'—  U  (2RV"+  R'V')], 
et  il  s'agit  de  prouver  qu'elle  est  divisible  par  V.  C'est  ce  qu'on 
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élahlit  au  moyen  de  l'ëquation 

M- Kl  L'Y  -  UV'tï=  \  i_,,__)i,t2V»-HXîU» 

el  (le    sa    dérivée,    dans    lesquelles  je   ferai,    pour-    un    moinenl. 

On  a  ainsi 
M«W(  .R\V'^-  K  Wi  =  iV^V— -2(1-^X2  )LIV(L'V -H  UV')-i-4A'«UïU'. 

Multiplions  la  première  par  4  ^'i  la  seconde  par  U,  el  retranchons 
membre  à  membre,  après  avoir  supprimé  le  facteur  W,  nous 
aurons 

M»[iRli'W— UC2KW'-+-  R'W)]  =  4V»— 9.ri  +  Xî)l2V. 

Cela  étant,  on  obti<^nl  facilement,  au  moyen  do  la  valeur  de   W, 

4RU'W  —  U(2RW'^-  R'W) 

=  V[4RU'2—  UCîRU'-h  R'U')|  —  U[4RU'V'-  UCiRV-i-  R'V')]; 

le  premier  membre  de  l'équation  contenant  en  facteur  V,  il  est 
donc  démontré  que  la  quantité  considérée 

L"[4RU'V'— U(2RV"-4-R'V')] 

est  elle-même  divisible  par  V,  comme  je  l'ai  annoncé.  Je  remar- 
querai en  outre  qu'on  peut  joindre  les  égalités  suivantes  à  celles 
qui  viennent  d'être  employées  : 

M2[4RV'W  — V(2RVV'-f-  R'W)]  =  2(n-X2)UV2— 4X2U3, 

4RV'W  — V(2RW'-f-R'W) 

=  V[4RU'V'— VfîRU'-HR'U')]  — U[4RV'2— VfaRV-f-  R'V')J; 

elles  montrent  que  l'expression 

V [ 4  RLi' V" -  V ( 2 RL" ^  R' L' )] 

est  divisible  par  U  et,  comme  U  et  V  sont  premiers  entre  eux,  on 
en  conclut  ces  relations,  qu'il  ne  m'a  pas  paru  inutile  d'indiquer  : 

4RU'V'— UCaRV+R'VO^o        (modV), 
4RU'V'-V(2RU"'+R'U')  =  o        (modU). 


DISCOURS 

PRONONCÉ  PAR  M.  HER.MITE 


AUX  FUNÉRAILLES  DE  M.  HALPHEN, 


LE  23  MAI  1889. 


Comptes  rendus   de  l'Académie  des  Sciences^   t.    CVIII,   1889,  p.    1079. 


La  vie  si  courte  de  M.  Halphen  a  été  remplie  par  des  travaux 
d'une  importance  capitale,  qui  ont  honoré  la  Science  française.  Je 
viens  rendre  hommage  à  sa  mémoire  en  indiquant  en  peu  de  mots 
les  recherches  et  les  découvertes  qui  l'ont  placé  parmi  les  plus 
éminents  géomètres  de  notre  époque. 

Le  talent  de  notre  Confrère  s'est  d'abord  révélé  par  des  travaux 
de  Géométrie  supérieure;  il  a  obtenu  un  premier  et  grand  succès 
sur  la  question  des  caractéristiques  des  sections  coniques.  La 
théorie  de  Ghasles  reposait  sur  un  principe  admis  par  induction, 
mais  non  démontré,  qui  tombait  en  défaut  dans  certains  cas  par- 
ticuliers. M.  Halphen,  après  avoir  obtenu  en  même  temps  que 
Clebsch  la  démonstration  de  ce  principe  en  général,  a  le  premier 
trouvé  la  raison  de  ces  exceptions  et  expliqué  avec  précision  dans 
quels  cas  il  s'applique  ;  il  a  ensuite  découvert,  pour  l'ensemble  des 
problèmes  que  Ghasles  avait  en  vue,  une  solution  complète  et 
indépendante  des  caractéristiques.  Je  signale  ce  début  de 
.M.  Halphen  parce  qu'il  fait  ressortir  le  mérite  qui  se  retrouve  dans 
tous  ses  travaux  de  ne  rien  laisser  d'incomplet  et  d'inachevé,  et  de 
donner,  au  prix  d'efforts  persévérants,  la  solution  définitive  de 
toutes  les  questions  qu'il  aborde. 

On  sait  les  rapports  intimes  que  l'Analyse  de  notre  époque  a 
établis  depuis  Riemann  entre  la  théorie  générale  des  courbes  algé- 
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l)rii|iii's  el  celle  des  liaiisceiuluiilcs  re|>ré3enlécs  piii-  les  ii)léj;iales 
<les  foinîtions  algébriques.  C'est  à  cel  ordre  d'idt'es  (|iie  se  r;i[)j)()rle 
un  Mémoire  d'une  importance  considérable  (!<■  indu-  (^onlrère; 
Sur  Li  théorie  des  points  singuliers  des  courbes  algéhrii/ues, 
où  il  parvient,  en  liant  ses  reclierclies  à  celles  di'  l'éminent  géo- 
mètre M.  Nocllier,  il  des  réstdlats  du  plii>  iinil  intérêt.  L  n  travail 
extrêmement  remar(|iial)lc  et  (rime  grande  étendue,  Sur  les 
courbes  gauches  algébriques,  succède  à  ce  Mémoire;  l'Académie 
des  Sciences  de  Berlin  lui  accorde  le  prix  Sleiner,  <pii  est  doublé 
pour  être  paitagé  entre  notre  Confrère  et  M.  Noelber.  Les  décou- 
vertes en  Analyse  suivent  les  recherclies  sur  les  points  les  pins 
élevés  de  la  Géométrie  supérieure;  M.  Halphen  expose  dans  unv. 
Thèse  de  doctorat  l'idée  originale  et  féconde  des  invariants  diile- 
rentiels  :  il  s'ouvre  ainsi  la  voie  pour  traiter  la  question  proposée 
par  l'Académie  comme  sujet  du  grand  prix  des  Sciences  mathé- 
matiques de  1880  :  l'erfectionner  en  quelque  point  important  la 
théorie  des  équations  dillérenlielles  linéaires  à  une  variable  indé- 
pendante. L'Académie  couronne  son  Mémoire,  mais  l'ardent 
travailleur  ne  se  repose  pas  sur  ce  succès;  ses  j)ul)lications  se 
multiplient  avec  leur  caractère  d'invention  et  de  profondeur  sur 
cette  même  théorie  des  équations  linéaires,  où  la  notion  des  inva- 
riants différentiels  a  ouvert  un  champ  si  étendu  de  recherches,  sur 
la  théorie  des  nombres,  sur  la  théorie  des  séries.  Ce  n'est  point  le 
lieu  ni  le  moment  d'apprécier  tant  de  travaux,  tant  de  découvertes 
qu'attendait  une  éclatante  récompense.  M.  Halphen  entrait  en  1886 
à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  plénitude  de  son  talent  et  de  sa 
puissance  de  travail.  La  même  année  paiaissait  le  premier  Volume 
d'un  Traité  des  fondions  elliptiques  et  de  leurs  applications^ 
qui  a  été  lu  et  admiré  par  tous  les  analystes.  Le  Volume  suivant  a 
mis  le  sceau  à  sa  réputation;  il  contient  les  applications  à  la  Mé- 
canique, à  la  Physique,  à  la  Géodésie,  à  la  Géométrie  et  au  Calcul 
intégral,  et  sera  l'honneur  du  nom  de  notre  Confrère.  La  mort  l'a 
surpris  lorsqu'il  travaillait  avec  la  plus  grande  ardeur  à  la  rédaction 
d'un  troisième  Volume  qui  devait  exposer  les  applications  des 
fonctions  elliptiques  à  la  théorie  des  nombres. 

Mais,  devant  cette  tombe  et  en  parlant  des  œuvres  du  savant, 
nous  nous  rappelons  le  Confrère,  l'ami  que  nous  avons  perdu. 
Halphen  avait  autant  de  simplicité  et  de  modestie  que  de  génie;  il 
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était  bon  et  affectueux,  il  était  dévoué  à  tous  ses  devoirs.  Tout 
jeune  officier  et  envoyé  à  l'armée  du  Nord,  il  est  fait  capitaine  et 
décoré  sur  le  champ"^de  bataille,  à  Pont-Noyelles,  puis  il  assiste  à 
la  bataille  de  Bapaume.  Le  profond  géomètre  était  un  soldat;  qu'il 
reçoive  le  suprême  hommage  de  notre  admiration  pour  ses  travaux, 
des  regrets  qu'il  nous  laisse,  du  souvenir  affectueux  que  nous  gar- 
derons à  jamais  de  lui  ! 


DTSCOURS 

PRONONCÉ    UF.VANT    I.K    PHKSIDKNT    DE    LA    RKPLBLiglK    I.E    J    AOUT, 

A  L'INAUGLIIVTION   DK  LA  NOUYELLI-   SOUBONiNE, 

Pak   m.  Cil.   HKUMITE, 
Professeur  à  lu  Facuilé  des  Sciences,  iMembre  de  l'Inslilul. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2*  série,  t.  XH',  1890,  p.  6-36. 


lVlo:ySIElR    LE    pRÉSinENT, 

Messieurs, 

L'enseigneinenL  mathématique  de  la  Sorbonue  s'ouvre  en  1809 
avec  Lacroix,  Poisson,  Biot,  Francœnret  Hachette,  qui  occupent  les 
chaires  de  Calcul  difllerenliel  et  de  Calcul  intégral,  de  Mécanique, 
d'Astronomie,  d'Algèbre  supérieure  et  de  Géométrie  descriptive. 
Poisson  est  l'un  des  grands  géomètres  de  ce  siècle,  Biot  a  parcouru 
avec  éclat  une  longue  carrière,  remplie  de  travaux  importants  sur 
l'Astronomie  et  la  Physique.  Lacroix  et  Francœur  ont,  par  d'excel- 
lents Ouvrages,  enseigné  à  leur  temps  toutes  les  parties  des  Mathé- 
matiques, depuis  l'Arithmétique  élémentaire  jusqu'au  (Calcul 
intégral.  Nous  évoquons  le  souvenir  de  ces  hommes  éminents  qui 
ont  honoré  la  Faculté  des  Sciences  à  sou  origine;  nous  voulons 
rendre  l'hommage  qui  est  dû  à  leur  mémoire,  et  dans  cette  cir- 
constance rappeler  leurs  titres  à  la  reconnaissance  du  pays. 

L  L'œuvre  capitale  de  Lacroix  est  un  Traité,  en  trois  volumes 
in-4",  de  Calcul  dillérenliel  et  de  Calcul  intégral,  dont  la  première 
édition  a  paru  en  1798  et  la  seconde  en  i8i4-  Cet  Ouvrage  conscien- 
cieux et  savant  donne  le  complet  résumé  de  la  Science  de  son 
époque.  La  rédaction  en  est  claire  et  facile;  les  écrits  concernant 
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chaque  point  traite  sont  éniimérés  avec  le  plus  grand  soin  dans  un 
sommaire  des  articles  qui  a  conservé  toute  son  importance  et  qu'on 
consultera  toujours  avec  le  plus  grand  fruit.  La  constante  préoccu- 
pation de  l'auteur  a  été  d'établir  entre  tant  de  théories  qu'il  expose, 
sur  des  matières  si  diverses,  une  succession  naturelle,  un  enchaî- 
nement qui  en  facilite  l'élude  et  contribue  à  l'intelligence  générale 
de  l'Analyse.  En  prenant  pour  épigraphe  de  son  Traité  ce  vers  de 
V  Art  poétique^  d'Horace  : 

Tantuin  séries  reviim  j niiçtnracjue  pollet^ 

Lacroix  indique  la  pensée  à  laquelle  il  est  resté  fidèle  dans  ses 
autres  publications,  et  qui  donne  la  raison  de  leur  succès. 

Le  Traité  élémentaire  cV Arithmétique  a  eu  20  éditions; 
les  Eléments  de  Géométrie,  12;  les  Eléments  d' Algèbre,  1^. 
Ce  dernier  Ouvrage  a  été  suivi  d'un  complément  où,  sous  la  même 
forme,  claire  et  facile,  sont  abordées,  dans  la  mesure  qui  convient 
aux  commençants,  des  questions  intéressantes  et  plus  élevées  d'Al- 
gèbre supérieure. 

Le  rare  mérite  des  Ouvrages  de  Lacroix  n"a  pas  été  perdu  avec 
lui.  Lefébure  de  Fourcy,  son  successeur  à  la  chaire  de  Calcul  dif- 
férentiel et  de  Calcul  intégral,  a  publié  un  Traité  de  Géométrie 
descriptive,  des  Leçons  de  Géométrie  analytique  et  d'Algèbre,  qui 
ont  une  réputation  ])ien  méritée  j)ar  la  clarté  et  la  précision  de 
leur  rédaction.  Les  Leçons  d'Algèbre  possèdent  à  cet  égard  une 
incontestable  supériorité  et  sont  encore  un  des  meilleurs  Ouvrages 
élémentaires  pour  l'étude  de  cette  science. 

11.  Francœur  a  occupé  la  chaire  d'Algèbre  supérieure  jusqu'en 
1847,  ^"  consacrant  ses  Leçons  à  la  résolution  des  équations  de 
degrés  supérieurs,  à  la  théorie  des  suites,  puis  à  diverses  reprises 
aux  éléments  du  Calcul  des  probabilités  et  de  la  Géodésie.  Parmi 
les  Ouvrages  qu'il  a  publiés,  nous  mentionnerons  tout  d'abord 
un  Cours  complet  de  Mathématiques  pures,  en  deux  volumes 
in-8°,  qui  a  eu  fjuatre  éditions.  Le  premier  Volume  renferme 
l'Arithmétique,  l'Algèbre  élémentaire,  la  Géométrie  et  la  Géomé- 
trie analytique  à  deux  dimensions;  le  second  comprend  l'Algèbre 
supérieure,  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  le  Calcul 
différentiel,  le  Calcul  intégral  et  le  Calcul  des  différences.  La  con- 
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ci>i(iii  (|iie  s  est  iin|)<)>i>'  I  .uiloni-  pour  ifuiiir  lauL  de  inalièrcs 
dan-i  nu  court  espace  ne  poric  jauiais  alt«'inte  à  la  clarté.  Nous 
rcmarfjuerons  (|u'uiie  part  est  incinc  faite  à  la  théorie  des  nombres  ; 
dans  un  (^ii;ipilre  de  T  M^èhre  supt'-iieure,  on  troiuc  une  excel- 
lenlc  diMUonstration  du  lliéorènie  cclèhrc  du  Lajjraiif^e  sur  lu 
périodicité  du  développement  m  fraction  continue  des  irration- 
nelles du  second  degit-  dont  les  Traités  actuels  no  dr)nnonl  (pu- 
renoncé. 

l'iMncd  iir  a  aussi  |)nl)li(''  un  Traité  de  Géodésie  (|ui  a  en  sept 
éditions,  un  Traité  de  Mécani(|ue,  des  éléments  de  Slaticpio,  des 
éléments  de  Teclinoloyie,  une  Astronomie  prali<|ue.  Son  principal 
Ouvra<>;e,  celui  <pii  mérite  suitotil  d'èlrc  rappelé  à  l'attention,  a 
pour  titre  :  Uranographic  ou  Traité  élémentaire  d' Astro- 
nomie ;  voici  le  juj^ement  (|u'en  porte  noire  émiuent  collègue 
M.  Tisserand  : 

«  Vj  Uranograpliie  est  un  (Juvrage  excellent  cjui  ne  se  borne 
pas  à  la  description  complète  du  Ciel,  mais  cherche  à  mettre  à  la 
portée  du  lecteur  les  résidlals  les  plus  importants  de  la  Mécanique 
céleste.  L'auteur  s'est  ins|dré  dans  ce  but  de  V Exposition  du  sys- 
tème du  monde  de  f^aplace  et  du  lieau  Traité  d'Astronomie  de 
L.  Ilerschel.  Il  a  pu  ain^i  donner  en  langage  ordinaire  une  expli- 
cation des  perturbations  planétaires  les  plus  importantes.  Il  a 
reproduit  aussi  un  grand  nombre  d'aperçus  intéressants  sur  l'As- 
tronomie physique,  d'après  Arago,  le  fondateur  de  cette  science  qui 
a  pris  de  nos  jours  un  si  grand  développement.  Francœur  donne 
en  outre  des  renseignements  curieux  sur  l'origine  mythologique  des 
con-itellalions  et  sur  l'art  de  vérifier  les  dates  historiques.  » 

III.  (^'est  en  i8og  (|ue  Biol  a  été  appelé  à  la  chaire  d'Astro- 
nomie de  la  Faculté  dés  Sciences,  dont  il  est  resté  titulaire 
jusqu'en  1846.  Les  premiers  Ouvrages  qui  ont  inauguré  sa  longue 
et  brillante  carrière  sont  un  essai  de  Géométrie  analytique,  ap- 
pliquée aux  courbes  et  aux  surfaces  du  second  ordre,  un  Traité 
d  Astronomie  physique,  et  une  traduction  de  la  Physique  méca- 
ni'/ue  de  Fischer,  augmentée  de  Notes  sur  les  anneaux  colorés, 
la  double  réfraction  et  la  polarisation  de  la  lumière.  Le  Traité  de 
Géomé'irie  analytique,   fort  remarquable  par    la   simplicité    et   la 
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clarté  de  l'exposition,  n'a  pas  été  le  seul  travail  mathématique  de 
l'illustre  savant;  on  lui  doit  encore  des  notions  élémentaires  de 
Statique  et  des  recherches  sur  l'intégration  des  équations  aux 
dilTérences  partielles  et  sur  les  vibrations  des  surfaces,  publiées 
dans  les  Mémoires  de  VInstitut.  Mais  c'est  à  la  Physique  et  à 
l'Astronomie  qu'il  devait  entièrement  consacrer  son  activité  scien- 
tifique, et,  de  1810  à  1826,  nous  le  voyons  quitter  la  chaire  d'As- 
tronomie pour  professer,  à  la  demande  de  ses  collègues,  la  partie 
de  la  Physique  relative  à  l'acoustique,  au  magnétisme  et  à  la  lu- 
mière. C'est  en  181  5  qu'il  reconnut  la  polarisation  rotatoire  dans 
l'essence  de  térébenthine,  découverte  d'une  importance  capitale 
et  qui  a  été  jusqu'à  la  fin  de  sa  vie  l'objet  de  ses  recherches.  Le 
Traité  d'Astronomie  physique  en  cinq  volumes,  dont  la  troisième 
édition  a  été  publiée  avec  le  concours  de  M.  Lefort,  est  continuel- 
lement employé  par  les  astronomes,  auxquels  il  rend  les  plus  grands 
services  (').  D'autres  travaux  d'une  nature  bien  diflerente  ont 
aussi  contribué  à  son  illustration. 

Biot  était  un  érudit  et  un  écrivain;  il  a  appartenu  à  l'Académie 
des  Inscriptions  et  Belles-Lettres  et  à  l'Académie  française.  11  a 
publié  des  Mélanges  scientifiques  et  littéraires  en  trois  volumes, 
un  précis  de  Ihistoire  de  l'Astronomie  chinoise,  des  études  sur 
rz\stronomie  indienne,  des  recherches  sur  l'Astronomie  égy^p- 
tienne.  Le  mérite  de  ces  Ouvrages  le  place,  avec  ses  travaux  de 
Physique  et  d'Astronomie,  parmi  les  hommes  de  science  les  plus 
considérables  et  les  plus  renommés  de  notre  époque. 

IV.  Les  Sciences  mathématiques  ont  été  représentées  avec  éclat, 
au  commencement  de  ce  siècle,  par  d'illustres  géomètres;  Poisson 
figure  parmi  eux  à  côté  de  Laplace,  de  Lagrange  et  de  Fourier. 
C'est  surtout  de  l'auteur  de  la  Mécanique  céleste  qu'il  se  rap- 
proche par  la  nature  de  ses  travaux,  son  génie  analytique,  sa 
puissance  pour  mettre  en  œuvre  toutes  les  ressources  du  calcul. 
Lagrange,  à  qui  l'on  doit  la  Mécanique  analytique  et  de  grandes 
découvertes  dans  la  théorie  du  son  et  la  mécanique  céleste,  avait 
consacré  une   part  importante  de   ses  efforts  aux  mathématiques 


(')  On  trouvera  à  la  fiQ  une  Note  sur  cet  important  Ouvrage,  que  notre  savant 
collègue,  M.  Wolf,  a  bien  voulu  écrire,  à  ma  demande. 
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al).slraile>  ;  après  avoir  fondé  le  calcul  des  variations,  il  a  laissé  la 
trace  de  son  j,^énie  dans  l'Algèbre  et  la  théorie  des  nombres.  Pour 
Laplacr  et  Poisson,  l'analyse  pure  n'est  point  le  but,  mais  Tinstru- 
uit-nl,  b's  ap|)lications  aux  phénomènes  physiques  sont  leur  objet 
essentiel,  et  Fourier,  en  annonçani  à  l'Académie  des  Sciences  les 
travaux  de  Jacobi,  a  exprim<'  le  sentiment  ipii  dominait  à  son 
époque  dans  ces  termes  que  nous  reproduisons  : 

«  Les  questions  de  la  IMnIosophie  naturelle  (|ui  ont  pour  but 
l'étude  malh('-mati(|ue  de  tous  les  grands  phénomènes  sont  aussi  un 
digne  el  principal  objet  des  méditations  des  géomètres.  On  doit 
désirer  que  les  personnes  les  plus  propres  à  perfectionner  la  science 
du  calcul  dirigent  leurs  travaux  vers  ces  hautes  applications,  si 
nécessaires  aux  progrès  de  l'intelligence  humaine.  » 

Mais,  en  ayant  un  autre  but,  Poisson  et  Fourier  contribuent  au 
développement  de  l'Analyse,  qu'ils  enrichissent  de  méthodes,  de 
lésultats  nouveaux,  de  notions  fondamentales.  jNous  allons  essayer 
de  montrer  l'importance  des  découvertes  de  l^oisson  dans  le 
domaine  de  la  Phvsique  mathématique,  en  jetant  un  coup  d'œil 
rapide  sur  quelques-uns  de  ses  Mémoires. 

Le  premier  des  travaux  du  grand  géomètre  sur  lequel  nous  ap- 
pellerons l'attention  se  rapporte  à  la  théorie  de  l'attraction.  Laplace 
avait  obtenu  une  équation  célèbre,  de  la  plus  graude  importance, 
à  laquelle  satisfait  le  potentiel  de  l'attraction  de  masses  attirantes 
sur  un  point  extérieur.  Poisson  a  donné  la  nouvelle  relation  qui 
convient  à  un  point  intérieur,  en  supposant  la  densité  de  la  masse 
attirante  constante,  et  Gauss  a  étendu  ensuite  son  résultat  au  cas 
où  la  densité  varie  suivant  une  loi  quelconque. 

Un  autre  Mémoire  des  plus  justement  renommés  est  relatif  à  la 
distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des  corps  conducteurs. 
Poisson  se  propose,  en  partant  des  lois  de  Coulomb,  de  déter- 
miner analytiquement  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface 
de  ces  corps  el  de  comparer  le  résultat  des  calculs  aux  observa- 
tions. Il  expose  au  début  de  son  Mémoire  les  bases  de  sa  théorie, 
et  ces  généralités,  maintenant  classiques,  nous  sont  devenues  si 
'  familières  qu'on  néglige  souvent  d'y  associer  le  nom  de  leur  auteur. 
Son  principe  est  de  ramener  le  problème  de  l'équilibre  électrique 
sur  un  corps  à  trouver  quelle  doit  être  l'épaisseur  de  la  couche 
fluide  en  chaque   point    de    la   surface,   pour   que   l'action   de   la 
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couche  enlicre  soit  nulle  à  riiitérieur  du  corps  électrisë;  il  établit 
aussi  que  la  jjression  électrostatique  en  chaque  point  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  l'épaisseur.  Cela  étant,  et  en  se  fondant  sur 
la  condition  donnée  par  Laplace  dans  le  Tome  III  de  la  Mécanique 
céleste^  pour  que  l'attr.iction  d'une  couche  limitée  par  deux  sur- 
faces à  peu  près  sphériques  soit  nulle  sur  les  points  intérieurs, 
Poisson  en  conclut  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  d'un 
sphéroïde  peu  difi'érent  d'une  sphère.  De  ses  formules  il  tire 
une  conclusion  bien  importante  :  c'est  que,  pour  ces  sphéroïdes, 
l'épaisseur  électrique  en  chaque  point  est  proportionnelle  à  la  force 
répulsive  du  fluide.  L'illustre  auteur  ajoute  :  «  Il  est  naturel  de 
supposer  ce  résultat  général  »  ;  mais  la  démonstration  lui  échappe, 
c'est  Laplace  qui  la  lui  donne  en  complétant  en  un  point  essentiel 
le  beau  Mémoire  dont  nous  faisons  l'analyse.  Poisson  étudie  par- 
ticulièrement le  problème  de  deux  sphères  parfaitement  conduc- 
trices, à  une  distance  quelconque  l'une  de  l'autre.  La  solution  très 
simple  qu'il  obtient  par  des  intégrales  définies,  dans  le  cas  où 
elles  se  touchent,  montre  qu'au  point  de  contact  l'épaisseur  est 
nulle.  Si  les  sphères  viennent  à  être  séparées,  chacune  emporte  la 
(juantité  totale  d'électricité  dont  elle  était  couverte,  et,  dès 
qu'elles  sont  soustraites  à  leur  influence  réciproque,  cette  électri- 
cité se  distribue  uniformément  sur  chaque  sphère.  L'analyse  de 
Poisson  iait  connaître  le  rapport  des  épaisseurs  moyennes  en  fonc- 
tion du  rapport  des  deux  rayons;  elle  montre,  en  particidier, 
qu'après  la  séparation  l'épaisseur  est  toujours  plus  grande  dans 
le  plus  petit  des  deux  globes.  Les  résultats  du  calcul  sont  comparés 
aux  nombres  trouvés  par  Coulomb,  au  moyen  du  plan  d'épreuve, 
et  l'accord  est  aussi  satisfaisant  que  possible,  l'erreur  ne  dépassant 
jamais  un  trentième  de  la  grandeur  mesurée. 

La  théorie  mathématique  de  l'électricité  statique  est  peut-être 
le  Chapitre  le  plus  parfait  de  la  Physique  matliémalique,  et, 
nous  venons  de  le  voir,  c'est  à  Poisson  que  revient  la  gloire  d'en 
avoir  posé  les  principes,  et  par  conséquent  ouvert  la  voie  aux  géo- 
mètres illustres  qui  ont  porté  cette  théorie  au  plus  haut  point  de 
perfection. 

Nous  abordons  maintenant  un  autre  ordre  de  phénomènes  dans 
l'étude  desquels  le  grand  analyste  a  encore  été  un  initiateur  :  je 
veux  parler  du   magnétisme.  Partant  de  l'hypothèse  de  Coulomb 
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qu'un  corps  aimanté  est  composé  «ruii  iionihre  Immense  d'aiinants 
élémentaires,  Poisson  développe  la  théorie  du  potentiel  magné- 
tique et  démontre  ce  résultat  remaicjuable  que,  dans  le  calcul  de 
l'action  d'un  corps  aintanté  sui  un  |)oinl  extérieur,  on  peut  sub- 
stituer à  raimant  n'-ei  une  doubbî  distribution  iîctive  de  matière 
magnétique,  l'une  siqterlicielle  relative  à  la  surface  du  corps, 
l'autre  relative  à  son  volume.  Ces  vues,  aujourd'hui  classiques,  se 
jjrésentaient  sans  doute  assez,  facilement;  mais  Poisson  eut  ensuite 
la  hardiesse  d'aborder  le  problème  du  magnétisme  induit.  On  sait 
qu'une  masse  de  fer  doux  s'aimante  en  présence  de  corps  magné- 
tiques, et  il  s'agit  de  trouver  la  distril)ulion  du  magnétisme  dans 
cette  masse.  Dans  ce  but.  Poisson  fait  riiypollièse  (|ue  le  corps  est 
composé  de  particules  magnétiques,  séparées  par  des  intervalles 
où  ne  pénètre  pas  le  magnétisme,  de  sorte  que  la  séparation  des 
deux  fluides  se  fait  dans  chaque  élément  sans  obstacle.  Il  suppose 
ensuite,  poin*  pouvoir  mettre  le  problème  en  équation,  que  les'mo- 
lécules  sont  sphériques;  il  est  encore  obligé  de  faire  diverses  hy- 
pothèses, d'ordre  analytlcpie  cette  fois,  sur  des  intégrales  mul- 
tiples indéterminées,  auxquelles  le  conduit  son  analyse.  Quoi 
qu'il  en  soit  de  ces  hypothèses  et  du  manque  de  rigueur  de  cer- 
taines déductions,  la  ("orme  des  équations  auxquelles  arrive  le 
grand  géomètre  n'a  pas  été  modifiée  par  les  travaux  ultérieurs;  il 
est  seulement  impossible  de  conserver  à  certaines  constantes  la 
signification  qu'il  croyait  pouvoir  leur  donner.  Citons,  entre  autres 
résultats,  cette  belle  proposition  que,  quand  un  aimant  est  produit 
par  influence,  il  n'y  a  de  magnétisme  libre  qu'à  sa  surface.  Poisson 
applique  ses  savantes  formules  à  la  solution  complète  du  problème 
de  l'induction  d'une  masse  de  fer  doux,  limitée  par  deux  sphères 
concenlri(|ues,  sous  l'action  du  magnétisme  terrestre,  et  en  con- 
clut une  solution  aussi  simple  qu'élégante.  N'oublions  pas  non 
plus  que  ses  Mémoires  servent  de  base  à  toutes  les  études  sur  le 
magnétisme  des  navires;  la  pratique  vient  donc  ainsi  apporter  sa 
consécration  à  une  œuvre  qui,  malgré  les  difficultés  qu'elle  pré- 
sente encore,  est  assurée  de  ne  pas  périr. 

Nous  quitterons  les  travaux  de  Physique  mathématique  en  nous 

bornant  à  indiquer,  dans  l'œuvre  si  considérable  de  Poisson,  ses 

recherches  sur  la  capillarité,  la  théorie  de  la  chaleur,  les  lois  de 

léquilibre  des  surfaces  élastiques,  la  j)ropagation  du  mouvement 

H.  -  IV.  .9 
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dans  les  fluides  élastiques.  Nous  nous  contenterons  aussi  de  men- 
tionner ses  Mémoires  sur  le  calcul  des  variations,  le  calcul  des 
probabilités,  l'invariabilité  du  jour  sidéral^  la  libration  et  le  mou- 
vement de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  l'invariabilité  des  grands 
axes  des  orbites  des  planètes,  et  enfin  son  Traité  de  Mécanique 
qu'aucun  Ouvrage  sur  cette  science  n'a  encore  surpassé  et  qui 
est  entre  les  mains  de  tous  les  géomètres.  Dans  un  grand  nombre 
de  ses  belles  et  profondes  recherches,  Poisson  a  été  un  continuateur 
de  Laplace  et  a  suivi,  en  s'inspirant  de  ses  travaux  et  de  son  génie, 
l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste.  Mais  il  se  rattache  aussi 
à  l'analyse  de  notre  temps  dans  une  question  de  la  plus  grande 
importance  et  qui  présente  un  intérêt  singulier  au  point  de  vue  de 
l'invention  mathématique.  On  en  jugera  par  la  lettre  suivante 
que  Jacobi  a  adressée  au  Président  de  l'Académie  des  Sciences, 
en  i85o  : 

«  M.  de  Humboldt  vient  de  me  communiquer  un  fragment 
d'une  Notice  biographique  sur  M.  Poisson,  dont  la  lecture  m'a 
donné  envie  d'adresser,  à  vous,  Monsieur,  et  à  votre  illustre  Aca- 
démie, quelques  remarques  sur  la  plus  profonde  découverte  de 
M.  Poisson;  mais  qui,  je  crois,  n'a  bien  été  comprise  ni  par 
M.  Lagrange,  ni  par  les  nombreux  géomètres  qui  l'ont  citée,  ni 
par  son  auteur  lui-même.  Le  théorème  dont  je  parle  me  semble 
être  le  plus  important  de  la  Mécanique  et  de  cette  partie  du  Calcul 
intégral  qui  s'attache  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  dif- 
férentielles ordinaires;  toutefois  on  ne  le  trouve  ni  dans  les  Traités 
de  Calcul  intégral,  ni  dans  la  Mécanique  analytique.  Comme  ce 
théorème  ne  servait  qu'à  établir  une  autre  proposition  dont  La- 
grange avait  donné  une  démonstration  plus  simple,  celui-ci  n'en 
parlait  dans  sa  Mécanique  analytique  que  comme  d'une  preuve 
d'une  grande  force  analytique,  sans  trouver  nécessaire  de  le  faire 
entrer  dans  cet  Ouvrage.  Et  depuis,  tout  le  monde  ne  le  regardant 
que  comme  un  théorème  auxiliaire  remarquable  par  la  difficulté  de 
le.  prouver,  et  personne  ne  l'examinant  en  lui-même,  ce  théorème 
vraiment  prodigieux  et  jusqu'ici  sans  exemple  est  resté  en  même 
temps  découvert  et  caché. 

»  Le  théorème  en  question,  énoncé  convenablement,  est  le  sui- 
vant : 
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<(  Un  noml)r<'  quclconc|ii('  de  points  matériels  étant  tirés  par  des 
))  forces  et  soumis  à  des  conditions  («Iles  que  le  |)rincipt'  de  la 
»  conservation  <les  forces  vives  ail  lieu,  si  Ton  connaît,  oulr«,'  l'in- 
»  léf,'rale  fournie  par  ce  principe,  deux  autres  intégrales,  on  <'u 
»  peut  déduire  une  troisième,  il'une  manière  directe,  et  sans  même 
M   emplover  des  quadratures,  etc.  » 

Poisson  a  été  Tlionncur  de  la  Faculté  des  Sciences;  il  est  mort 
prématurément,  eu  laissant  d'admirables  travaux  et  ayant  donné 
l'exemjile  d'une  activité  scientilicpie  extraordinaire.  Jacobi  aussi 
est  mort  avant  le  temps,  et  c'est  après  lui  qu'a  été  publié  le  Mé- 
moire célèbre  intitulé  :  Nova  metliodus  œr/uationes  differentiales 
primi  ordinis  inler  niimoriim  variabilium  quenicumrfuc  propo- 
sitas  integrandi.  Le  grand  analyste,  en  rappelant  la  découverte 
de  I^oisson  dont  nous  venons  de  parler,  découverte  donnée  sous 
la  forme  la  plus  ex|)licite  dans  le  Mén\oire  sur  la  variation  des 
constantes,  s'exprime  ainsi  :  IJahemus  hic  prœclarum  exemphim^ 
nisi  aninio  prœformata  sint  problemata^  Jieri  posse  ut  vcl  ante 
oculos  posita  gravissima  inventa  non  videamus., 

V.  Slurni  a  succédé  à  Poisson  dans  la  chaire  de  Mécanique  ra- 
tionnelle de  la  Faculté  des  Sciences.  Le  nom  de  l'éminenl  géomètre 
est  attaché  à  un  théorème  qui  est  l'une  des  plus  importantes  pro- 
positions de  la  théorie  des  équations  algébriques,  et  à  de  savants 
Mémoires  d'Analyse  sur  les  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre,  sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
sur  l'optique,  etc.  Le  théorème  de  Sturm  a  eu  le  bonheur  de 
devenir  immédiatement  classique  et  de  prendre  dans  l'enseigne- 
ment une  place  qu'il  conservera  toujours.  Sa  démonstration,  où 
n'entrent  que  les  considérations  les  plus  élémentaires,  est  un  rare 
exemple  de  simplicité  et  d'élégance.  Elle  intéresse  et  frappe  vive- 
ment les  élèves  en  présentant,  sous  une  forme  à  la  fois  mystérieuse 
et  facile,  la  solution,  qui  avait  longtemps  éludé  tous  les  efforts,  de 
cette  question  capitale  :  «  Déterminer  le  nombre  des  racines  d'une 
équation  qui  sont  comprises  entre  des  limites  données  ».  Au  début 
de  leurs  études,  elle  leur  permet  de  goûter  le  plaisir  délicat  et 
élevé  que  les  œuvres  du  génie  n'accordent  ordinairement  qu'à  de 
grands   efforts;   aussi  le   nom  de  l'inventeur  devint-il  rapidement 
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populaire  en  France,  en  Anglelerre  où  la  Société  royale  de  Londres 
lui  décernait  la  médaille  de  Cople\,  et  dans  toute  l'Europe.  Le 
théorème  de  Cauchy,  qui  a  suivi  de  près  celui  de  Sturm,  l'a  dépassé 
en  donnant  une  méthode  de  même  nature  pour  déterminer  le 
nombre  des  racines  imaginaires  d'une  équation  qui  sont  à  l'inté- 
rieur d'un  contour.  C'était  par  la  voie  ardue  du  Calcul  intégral  que 
le  grand  géomètre  avait  obtenu  sa  merveilleuse  découverte;  Sturm, 
en  collaboration  avec  Liouville,  puis  seul  dans  un  autre  Mémoire, 
est  parvenu  à  une  démonstration  entièrement  élémentaire  de  la 
proposition  de  Cauchy.  Plus  tard,  le  théorème  de  Sturm  s'est 
présenté  sous  un  point  de  vue  bien  différent  de  celui  de  l'inventeur, 
et  a  été  déduit,  indépendamment  de  toute  considération  de  conti- 
nuité, des  propriétés  des  formes  quadratiques.  Cette  voie  nouvelle, 
où  l'on  trouve  le  nom  de  Jacobi,  a  été  ouverte  par  M.  Sylvester, 
et  Sturm  a  tenu  à  honneur  de  démontrer  le  premier  les  résultats 
extrêmement  remarquables  dont  l'illustre  analyste  anglais  n'avait 
donné  que  l'énoncé.  Nous  mentionnerons  enfin  son  Cours  de 
Mécanique,  publié  par  M.  Prouhet,  son  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole 
Polytechnique,  Ouvrages  d'enseignement  qui  se  recommandent 
par  les  qualités  de  clarté  et  de 'précision  qui  se  joignaient,  dans 
Sturm,  au  don  de  l'invention. 

VL  La  Faculté  des  Sciences  s'est  augmentée  en  i838  d'une 
chaire  de  Mécanique  ])hysique  et  expérimentale.  Elle  avait  été 
créée  pour  Poncelet,  qui  s'est  illustré  dans  la  Science  pure  et  dans 
les  Mathématiques  appliquées  par  de  grandes  et  belles  découvertes 
dont  nous  présentons  une  rapide  esquisse. 

L'œuvre  capitale  du  savant  illustre  est  le  Traité  des  propriétés 
projectives  des  figures  qui  a  paru  en  1822  et  dont  une  seconde 
édition  a  été  publiée  en  i865.  Voici  le  jugement  qu'en  porte 
M.  Bertrand  dans  son  bel  éloge  historique  de  Poncelet,  lu  à  la 
séance  publique  de  l'Académie  des  Sciences  en  i8'^5  : 

«  L'étude  de  toutes  les  parties  du  Traité  des  propriétés  projec- 
tives peut  seule  faire  apprécier  au  lecteur  géomètre  l'art  merveilleux 
qui  les  fait  naître  les  unes  des  autres,  en  conduisant  par  une  voie 
singulière  et  nouvelle  jusqu'aux  vérités  les  moins  prévues  au 
départ.  Les  formules  algébriques  sont  strictement  bannies  des  dé- 
monstrations;    mais   l'Algèbre,  depuis   Descartes,    embrasse  trop 
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étroileineiil  1j  (  njoiiu-tric  pour  (|iie  rira  [luisse  les  désunir  :  cl  les 
conce|)tions  les  pins  suhliles,  en  f,'uiil;iiU,  sans  se  montrer,  l'appli- 
cation des  principes,  en  justifient  la  hardiesse.  » 

Cette  apprériafion  profonde  et  si  exacte  de  l'éminent  Secrétaire 

perpétuel   de  l'Acadt'inie  des  Sciences,  F^oncelet  eu  a   donné  les 

éléinenLs  ri  l'a  préparée  pai-  l'Ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Ap/>lica- 

tions  d' Analyse  et  de  Géoniélric  qui  ont   seri'i  de  principal 

Jondemeiit  au  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures. 

Je  m'arrêterai  un  moment  à  cette  partie  des  travaux  de  l'éminent 
auteur  pour  montrer  qu'en  se  livrant  à  son  inspiration  géomé- 
trique, il  se  trouve  conduit  aux  plus  hautes  théories  de  l'Analyse. 

Je  remarque  tout  d'abord  qu'une  question  extrêmement  inlé- 
ressanle  traitée  dans  Tarticle  intitulé  :  Exposé  géométrique  des 
propositions  sur  Les  polygones  inscrits  ou  circonscrits  d^ordre 
pair  et  impair^  s'est  présentée  à  Gt'ipe!  dont  le  nom  est  attaché  à 
l'une  des  plus  grandes  découvertes  de  notre  époque,  celle  des 
fonctions  de  deux  variables  qui  sont  les  inverses  des  intégrales 
hjperelliptiques  du  premier  ordre.  Elle  a  fait  le  sujet  du  Mémoire 
du  grand  géomètre  qui  a  été  publié  après  sa  mort  :  Ueber  Pro- 
jectivât  (1er  Kegelsclinitte,  als  krumnier  Gebilde  {Journal  de 
C relie,  t.  36). 

J'appelle  ensuite  l'attention  sur  les  recherches  géométriques  et 
analytiques  relatives  à  la  projection  d'un  système  de  courbes  du 
second  degré  suivant  des  circonférences  de  cercle.  Les  résultats 
exposés  dans  le  Traité  des  propriétés  projectives  donnent,  comme 
Jacobi  l'a  montré,  la  solution  complète  d'une  question  analytique 
importante  et  difficile  :  la  réduction  à  la  forme  la  plus  simple 
d'une  intégrale  double,  à  laquelle  l'illustre  analyste  a  consacré  un 
de  ses  Mémoires  {Journal  de  Crelle,  t.  13). 

Je  signalerai  enfin  les  théorèmes  généraux  sur  les  polygones 
mobiles  inscrits  à  une  courbe  du  second  degré,  et  circonscrits  à 
une  ou  plusieurs  autres.  Une  belle  découverte  de  Jacobi  a  révélé  le 
lien  intime  de  cette  étude  avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
et  les  formules  de  cette  théorie  qui  concernent  la  multiplication  de 
l'argument  par  un  nombre  entier. 

Les  travaux  de  Géométrie  pure  n'ont  occupé  qu'une  partie  de  la 
vie  de  Poncelet.  L'illustre  savant  est  aussi  l'inventeur  d'une  roue 
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hydraulique  dont  les  effets  dépassent  tout  ce  qui  avait  été  obtenu 
avant  lui,  et  d'un  système  nouveau  de  pont-levis  qui  a  rendirson 
nom  populaire.  Avant  d'être  appelé  à  la  Sorbonne,  il  avait  été 
chargé,  comme  officier  du  Génie,  de  l'enseignement  de  la  Méca- 
nique pratique  à  l'Ecole  d'application  de  Metz;  ses  Leçons  ont  eu 
un  éclatant  succès  et  ont  encore  ajouté  à  sa  célébrité.  Réunies  et 
complétées  par  de  nombreuses  additions,  elles  forment  mainte- 
nant deux  Ouvrages  d'une  haute  importance,  V Introduction  à  la 
Mécanique  industrielle  et  le  Cours  de  Mécanique  appliquée 
aux  machines,  qui  ont  été  publiés,  après  la  mort  de  l'auteur,  par 
les  soins  dévoués  de  M.  Kretz.  Le  géomètre  inventeur  se  rétrouve 
dans  cet  ordre  d'études;  les  questions  de  pratique  le  conduisent 
à  des  recherches  qui  appartiennent  aux  régions  élevées  de 
l'Analyse.  C'est  ainsi  qu'il  donne  au  Journal  de  Crelle  un  Mé- 
moire excellent  sur  l'applicatiozi  de  la  méthode  des  moyennes  à  la 
transformation,  au  calcul  numérique  et  à  la  détermination  des  li- 
mites du  reste  des  séries.  Un  autre  travail,  ayant  pour  objet  la 
valeur  approchée  sous  forme  linéaire  de  la  racine  carrée  de  la 
somme  ou  de  la  différence  de  deux  carrés,  a  ouvert  la  voie  aux 
recherches  originales  et  profondes  qui  ont  illustré  le  nom  de 
M.  Tchebicheff. 

\'I1.  La  carrière  scientifique  de  Delaunay,  qui  a  occupé  en  i85i, 
après  Poncelet,  la  chaire  de  Mécanique  physique  et  expérimentale, 
s'est  ouverte  par  des  travaux  d'Analyse.  Nous  signalerons  en 
premier  lieu  sa  Thèse  de  doctorat  sur  la  distinction  des  maxima  et 
des  minima  dans  les  questions  qui  dépendent  du  calcul  des  varia- 
tions ^  puis  une  étude  sur  la  surface  de  révolution  dont  la  courbure 
moyenne  est  constante,  qui  l'a  conduit  à  un  résultat  très  digne 
d'attention.  Delaunay  montre  que,  en  faisant  rouler  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  sur  Taxe,  le  foyer  décrit  la  courbe  méridienne  de 
cette  surface.  Il  s'est  ensuite  proposé  d'obtenir,  parmi  les  diverses 
courbes  isopérimètres  tracées  sur  une  surface  quelconque,  celle 
qui  renferme  une  aire  maximum.  Une  telle  courbe  est  une  circon- 
férence de  cercle,  lorsque  la  surface  est  plane;  Delaunaj  établit, 
par  une  analyse  habile,  ce  théorème  qu'en  tout  point  de  la  courbe 
de  longueur  donnée  qui  renferme  une  aire  maximum  sur  une 
surface  quelconque,  la  sphère  qui  contient  le  cercle  osculateur  de 
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la  ((xirlte,    r\    dunl   le    (t'iitic   t-sl  mit    le  plan  l.iii^tiit.   ;i  un  lavou 
constant. 

Je  slj,'nalerai  cncoir  un  Ménioiri:  sur  la  ihcoric  des  marées  qui 
inaugure  ses  travaux  dv  Mi'c.i nique  céleste,  un  Traité  de  Méca- 
ni(|ue  rationnelle,  un  Cours  élémentaire  de  Mécanique  lliéoiiquc 
a|)|)li(juée,  Ouvrages  excellents,  qui  étaient  le  fruit  de  son  t-nsei- 
gnement  à  la  Taculté  des  Sciences  et  à  l'École  Polvteclmique. 
Mais  c'est  à  l'Astronomie  que  Dclaunay  devait  surtout  consacrer  sa 
puissance  de  travail  et  son  beau  lalent  de  géomètre.  Une  question 
aussi  dillirile  (ju'importaulc,  l,i  lliéorie  de  la  Lune,  a  été  l'objet 
constant  de  ses  elVorts;  voici  sur  la  méthode  qu'il  a  suivie,  et  à 
lacjuelleson  nom  restera  toujours  attaché,  l'appréciation  que  notre 
Collègue  M.  Tisserand  a  bien  voulu  me  communic|uer  : 

«  Le  Verrier  a  fait  une  œuvre  magistrale  en  revisant  les  théories 
de  toutes  les  planètes  et  les  contrôlant  rigoureusement  par  les 
observations.  Le  domaine  de  Delaunay  est  plus  restreint  ;  on  peut 
dire  en  effet  qu'il  s'est  occupé  presque  exclusivement  de  la  Lune. 
Mais  il  faut  ajouter  que  la  théorie  de  notre  satellite  présente  des 
difficultés  considérables,  en  raison  de  la  grandeur  de  ses  pertur- 
bations et  de  la  rapidité  de  son  mouvement,  qui  nous  montre  le 
cycle  complet  des  inégalités  séculaires  et  ne  permet  pas  d'em- 
ployer les  mêmes  méthodes  que  dans  le  cas  des  planètes.  A  ce 
point  de  vue,  la  théorie  de  la  Lune  se  rapproche  plus  de  celles  des 
satellites  de  Jupiter  que  des  théories  des  planètes. 

»  On  peut  dire  que  Delaunay  a  donné  une  théorie  à  très  peu 
près  complète  des  perturbations  causées  par  le  Soleil  dans  le 
mouvement  de  la  Lune,  en  négligeant  toutefois  l'action  des  pla- 
nètes. Il  a  résolu  ainsi  d'une  manière  très  satisfaisante,  au  point 
de  vue  des  approximations,  le  problème  des  trois  corps,  dans  le 
cas  où  la  masse  de  l'un  d'eux  peut  être  considéiée  comme  évanouis- 
sante. La  méthode  qu'il  a  suivie  est  remarquable  au  point  de  vue 
analytique;  elle  diffère  entièrement  de  celles  que  l'on  avait  em- 
ployées jusqu'alors.  Elle  exige,  il  est  vrai,  des  calculs  considé- 
rables qui  remplissent  deux  énormes  volumes  in-4°;  mais  le  travail 
est  divisé  nettement  en  un  grand  nombre  de  parties  dont  chacune 
se  prête  à  des  vérifications  faciles.  Un  astronome  américain  dis- 
tingué, M.  Hill,  qui  a  beaucoup  pratiqué  la  méthode  de  Delaunay, 
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en  fait  le  plus  grand  éloge.  Il  reste  toutefois  à  étudier  la  conver- 
gence des  séries  employées;  les  beaux  travaux  de  M.  Poincaré 
paraissent  devoir  projeter  une  vive  lumière  sur  ce  point  délicat. 
Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  affirmer  que  le  travail  de  Delaunaj  est 
le  plus  satisfaisant  et  le  plus  complet  de  tous  ceux  qui  traitent  du 
même  sujet.  Delaunaj  a  fait  aussi  un  pas  important  dans  la  déter- 
mination des  inégalités  à  longue  période  du  mouvement  de  la 
Lune  qui  proviennent  de  l'action  des  planètes  ;  mais  la  question 
ne  semble  pas  complètement  élucidée,  et  les  recherches  de 
Delaunay  ne  suffisent  pas  à  expliquer  complètement  toutes  les 
petites  irrégularités  de  la  Lune  qui  causent  encore  de  cruels  soucis 
aux  astronomes.  » 

VllL  La  découverte  de  Neptune  a  illustré  à  jamais  le  nom  de 
Le  Verrier  :  elle  a  été  accueillie  par  une  admiration  unanime,  que 
le  temps  a  consacrée;  elle  a  été  le  plus  éclatant  témoignage  de 
la  puissance  de  l'Analyse  mathématique  dans  ses  applications  aux 
phénomènes  célestes.  De  nombreux  et  importants  travaux  l'avaient 
précédée,  mais  ceux  qui  l'ont  suivie  sont  d'un  tel  prix,  qu'on  peut 
assurer  que  Le  Verrier  serait,  sans  son  immortelle  découverte,  le 
premier  astronome  de  notre  époque. 

Sa  carrière  scientifique  s'ouvre  par  des  Mémoires  concernant 
les  inclinaisons  respectives  des  orbites  de  Jupiter,  Saturne, 
Uranus,  et  les  mouvements  des  intersections  de  ces  orbites;  les 
variations  séculaires  des  éléments  elliptiques  des  sept  planètes 
principales;  les  rechercbes  sur  l'orbite  de  Mercure  et  sur  ses  per- 
turbations; la  détermination  de  la  masse  de  Vénus  et  du  diamètre 
du  Soleil.  Tous  contiennent  les  plus  importants  résultats  et  mon- 
trent le  travail  consciencieux  et  approfondi  d'un  savant  géomètre. 
Le  second  de  ces  Mémoires,  auquel  je  m'arrêterai  un  moment,  a 
pour  objet  principal  l'étude  d'une  équation  du  septième  degré,  qui 
joue  le  plus  grand  rôle  dans  la  question  de  l'équilibre  du  système 
du  monde,  et  dont  la  forme  a  l'avantage  singulier  de  faire  immé- 
diatement reconnaître  la  réalité  des  racines  en  permettant  d'éva- 
luer l'influence  de  petites  variations  des  coefficients  sur  leurs 
valeurs  numériques.  Le  beau  travail  de  Le  Verrier  a  appelé  l'at- 
tention de  Jacobi,  qui  a  repris  la  question  afin  de  la  traiter  par 
une  méthode  plus  rigoureuse  et  en  poussant  plus  loin  les  approxi- 
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inalioiis;  il  a  élé  aussi  r<niyiiic  ihi  Mémoire  cclèhre  (jue  Borcliardl 
a  consacré  à  une  écjualioii  tic  inéine  nature  plus  générale  cl  d  un 
ile^ré  <(uelcon(|ue. 

C'est  dans  les  Annales  de  r Observatoire  de  Paris  que  le  grand 
aslrononir  a  réuni  cl  (  imm  (Iommi-  sou  niivrc  (|ui  cuuipiriid  If.'S 
théories  du  Soleil  et  des  liuil  |ilanètes  principales,  exposées  sous 
le  point  de  \ur  du  caKul.  îles  observations,  de  la  comparaison 
de  la  théorie  avec  les  observations  et  de  la  formation  des  Tables. 
On  demeure  confondu  devant  la  perfection  el  l'immensité  d'un  tel 
travail,  où  la  patience  et  la  conscience  la  plus  scrupuleuse  se 
joii;n<nt  à  la  plus  profonde  intelligence  des  méthodes  de  la  Méca- 
ni(pir  céleste,  (^es  méthodes,  (pii  sont  essentiellement  celles  de 
Laplace,  sont  exposées  dans  une  Introduction  dont  le  premier 
(Ihapilre  résume  les  connaissances  anal^ftiques  suffisantes  au  lec- 
teur; on  remarquera  (pTelies  se  réduisent  à  un  petit  nombre  de 
points,  la  trigonométrie  rectiligne  et  sphérique,  le  développement 
des  fonctions  en  séries,  l'interpolation  des  suites,  le  calcul  des  in- 
tégrales par  les  quadratures  et  la  résolution  d'un  système  d'équa- 
tions de  condition  en  nonibre  supérieur  au  nombre  des  inconnues. 
Il  a  été  donné  à  rilluslre  auteur  de  ne  point  laisser  son  œuvre 
inachevée;  Le  Verrier  a  corrigé  sur  son  lit  de  mort  les  dernières 
feuilles  de  la  théorie  de  Neptune,  léguant  à  l'Astronomie  un  mo- 
nument impérissable  qui  sera  l'honneur  de  son  nom  et  de  la  Science 
de  notre  pays. 

IX.  Lamé  est  un  des  plus  beaux  génies  mathématiques  de  notre 
temps.  Des  découvertes  capitales  qui  ont  ouvert  de  nouvelles  voies 
dans  la  théorie  de  la  chaleur,  la  théorie  de  l'élasticité,  l'analyse 
générale,  le  placent  au  nombre  des  grands  géomètres  dont  la  trace 
reste  à  jamais  dans  la  Science. 

Le  Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides 
homogènes  en  équilibre  de  température,  dont  nous  parlons  en 
premier  lieu,  est  un  chef-d'œuvre  d'invention.  Au  début,  il  donne 
cette  découverte  capitale  que,  lorsqu'on  entretient  à  des  lempé- 
tures  constantes  les  parois  d'une  enveloppe  solide,  limitée  par 
des  surfaces  du  second  ordre,  les  surfaces  d'égale  température, 
dans  l'intérieur  de  celte  enveloppe,  sont  encore  des  surfaces  du 
second  ordre  ayant  les  mêmes  foyers  que  les  précédentes.  Vient 
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ensuite  l'idée  originale,  et  qui  devait  être  si  féconde,  des  coor- 
données elliptiques,  consistant  à  déterminer  un  point  de  l'espace 
par  l'intersection  d'un  ellipsoïde  et  de  deux  hjperboloïdes^  l'un  à 
une  nappe  et  l'autre  à  deux  nappes,  ajant  tous  trois  les  mêmes 
foyers.  Lamé  démontre  (jue  ces  surfaces  homofocales  sont  ortho- 
gonales et  se  coupent  suivant  leurs  lignes  de  courbure,  en  ouvrant 
ainsi  la  voie  à  de  belles  et  importantes  recherches  de  Géométrie 
pure,  où  il  s'est  rencontré  avec  Binet  et  Du{)in.  Puis  il  applique 
à  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  théorie 
de  la  chaleur  les  nouvelles  variables,  qui  sont  les  paramètres  de 
ces  surfaces  ;  sa  méthode  et  les  résultats  qu'il  obtient  font  l'ad- 
miration des  analystes.  Dans  quatre  Ouvrages  ayant  pour  titres  : 
Leçons  sur  les  fondions  inverses  des  transcendantes  et  les 
surfaces  isothermes;  Sur  les  coordonnées  curvilignes  et  leurs 
diverses  applications  ;  Sur  la  théorie  analytique  de  la  chaleur; 
Sur  la  théorie  mathématique  de  V élasticité ,  le  grand  géomètre 
a  complètement  et  admirablement  développé  les  conséquences  des 
théories  qui  étaient  en  germe  dans  son  premier  Mémoire.  Les 
Leçons  sur  l'élasticité,  où  sont  traités  les  points  les  plus  élevés  et  les 
plus  difficiles  de  la  théorie  de  la  lumière,  servent  aussi  de  fonde- 
ment à  un  grand  nombre  d'applications  pratiques;  Lamé  était  un 
ingénieur  et  un  physicien.  Les  Leçons  sur  les  fonctions  inverses 
des  transcendantes  et  les  surfaces  isothermes  contiennent  une  expo- 
sition des  découvertes  de  Jacobi  sur  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques.  L'illustre  auteur,  après  s'être  engagé,  au  début  de  ses 
travaux,  dans  les  voies  ouvertes  par  Fourier  et  Poisson,  apportait 
son  concours  aux  grandes  questions  de  l'Analyse  de  notre  temps. 
Il  a  donné  un  Mémoire  extrêmement  remarquable  sur  l'un  des 
plus  difficiles  sujets  de  l'Arithmétique,  en  démontrant  ce  qu'on 
nomme  le  dernier  théorème  de  Fermât^  dans  le  cas  où  l'expo- 
sant est  égal  au  nombre  sept.  On  lui  doit  un  Ouvrage  de  Physique 
en  trois  volumes,  un  examen  des  diflerentes  méthodes  employées 
|)Our  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie,  où  l'on  reconnaît  son 
beau  talent,  puis  divers  Opuscules,  parmi  lesquels  un  plan  d'écoles 
générales  et  spéciales,  pour  l'agriculture,  l'industrie  manufactu- 
rière, le  commerce  et  l'administration,  publié  en  collaboration 
avec  Glapeyron, 

Lamé  a  consacré  sa  vie  entière  à  la  Science,  avec  un  désintéres- 


DISCOIRS   PRONONCÉ   A    L'iNAI'GIRATION    DK    LA    NOl'VELI.E    SORHONNK.      U()(> 

seineul  «-l  un  dévoucinenl  dont  ii-  xtiiNoiiir  se  jttinl  à  noUt-  admi- 
ratioii  pour  son  génie  et  les  découvertes  qui  onl  reiulii  son  nom 
impérissable. 

X.  Les  lra\aux  inalliémali(|iies  de  Lionville  embrassent  les  di- 
verses parties  de  T  Vnalvsc,  la  Mt'caniqiie  céleste  et  la  IMivsique 
niatliémali(|iit\  le  Calcid  inlé^ral,  la  Ciéoinétrie  et  lAl^rbre,  la 
lliéorie  des  fonctions  elliptiques  et  la  théorie  des  nombres;  tous 
sont  le  témoijîna{i;e  d'un  talent  de  premier  ordre  et  d'une  activité 
scientili(pie  (jui  ne  s'est  jamais  interrompue. 

Les  premiers  Mémoires  du  savant  géomètre,  publiés  dans  le 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  onl  pour  objet  le  calcul  des 
diflérentielles  à  indices  quelconques,  entrevu  par  Leibnitz;  des 
recherches  intéressantes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
de  la  théorie  de  la  chaleur,  et  la  détermination  sous  forme  expli- 
cite des  intégrales  de  didérentielles  algébriques.  Sur  ce  point, 
Liouville  a  obtenu  un  résultai  ijnporlant,  qui  est  devenu  clas- 
sique, en  démontrant  avec  simplicité  et  élégance  la  |)roposilion 
énoncée  par  Vbel,  que,  dans  l'expression  de  l'intégrale,  les  loga- 
rithmes et  les  intégrales  elliptiques  ne  peuvent  entrer  que  sous 
forme  linéaire.  Ces  recherches  ont  pour  conséquence  d'établir  en 
toute  rigueur  que  les  premières  transcendantes  de  l'Analyse  ne 
peuvent  s'exprimer  par  les  éléments  algébriques,  que  les  intégrales 
elliptiques  ne  peuvent  être  représentées  par  des  combinaisons,  en 
nombre  fini,  de  fonctions  algébriques,  de  logarithmes  et  d'expo- 
nentielles. La  même  conclusion  est  aussi  obtenue,  dans  un  cas 
plus  difficile,  pour  les  intégrales  elliptiques,  de  première  et  de 
seconde  espèce,  considérées  comme  fonction  du  module.  Ces 
questions,  comme  le  remarque  Liouville,  ont  quelque  rapport  avec 
la  théorie  des  nombres;  c'est  en  effet  dans  le  même  ordre  d'idées 
qu'il  aborde  plus  tard  les  transcendantes  numériques.  Il  démontre, 
le  premier,  que  la  base  des  logarithmes  hyperboliques  ne  peut  être 
la  racine  d'une  équation  du  second  degré  ou  même  d'une  équation 
bicarrée  à  coefficients  entiers;  il  obtient  ensuite  un  résultat  extrême- 
ment digne  de  remarque,  en  établissant  que  des  séries  numériques 
d'une  loi  simple,  qui  assurent  une  convergence  suffisamment  ra- 
pide, ne  peuvent  satisfaire  à  aucune  équation  algébrique  à  coeffi- 
cients entiers.  Le  Mémoire  sur  quelques  propositions  générales  de 
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Géométrie  et  sur  la  théorie  de  l'élimination  dans  les  équations 
algébriques  contient  des  propositions  d'un  haut  intérêt,  établies 
par  une  méthode  facile  et  élégante;  on  v  remarque  entre  autres  une 
démonstration  très  simple  des  théorèmes  donnés  par  Jacobi  dans 
le  Mémoire  célèbre  qui  est  intitulé  :  Theoremata  nova  algebrica 
circa  systema  duavum  equationum^  inter  duas  variabiles  pro- 
positarum  {Journal  de  Crelle,  t.  14). 

Les  travaux  de  Physique  mathématique  montrent  avec  éclat  le 
talent  de  Tillustre  analyste;  le  problème  de  l'équilibre  de  la  cha- 
leur dans  un  ellipsoïde  homogène,  le  problème  de  Gauss  sur  la 
distribution  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  d'une  manière  attractive 
ou  répulsive,  de  manière  qu'en  chaque  point  le  potentiel  ait  une 
valeur  donnée,  sont  traités  par  une  méthode  qui  est  un  chef- 
d'œuvre  de  clarté  et  de  simplicité.  Deux  lettres  adressées  à  la 
même  époque  à  M.  Blanchet,  sur  diverses  questions  d'Analvse 
et  de  Physique  mathématique,  sont  un  travail  admirable  qui  jette 
la  plus  vive  lumière  sur  les  découvertes  de  Lamé,  en  y  ajoutant 
des  résultats  entièrement  nouveaux  et  de  la  plus  grande  impor- 
tance. 

Liouville  a  abordé  le  premier  la  théorie  des  fonctions  uniformes 
doublement  périodiques,  et  établi  cette  importante  proposition 
que,  dans  le  cas  où  elles  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  pôles  à  l'inté- 
rieur du  parallélogramme  des  périodes,  elles  s'expriment  par  une 
fonction  rationnelle  du  sinus  d'amplitude  et  de  sa  dérivée. 

Ses  recherches  arithmétiques  contiennent  une  foule  de  beaux 
théorèmes  dont  il  s'est  contenté  de  donner  les  énoncés,  et  qui 
ont  été  démontrés  après  lui,  sur  les  fonctions  numériques  relatives 
aux  diviseurs  des  nombres,  sur  les  questions  les  ])lus  difficiles  de 
la  théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  et  à  un  plus  grand 
nombre  d'indéterminées;  elles  ont  montré  sous  un  nouveau  point 
de  vue  le  rôle  des  identités  analytiques  dans  la  théorie  des 
nombres  et  contribueront  au  progrès  de  cette  branche  de  la 
Science. 

A  tant  de  beaux  travaux  qui  ont  illustré  sa  carrière,  le  savant 
géomètre  a  joint  la  publication  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées^  depuis  i836  jusqu'à  1874;  c'est,  avec  le 
Journal  de  Crelle,  le  Recueil  le  plus  important  pour  la  Science  à 
celte  époque. 
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\  I.  Sériel  a  occupé  les  chaires  d'  Vlj;èl)re  supérieure  el  d'Asiro- 
noinie,  à  litre  «le  suppléant  de  Francœur  et  de  I^e  Verrier,  a\;int 
de  succéder  à  Lrféhuie  de  Fourcy  dans  renseij^neineril  du  Calcul 
dilïéreuliel  el  du  C.ilcul  iutéf;ral.  Ses  Leçons,  claires  et  substan- 
tielles, onl  eu  le  plii^  i^r.iiid  -uecès,  et  il  a  laissé  à  la  Faculté  des 
Sciences  le  souvenu  d  un  (iiiiiieiit  piofesseur.  C'était  aussi  un 
l)e;ui  talent  inatliéuiatique  ;  son  Cours  d'Alg;èhre  supérieure  esl  un 
excellent  Ouvrage,  le  meilleur  qu'on  |)Ossède  sur  celle  Science  et 
qui  se  trouve  entre  les  mains  de  tons  les  géomètres.  Ses  Mémoires 
sur  la  représentation  des  inlégrales  elliptiques  par  des  arcs  de 
courhe  oilrenl,  avec  uue  analyse  ingénieuse  et  élégante,  des  résid- 
lals  très  intéressants,  dont  l^lonville  a  fait  lessortir  le  mérite  el 
auxquels  il  a  ajouté  des  remarques  importantes.  D'autres  Mémoires 
ont  pour  objet  la  surface  réglée  dont  les  ravons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  égaux  el  dirigés  en  sens  contraire,  les  surfaces  dont 
les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  spliéricpies,  la  théorie  des 
inlégrales  eulériennes,  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure, 
l'équation  de  Kepler  et  les  séries  qui  se  présentent  dans  la  théorie 
du  mouvement  elliptique  des  corps  célestes,  la  théorie  du  mou- 
vement de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité.  Ce  dernier 
travail  a  paru  dans  les  Annales  de  r Observatoire  de  Paris; 
il  simplifie  et  complète  en  des  points  essentiels  les  recherches  de 
Poisson  sur  celle  grande  et  difficile  question;  c'est  l'œuvre  mathé- 
matique la  plus  importante  de  Serret.  En  Algèbre,  on  lui  doit 
encore  des  recherches  sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre 
une  fonction  quand  on  y  permute  les  lettres  qu'elle  renferme,  et 
sur  les  équations  abéliennes,  dans  le  cas  où  la  relation  qui  lie  deux 
racines  est  linéaire  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Il  faut  aussi 
mentionner  une  Note  sur  une  question  arithmétique  à  laquelle  est 
attaché  le  nom  célèbre  de  Dirichlet,  et  qui  présente  beaucoup  d'in- 
térêt. Serret  établit  de  la  manière  la  plus  ingénieuse,  au  moyen 
des  principes  élémentaires,  ces  cas  particuliers  de  la  proposition 
du  grand  géomètre  allemand  :  qu'il  existe  une  infinité  de  nombres 
premiers  dans  les  progressions  arithmétiques  dont  la  raison  est 
8  ou  12.  Notre  Collègue  a  couronné  sa  carrière  scientifique  par 
une  œuvre  considérable  qui  lui  mérite  la  reconnaissance  du  monde 
mathématique.  Il  s'est  consacré  avec  les  soins  les  plus  consciencieux 
à  l'édition,  publiée  sous  les  auspices  du  Minisire  de  l'Instruction 
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publique,  des  OEuvres  deLagrange.  Une  mort  prématurée  ne  lui  a 
pas  permis  de  conduire  à  sa  fin  ce  grand  travail;  l'entreprise  a  été 
recueillie  et  continuée  par  M.  Darboux,  membre  de  l'Académie 
des  Sciences,  avec  le  même  zèle,  le  même  dévouement  pour  la 
mémoire  de  l'immortel  géomètre. 

XII.  Duhamel  a  été  pendant  vingt  années,  de  1849  à  i86g, 
professeur  d'Algèbre  supérieure;  voici  l'appréciation  de  sa  carrière 
scientifique  dont  je  suis  redevable  à  M.  Bertrand  : 

«  Duhamel,  élève  et  ami  de  Fourier  et  d'Ampère,  aimait  sur- 
tout dans  les  Mathématiques  les  applications  à  la  Physique.  La 
beauté  des  problèmes  et  l'élégance  des  méthodes  d'Analyse  l'inté- 
ressaient moins  que  les  résultats.  C'est  par  là  surtout  qu'il  diffé- 
rait de  Lamé,  son  condisciple  de  l'Ecole  Polytechnique  et  son 
ami. 

»  La  théorie  de  la  chaleur,  celle  de  l'élasticité  et  l'étude  des 
cordes  vibrantes  lui  devaient  des  travaux  de  premier  ordre.  Il  a  le 
premier,  dans  l'étude  de  la  propagation  de  la  chaleur,  substitué 
au  corps  homogène  considéré  par  Fourier  un  cristal  dont  la  con- 
ductibilité n'est  pas  la  même  dans  toutes  les  directions.  De  belles 
expériences  de  de  Sénarmont  ont  vérifié  les  conclusions  du  calcul. 
Dans  l'étude  des  cordes  vibrantes,  Duhamel  a  été  plus  heureux 
encore,  et  sur  ce  sujet  tant  étudié  il  a  su  donner  des  principes 
nouveaux.  Le  Mémoire  de  Duhamel  a  été  admiré  et  loué  par 
Gauchy,  il  est  devenu  classique. 

»  Duhamel,  indépendamment  des  applications,  voyait  surtout 
dans  les  théories  mathématiques  un  utile  exercice  de  logique.  La 
dialectique  dans  ses  Leçons  a  souvent  tenu  une  grande  place.  Sa 
maxime  était  qu'il  importe  moins  d'étendre  le  champ  des  études 
que  de  |)lier  les  esprits  à  une  discipline  sévère.  Il  aimait  la  clarté, 
mais  exigeait  la  rigueur.  Il  reprenait  parfois,  pour  se  donner  le 
plaisir  de  les  réfuter,  les  vieilles  objections  des  sophistes  grecs. 
L'Histoire  de  la  Science  ajoutait  souvent  à  l'intérêt  de  ses  Leçons. 
Chez  les  plus  grands  génies  qu'il  mettait  en  scène,  la  mélhode 
surtout  le  préoccupait.  Depuis  Archimède  jusqu'à  Lagrange,  il 
aimait  à  montrer  le  progrès,  la  transformation  et  souvent  l'équi- 
valence des  principes.  Parmi  les  beaux  Mémoires  qu'il  a  composés 
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et  les  Ouvrages  classiques  que  la  Science  lui  doit,  aucun  n'a  été 
écrit  avec  j)lii>  «le  plaisir  et  de  soin,  avec  un  sentiment  j)lus  vif  du 
service  rendu  à  ses  successeurs,  que  son  dernier  écrit  sur  les  mé- 
thodes d'enseignement  de  la  Science. 

»  Peu  de  savants  aussi  éminents  ont  appli([ué  avec  autant  de 
force  un  esprit  créateur  à  la  perfection  de  l'art  d'enseigner,  » 

XI  II.  Cliasles  est  l'une  des  plus  grandes  illustrations  de  la  Fa- 
culté; ses  découvertes  en  Géométrie,  les  Ouvrages  qu'il  a  publiés 
sur  cette  Science  l'ont  placé  au  premier  rang  parmi  les  savants  de 
rKurope  et  rendu  son  nom  à  jamais  célèbre.  Pendant  un  demi- 
siècle,  les  travaux  de  notre  Collègue  se  sont  succédé  sans  relâche, 
accueillis  avec  admiration,  élevant  la  Géométrie  à  cette  hauteur 
où  elle  se  rejoint  aux  théories  j)rofondes  du  Calcul  intégral,  et 
contribuant  pour  la  plus  importante  part  à  son  développement  et 
à  ses  progrès  à  notre  époque.  De  grandes  et  belles  découvertes 
en  Mécanique  se  sont  ajoutées  à  son  œuvre  principale,  ainsi  que 
des  recherches  d'érudition  sur  les  Mathématiques  et  l'Astronomie 
des  Indiens  et  des  Araires;  nous  indiquerons  succinctement  ces 
travaux  qui  ont  jeté  tant  d'éclat  et  sont  présents  à  toutes  les 
mémoires. 

C'est  dans  la  question  célèbre  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  que 
Chasles  a  donné  un  mémorable  exemple  de  sa  puissance  d'invention 
jiar  les  méthodes  de  la  Géométrie  pure.  Maclaurin  était  parvenu 
par  la  voie  géométrique  à  cette  belle  proposition,  que  deux  ellip- 
soïdes homogènes  homofocaux  exercent  sur  un  point  d'un  de 
leurs  axes  principaux  des  actions  dirigées  suivant  la  même  droite 
et  proportionnelles  à  leurs  masses.  Laplace  et  Legendre  avaient 
ensuite,  par  deux  méthodes  analytiques  différentes,  étendu  ce 
résultat  au  cas  d'un  point  quelconque.  Chasles  réussit  à  établir  la 
généralisation  du  théorème  de  Maclaurin,  et  par  suite  à  fonder 
uniquement  sur  de  simples  considérations  géométriques  cette 
théorie  difficile  de  l'attraction  des  ellipsoïdes,  qui  avait  demandé 
tant  d'efforts  aux  plus  illustres  analystes  :  Laplace,  Legendre, 
Gauss,  Ivorj,  Poisson  et  Dirichlet. 

Peu  après,  l'illustre  géomètre  découvre  sur  les  surfaces  de  niveau 
l'une  des  plus  générales  et  des  plus  importantes  propositions  de  la 
théorie  de  l'attraction,  qui  s'applique  à  l'électricité  statique  et  à  la 
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chaleur.  Si  Ion  considère  une  surface  de  niveau  relative  à  l'action 
d'un  corps  limité  quelconque  qui  lui  est  intérieur,  comme  recou- 
vrant une  couche  homogène  infiniment  mince,  dont  les  épaisseurs 
en  chaque  point  soient  en  raison  inverse  de  leur  distance  à  la  sur- 
face de  niveau  infiniment  voisine,  on  aura  ces  deux  propriétés  : 
i"  cette  couche  n'exercera  aucune  action  sur  un  point  intérieur; 
2"  l'attraction  sur  un  point  extérieur  aura  la  même  direction  que 
l'attraclion  exercée  par  le  corps  lui-mêmej  et  les  intensités  des  deux 
attractions  seront  proportionnelles  aux  masses  attirantes. 

Des  recherches  d'un  autre  genre  se  joignent  à  ces  admirables 
découvertes;  l'infatigable  savant  semble  se  distraire  et  se  délasser 
en  s'occupant  des  Ouvrages  mathématiques  des  Hindous  et  de 
l'origine  de  notre  système  de  numération.  Il  établit  qu'un  passage 
célèbre  de  la  Géométrie  de  Boëce,  la  Lettre  de  Gerbert  à  Cons- 
tantin et  les  autres  écrits  du  x"  et  du  xi*^  siècle  sur  l'abacus  sont  des 
Traités  d'Arithmétique  décimale,  et  qu'ils  ont  servi  comme  d'in- 
troduction, dans  les  écoles  du  moyen  âge,  aux  qualres  parties  du 
quadrivium,  et  notamment  à  la  Géométrie.  Mais  les  travaux  d'éru- 
dition ne  portent  point  préjudice  à  l'invention  mathématique; 
Ghasles  découvre  les  théorèmes,  devenus  classiques,  sur  les  pro- 
priétés géométriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit  d'un 
corps  solide  libre  dans  l'espace,  puis  les  propriétés  générales  des 
arcs  d'une  section  conique  dont  la  différence  est  rectifiable,  qui 
appartiennent  autant  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qu'à  la 
Géométrie.  Parmi  bien  d'autres,  je  cite  seulement  ces  théorèmes 
qui  se  lient  à  ceux  de  Poncelet  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés  est  inscrit 
à  une  ellipse  et  circonscrit  à  une  seconde  ellipse  homofocale,  son 
périmètre  est  un  maximum  par  rapport  à  la  |)remière  courbe  et  un 
minimum  par  rapport  à  la  seconde,  et  ses  côtés  déterminent  sur 
l'ellipse  inscrite  des  arcs  ayant,  deux  à  deux,  des  différences 
rectifiables.  Les  polygones,  en  nombre  infini,  inscrits  dans  la 
première  courbe  et  circonscrits  à  la  seconde,  ont  le  même  péri- 
mé ti'e. 

C'est  l'époque  la  plus  féconde  de  la  vie  scientifique  si  remplie 
de  l'illustre  inventeur;  des  fonctions  elliptiques  son  génie  géo- 
métrique l'a  conduit  aux  transcendantes  plus  complexes,  qu'on 
nomme  intégrales  hyperelliptiques  de  premier  ordre.  Jacobi, 
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en  »iiij)l(iNaiil  Ips  méthodes  (!«■  Lamé,  aii.|iMl  il  a  ipikIii  un  éclalant 
liommage,  venail  d'ohU'iiir,  an  m<»\en  de  ces  inléj^rales,  réfjualioii 
des  lignes  g;codrsi(|iies  à  la  surface  de  rt'ilipsoïdr.  Cliasles  fail  voir 
.|iic  les  résidlal^  du  ;;rand  analyste,  déduits  des  plus  prolonds- 
calculs,  se  dinxiiili  iMil  par  la  x-ulc  ("léométrie,  et  d  v  ajoute  des^ 
théorèmes,  extrêmement  remar(jual)l('s,  sur  la  description  des 
lignes  de  courbure  des  surfaces  du  seioiui  degré.  Je  dois  mainte- 
nant me  conlenler  d'iiidifpier,  dans  une  succession  de  Mémoire:» 
qui  sont  des  chels-d  u'uvre,  les  recherches  sur  les  eoiirhes  planes 
et  à  double  courbure  du  troisième  ordre;  la  thédrie  analvticjue  des 
courbes  à  double  courbure  tracées  sur  l'IivperboloVde  à  une  nappe: 
les  propriétés  générales  des  courbes  gauches  tracées  sur  riiy[)er- 
boloïde;  les  [)ropriétés  des  surfaces  dé\eloppal)les  circonscrites  à 
deux  surfaces  du  second  ordre;  le  principe  de  correspondance 
entre  deux  objets  variables,  qui  peut  être  d'un  grand  usage  en 
Géométrie;  la  théorie  des  caractéristiques. 

Il  faut  aussi  me  borner  à  mentionner  la  restitution  des  trois 
Livres  des  Porismes  d"Liiclide,  d'après  la  Notice  et  les  Lemmes  de 
Pappus;  riiisloire  des  Malhéinatiques,  ainsi  que  des  recherches  sur 
l'Astronomie  des  Vrabes.  \  lanl  de  beaux  et  importants  travaux 
l'illuslre  géomètre  a  joint  un  Ouvrage  ca[)ital,  écrit  avec  une  ad- 
mirable clarlé,  où  l'érudition  se  joint  à  la  plus  haute  science  : 
VÂperçu  /i/s/oric/ue  sur  V origine  et  le  développement  des  mé- 
thodes en  Géométrie,  particulièrement  celles  qui  se  rapportent 
à  la  Géométrie  moderne.  \^e  Traité  de  Géométrie  supérieure, 
le  Traité  des  sections  coniques,  le  Rapport  sur  les  progrès  de 
la  Géométrie  sont  aussi  des  OEuvres  d'une  haute  importance. 

Nous  venons  de  jeter  un  coup  d'œil  rapide  sur  les  découvertes 
et  les  travaux  qui  ont  à  jamais  illustré  le  nom  de  Cliasles  ;  il  nous 
reste  à  dire  (jue  ses  amis  et  tous  ceux  qui  ont  connu  notre  cher 
et  vénéré  Collègue  gardent  l'inaltérable  souvenir  de  la  bonté  qui, 
chez  le  grand  géomètre,  était  la  compagne  du  génie. 

Xl\  .  Les  OEuvres  (\e  Caiichj  occupent  une  place  immense 
dans  la  Science.  Toutes  les  parties  des  Mathématiques,  la  Géomé- 
trie, l'Algèbre,  la  Théorie  des  nombres,  le  Calcul  intégral,  la  Mé- 
canique, l'Astronomie,  la  Phjsiijue  mathématique,  lui  doivent  les 
plus  grandes  découvertes.  Plus  de  sept  cents  Mémoires,  qui  ont 
H.  —  IV.  20 
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été  publiés  soilà  pari,  soit  dans  les  Comptes  rendus,  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  Sciences  et  les  principaux  Recueils  du  temps; 
puis  des  Ouvrages  d'une  importance  capitale  :  Les  anciens  et 
les  nouveaux  Exercices  de  Mathématiques.  V Analyse  algé- 
brique^ le  Cours  d' Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique,  etc., 
sont  le  témoignage  de  sa  j^rodigieuse  activité  scienlifique  et  de  l;i 
fécondité  de  son  génie.  Il  faut  renoncer  à  énumérer  tant  de  tra- 
vaux, à  faire  l'appréciation  de  tant  de  découvertes,  à  dire  leur  rôle 
dans  la  Science  et  leur  inlluence  sur  ses  progrès.  Mais,  dans 
l'œuvre  si  étendue  de  Cauchy,  une  part  principale  doit  être  donnée 
à  l'idée  fondamentale  d'étendre  la  notion  première  de  l'intégrale 
définie,  en  faisant  passer  la  variable,  d'une  limite  à  l'autre,  par 
une  succession  de  valeurs  imaginaires,  par  un  chemin  arbitraire. 
La  Science  n'a  point  d'exemple  d'une  conception  plus  féconde  : 
elle  a  été  la  source  des  plus  belles  découvertes  de  son  auteur;  elle 
est  entrée  dans  les  éléments  et  son  usage  est  continuel  en  Ana- 
lyse. Elle  a  donné  naissance  an  Calcul  des  résidus  que  le  grand 
géomètre  applique  à  la  détermination  des  intégrales  définies,  à 
l'intégration  des  équations  linéaires  et  des  systèmes  d'équations 
linéaires  à  coefficients  constants,  à  l'intégi"ation  des  équations  aux 
différences  partielles,  en  satisfaisant  aux  conditions  imposées  dans 
les  problèmes  de  Phvsique  matliématique  et,  en  Astronomie,  au 
développement  de  la  fonction  perturbatrice.  Elle  Ta  conduit  à 
la  résolution,  au  moyen  d'intégrales  définies,  des  équations  algé- 
])riques  et  transcendantes,  et  à  la  découverte  admirable  d'une  mé- 
thode analogue  à  celle  du  théorème  de  Sturm,  pour  obtenir  le 
nombre  des  racines  imaginaires  d'une  équation  algébrique  dans 
un  contour.  Elle  donne  l'explication  des  valeurs  multiples  du  loga- 
rithme, de  l'arc  sinus,  des  intégrales  des  fonctions  rationnelles  et 
algébriques;  elle  conduit  à  considérer  la  valeur  d'une  fonction  en 
un  |>oint  comme  pouvant  dépendre  du  chemin  suivi  pour  parvenir 
à  ce  point. 

Ces  résultats  ont  levé  des  difficidtés  dont  Thistoire  de  la  Science 
conserve  la  trace,  et  (pii  ont  longtemps  arrêté  les  géomètres;  ils 
ont  ouvert  la  voie  à  la  théorie  générale  des  fonctions,  l'œuvre  ana- 
lytique importante  de  notre  temps.  A  cette  œuvre  Cauchy  a  donné 
la  première  impulsion  ;  ceux  qui  la  poursuivent  aujourd'hui 
sont  ses  continuateurs  :  les  découvertes  mémorables  de  Riemann 
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ri  ilr  \|.  \\  eierslrass  dans  (  •■llr  voie,  l<;  lliéurcinc  «nIi'Iuc  de 
M.  MiHaj^-LelIler  ont  été  préparés  par  los  Iravanx  du  grand 
géonii'tr»'  fran(;ais.  Ces!  à  Cauchv  (|ire>l  dur  l'expression  d'une 
fonction,  en  Ions  les  point-  d'une  aire,  par  une  intégrale  relative 
au  contour  de  cette  aire.  (|(ii  (•>!  tiii  élément  analyticpic  fonda- 
mental, el  dont  se  tirent  si  facilement  It-s  séries  de  Maclaurin 
et  de  Ta\lor,  celles  de  Lagiaage,  de  Fourier,  et  les  plus  impoi- 
tanles  propositions  dt-  lit  tliéorie  des  fonctions  uniformes.  Nous 
ne  pouvons  omettre,  non  plus,  de  rap|)orter  à  la  notion  de 
l'intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  la  méthode  la  j)lus  facile 
pour  établir  les  propriétés  des  fonctions  doid)lement  périodiques. 
L'Analyse,  en  étendant  son  domaine,  aplanit  la  voie  souvent  si 
laborieuse,  si  pénible  à  suivre,  des  premiers  inventeurs;  ses  prin- 
cipes gagnent  en  puissance  et  deviennent  d'un  accès  plus  facile, 
les  méthodes  prennent  une  complète  rigueur,  cl  Cauchy  a  la  plus 
grande  part  à  ces  importants  progrès.  Parmi  tant  d'exemples,  je 
citerai,  dans  la  théorie  du  mouvement  des  planètes,  la  détermina- 
tion de  la  valeur  limite  (jue  ne  doit  pas  dépasser  l'excenlricilé, 
poui-  que  l'anomalie  excentrique  et  le  rayon  vecteur  soient  déve- 
loppables  en  séries  convergentes.  Le  résultat  qu'a  découvert  Laplace 
au  prix  des  plus  grands  oilorts  et  par  une  analyse  d'une  étonnante 
hardiesse,  Cauchv  l'oblient  au  moven  d'une  méthode  absolument 
rigoureuse,  et  si  facile  qu'elle  est  entrée  dans  l'enseignement. 
L'illustre  géomètre  laisse  à  jamais  l'empreinte  de  son  génie  dans 
ces  grandes  et  belles  questions  que  j'ai  indiquées  rapidement.  En 
Géométrie  élémentaire,  je  mentionnerai  comme  présentant  un 
caractère  unique  la  démonstration  de  celle  proposition,  (|n"un 
polyèdre  convexe  quelconque  ne  peul  être  changé  en  un  autre 
polyèdre  convexe  qui  serait  compris  sous  les  mêmes  plans  polygo- 
naux el  disposés  dans  le  même  ordre  les  uns  à  l'égard  des  autres. 
En  Arithmétifjiie,  Cauchy  donne  la  démonstration,  vainement 
cherchée  jusqu'à  lui,  du  théorème  énoncé  par  Fermai,  que  tout 
entier  est  décomj)Osable  en  trois  nombres  triangidaires,  en  quatre 
carrés,  ou  cinq  nombres  pentagones,  etc.  Ses  autres  travaux,  sur 
les  sommes  alternées  el  la  représentation  des  nombres  premiers 
ou  de  leurs  puissances  par  les  formes  quadratiques  de  déterminant 
négatif  que  Gauss  a  nommées  principales,  sont  du  plus  haut 
intérêt.  Les  recherches  algébriques  concernent  surtout  la  théorie 
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des  subslilulionS;  la  détertninalion  du  nombre  de  valeurs  qu'une 
fonction  peut  recevoir  lorsqu'on  v  permute  de  toutes  les  manières 
possibles  les  lettres  qui  v  entrent  ;  elles  ont  conduit  à  des  théorèmes 
connus  de  tous  les  géomètres  et  ont  servi  de  base  aux  beaux  tra- 
vaux de  M.  Camille  Jordan  sur  cette  question  aussi  importante  que 
difficile. 

En  Mécanique,  il  faut  mentionner  le  Mémoire  sur  la  théorie 
des  ondes,  couronné  par  l'Académie  des  Sciences;  ceux  qui  ont 
pour  objet  l'équilibre  et  le  mouvement  d'une  lame  solide,  les  vi- 
brations longitudinales  d'une  verge  cylindrique  ou  prismatique  à 
base  quelconque;  la  question,  déjà  traitée  par  Navier,  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  d'un  système  de  points  matériels,  sollicités 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelles;  les  vibra- 
tions d'un  double  système  de  molécules  et  de  l'éther  dans  un 
corps  cristallisé;  les  systèmes  isotropes  de  points  matériels;  la 
pression  et  la  tension  dans  un  corps  solide;  les  dilatations,  les 
condensations  et  les  rotations  produites  par  un  changement  de 
forme  dans  un  système  de  points  matériels,  etc.  Une  au  Ire  série 
de  travaux  non  moins  beaux  et  importants  ont  pour  objet  la  ré- 
flexion et  la  réfraction  de  la  lumière,  la  polarisation,  la  diffraction 
et  la  dispersion;  je  me  borne  à  indiquer  ce  résultat  capital,  que 
l'indice  de  réfraction  s'exprime  par  une  fonction  simple  de  la  lon- 
gueur d'onde. 

La  Mécanique  céleste  a  été  aussi  1  ol)jet  de  Mémoires  nombreux 
et  célèbres.  Gauchy  parvient,  en  employant  le  Calcul  des  résidus, 
à  une  nouvelle  forme  de  développement  en  série  pour  la  fonction 
perturbatrice,  qui  |)résente  ces  propriétés  caractéristiques  bien 
dignes  d'attention.  Chacun  des  termes  sécidaires  indépendants  des 
anomalies  s'exprime  sous  une  forme  finie,  par  une  fonction  des 
éléments  des  orbites,  simplement  algébrique  à  l'égard  des  grands 
axes  et  des  excentricités.  T3ans  chaque  terme  périodique,  les  sinus 
et  cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes  ont  pour  coeffi- 
cients des  séries  simples  dont  les  termes  s'expriment  également 
sous  forme  finie  et  sont  encore  algébriques  par  rapport  aux  grands 
axes,  mais  deviennent  transcendants  par  rapport  aux  excentri- 
cités. C'est  au  moyen  de  ses  nouvelles  méthodes  astronomiques, 
tirées  de  la  plus  profonde  analyse,  queCauchy  a  pu  vérifier  en  peu 
de  jours  les  résultats  numériques  d'un  travail  considérable  auquel 


DISCOI  RS    l»HO.NOXr:K    A    I.  IN  Vria'RATK»    liK    1.V    NOIVKI.I.E    SORBONNK.        }0<» 

l.c  \  t'iiHT  iiNiiit  (-(Misacré  plusieurs  ann«''«.*s,   >iii    li'   m<>ii\  rincni   de 
la    phiiM'If    l*yllas,  el    spécialcinenl   sur   la  {grande   iiir^alil»'   due   à 

I  luHuence  «le  .lii|>it<'r. 

La  \\c  du  ^laiid  f^éoinrlrc,  reinidi»'  |iai'  des  découverlc-^  imiiimu- 
telle>  f|ui  xMil  riioiiiw'ur  di-  la  Sricncc  IVanraise,  l'a  élé  aussi  par 
les  œuvrosdc  la  chaiili'  clirt-liennc  <l  une  int-puisahlc  bienfaisance. 
L«'  jour  de  ses  (il)S(*(pics,  en  parlanl  à  Tassendjlée  d'élite,  aux  ri-pK'- 
senlanls  des  corps  savants  réunis  devant  sa  tombe,  \r  Maire  de  la 
ville  de  Sceaux  a  rap|iel<'  la  {générosité  de  riionime  de  bien,  el  celle 
réponse  de  C^auchy  aux  observations  qu'il  s'éîlail  cru  obligé  de  faire 
sur  retendue  de  ses  sacrifices  pécuniaires  :  «  Ne  vous  elTrayez  pas 
lanl.  Monsieur  le  Maire,  ce  ii  est  ((ue  mon  traitement  de  la  P'acidlé. 
c'esl  lElal  (jui  pave.   » 

La  Kaeullé  a  recueilli  I  liérilaije  scientili(|ii<'  du  plus  grand  des 
géonn-tres  français;  nos  Collè'gues  Piiiseux,  Hriol  el  Bouquet,  morts 
il  v  a  peu  d  anné<'S  et  dont  nous  gardons  si  aHecluetisement  le 
souvenir,  se  sont  inspin-s  de  son  génie  et  ont  consa<'ré  des  travaux 
de  piemier  oi"dn-  à  poursuivre  dans  le  domaine  de  l'Analyse  les 
conséquences  de  ses  découvertes;  nous  indiquerons  en  peu  de  mots 
les  piiiK  ijiaiix  résultats  auxquels  ils  sont  par\enus. 

W  .  Les  diverses  déterininalions  d'un  radical  portant  sur  nu 
polvnoinc  ont  élé  longtemps  considérées  comme  des  fonctions 
distinctes  ayant  chacune  le  caractère  de  fonction  uniforme,  et  celle 
manière  de  \oir  a  élé  étendue  aux  racines  des  équations  algé- 
briques dont  les  coefficients  contiennent  une  variable,  lors  même 
qu'on  ne  peut  la  i(''soudre  par  radicaux.  C'est  à  Puiseux  que  revient 
le  mi'-iiie  d'avoir  montré  (pie  ces  quantités  sont  d'une  antre  nature 
analytique,  et  donné  l'idée  précise  du  mode  d'existence  des  fonc- 
tions» non  uniformes.  Dans  un  Mémoire  d'nne  grande  importance 
sur  les  fonctions  algébriques,  il  a  reconnu  le  premier  le  rôle  ca- 
pital des  valeurs  particulières  de  la  variable  qui  annulent  le  discri- 
minant de  l'équation  et  lui  font  acquérir  des  racines  égales.  11  leur 
donne  le  nom  de  points  critiques  et  établit  que  c'est  seulement 
dans  une  aire  ne  contenant  aucun  de  ces  points  que  les  diverses 
racines   peuvent  être  assimilées  à  autant  de  fonctions  uniformes. 

II  montre  ensuite  que  la  présence  de  tels  points  à  l'intérieur  d'un 
contour  a  pour  efTet  qu'en  le  décrivant  en  entier  et  une  seule  fois. 
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les  valeurs  des  racines  ne  se  retrouvent  point  les  mêmes,  à  l'arrivée 
et  au  départ;  elles  reviennent  dans  un  autre  ordre.  Il  en  l'ésulte 
que  le  système  des  racines  correspondant  à  un  contour  fermé 
décrit  par  la  variable  donne  une  figure  qui  se  modifie  avec  ce  con- 
tour, en  présentant  des  anneaux  distincts  en  nombre  égal  au  degré 
de  l'équation  ou  en  nombre  moindre.  De  là  Puiseux  a  tiré  l'im- 
portante conséquence  que  les  intégrales  de  fondions  algébriques 
sont  susceptibles,  comme  celles  des  fonctions  rationnelles,  de  dé- 
terminations multiples,  suivant  le  chemin  décrit  par  la  variable, 
et  a  révélé  ainsi  l'origine  de  la  périodicité  dans  les  fonctions  in- 
verses de  ces  intégrales.  Ce  beau  Mémoire  qui  a  jeté  la  plus  vive 
lumière  sur  des  questions  capitales  en  Analyse,  n'est  point  le  seul 
que  la  Science  doive  au  savant  géomètre.  Puiseux  a  publié  d'in- 
téressantes recherches  sur  'les  développées  et  les  développantes 
des  courbes  planes,  sur  le  théorème  de  Gauss  concernant  le  pro- 
duit des  deux  rayons  de  courbure  en  chaque  point  d'une  surface, 
sur  le  mouvement  d'un  solide  de  révolution  posé  sur  un  plan  hori- 
zontal, etc.  Nous  mentionnerons  surtout  son  travail  sur  Taccélé- 
ration  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune  et  un  Mémoire 
sur  les  inégalités  à  longues  périodes  du  mouvement  des  planètes, 
dans  lequel  l'auteur  expose,  avec  la  plus  grande  clarté  et  tous  les 
développements  nécessaires,  la  belle  méthode  qui  avait  permis  à 
Cauchv  de  retrouver  si  aisément  les  résultats  du  «rand  travail  de 
Le  Verrier  sur  la  planète  Pallas.  C'est  à  la  demande  de  l'illustre 
astronome  que  Puiseux  a- composé  cet  excellent  Mémoire,  quia 
paru  dans  le  septième  Volume  des  Annales  de  V Observatoire  de 
Paris. 

XVL  Dans  les  Mathématiques  pures,  les  noms  de  Briot  et  Bou- 
quet sont  inséparables;  c'est  en  collaboration  qu'ils  ont  écrit  les 
Mémoires  importants  où  se  trouvent  admirablement  mises  en  lu- 
mière la  fécondité  et  la  puissance  des  idées  de  Cauchy.  Leurs 
recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des  équations 
différentielles  sont  devenues  classiques.  Après  avoir  démontré 
autrement  que  Cauchy  le  théorème  fondamental  relatif  à  l'exis- 
tence des  intégrales,  Briot  et  Bouquet  étudient  les  circonstances 
singulières  qui  peuvent  se  présenter  dans  une  équation  du  premier 
ordre,  lorsque  le  coefficient  différentiel  devient  infini  on  indéter- 
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imiu'.  l'niir  Ilirii  jti^rr  rr  \li:mn'\vo .  ii  r;iiil  sr  repitiiii-  j  [ilii^tlc 
tiTiilc  ;m"<  <ii  ;iiiirn'.  ;'i  iiur  (''pixiiif  dii  I  ;illenlM»ii  n  clail  pas 
f)orl«''e,  fomiiit'  .lujiniid  lnii .  >iir  le  rùle  <lrs  points  Mii^ulicrs  flans 
Trlinlr  .les  fonctions.  (]v  i<Mc  capital.  I»'  Mt-inoiro  dont  inms  par- 
liiiiN  le  met  en  <'virlcncc.  el  le  niérlle  d'avoir  introduit  |)()iir  la  pre- 
mière fois  inu-  idée  >i  ft-conde  assure  à  ses  auteurs  une  place 
iiiipctriaiilc  dans  riiistoirc  de  la  Science.  Dans  un  aulrc  Iravail. 
avant  pour  ohjel  les<''(pial  imis  dinV-rcntielles  idi;él)i'i(|ues  du  pi ciuici- 
ordif,  où  la  vaiialilc  ru-  ligure  pas  explicitenirul .  lU'iol  el  Bouquet 
Diil  dduiK'  tin  iniiixfl  exemple  de  l'iiiipoi  lance  des  sinj^ularilés,  en 
laisanl  voir  (piOn  en  tire  les  conditions  |)onr  (pu-  I  inléf^rale  soit 
iiiif  fiiiulinii  iinifniini'.  (les  heaiix  el  savanls  Mé'moires,  ipii  ont 
|)aru  dans  le  .ImniKil  <lr  l'École  Polytechnique,  conlrihuaient 
puissamnienl  an  progrès  de  la  Science.  Mais  Briol  et  Bouquet  ne 
regardent  pas  leur  là<  lie  comme  terminée.  Dévoués  à  renseigne- 
ment, ils  (int  voulu,  dans  un  lia\nil  didactitpie,  ex|)oser  les  prin- 
cipes généraux  de  la  llx'orie  des  fonctions,  el  en  faire  l'application 
à  l'élude  des  transcendantes  elliptiques.  Gel  Ouvrage  a  eu  deux 
éditions,  dont  la  seconde,  parue  en  iS^o,  el  qui  a  été  beaucoup 
augmentée,  ne  comprend  pas  moins  de  sept  cents  pages.  Les 
auteurs  semblent  modestement,  dans  leur  préface,  avoir  |)our  seul 
l)ul  de  rendi-e  à  CaucFiy  la  justice  (pii  lui  est  due,  et  qui,  disent-ils, 
ne  lui  est  pas  toujours  rendue,  l^e  lecteur  attentif  ne  laide  pas  à 
reconnaître  l'admirable  unité  de  ce  savant  Ouvrage,  où  tout  est 
préparé  pour  montrer  la  fécondité  des  propositions  générales  de 
la  théorie  des  fondions.  Kn  présence  d'un  plan  si  bien  ordonné, 
on  ris(pie  d'oul^lier  les  détails;  ce  serait  injuste,  car  en  bien  des 
points  les  auteurs  r<uit  preuve  dune  grande  habileté  dans  l'art  des 
transformations  analytiques.  Les  derniers  Chapitres  du  Traité  des 
fondions  elliptiques  sont  consacrés  à  l'étude  des  intégrales  abé- 
liennes.  Briol  a  exposé  plus  tard,  en  se  bornant  au  problème  de 
l'inversion,  la  théorie  de  ces  transcendantes  célèbres.  Son  excellent 
(  )uvrage  peut  être  considéré  comme  une  traduction,  dans  le  langage 
familier  aux  disciples  de  Cauchy,  des  idées  de  Riemann,  liées 
à  des  questions  de  géométrie  de  situation  qui  ont  été  développées 
par  l'illustre  analyste  dans  son  Mémoire  Sur  les  fonctions  abé~ 
Hennés. 

Je  ne  ferai   (pie   mentionner,  malgré  leur  intérêt,  les  Mémoires 
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que  Bouquet  a  publiés  séparément.  Je  rappellerai  un  théorème 
devenu  classique  sur  les  systèmes  de  droites  dans  l'espace,  un 
travail  qui  a  ouvert  un  nouveau  champ  d'études  dans  la  théorie 
des  surfaces  orthogonales,  la  démonstration  des  relations  linéaires 
entre  des  intégrales  définies  liyperelliptiques  du  premier  ordre, 
que  Legeodre  avait  obtenues  par  la  voie  du  calcul  numérique, 
et  enfin  une  méthode  savante  pour  étahlir  que  les  fonctions  de 
plusieurs  variables  introduites  par  Jacobi,  comme  inverses  des 
intégrales  hyperelliptiques  d'ordre,  sont  uniformes.  Mais  je  m'ar- 
rêterai un  instant  aux  travaux  de  Phvsique  mathématique  de 
Brio  t. 

XVII.  Dans  un  Ouvrage  publié  sous  le  titre  à'Essais  sur  la 
théorie  mathématique  de  la  lumière,  Briot,  en  prenant  pour 
point  de  départ  les  idées  de  Cauchv  sur  hi  constitution  de  l'élher, 
applique  une  critique  pénétrante  à  quelques-unes  des  théories 
développées  à  ce  sujet  par  le  grand  géomètre  et  propose  de  nou- 
\elles  explications  de  la  dispersion.  On  sait  que  ce  phénomène 
consiste  en  une  inégale  vitesse  de  propagation  des  différents  rayons 
lumineuXp  suivant  la  longueur  de  l'onde.  En  admettant  que  la  dis- 
tance des  molécules  déther  soit  négligeable  par  rapport  à  la  lon- 
gueur d'onde,  les  équations  diflerentielles  du  mouvement  vibratoire 
de  l'éther  montrent  qu'il  n'y  a  pas  de  dispersion  ;  c'est  le  cas  du 
vide.  Dans  les  corps  transparents,  Cauchv  explique  la  dispersion 
en  supposant  que  cette  distance  et  même  son  carré  ne  sont  pas 
négligeables.  Briot  reprend  cette  question  et  développe  une  idée 
plus  générale,  en  faisant  intervenir  l'action  des  molécules  pondé- 
rables sur  les  molécules  d'éther.  Cette  influence  peut  se  manifester, 
soit  par  leur  action  directe  sur  l'éther  pendant  sa  vibration,  soil 
indirectement  par  des  inégalités  périodiques  dans  sa  distribution. 
La  première  hypothèse  doit  être  écartée  comme  conduisant  à  une 
formule  incompatible  avec  l'expérience;  mais  la  seconde  offre  un 
grand  intérêt,  tant  au  point  de  vue  physique  qu'au  point  de  vue 
mathématique.  Le  mouvement  vibratoire  dépend  alors  d'équations 
différentielles  linéaires  à  coefficients  périodiques,  et,  en  s'appuyant 
sur  les  travaux  de  Cauchy  relatifs  à  ce  genre  d'équations,  Briot 
parvient  à  exprimer  l'indice  de  réfraction  en  fonction  de  la  lon- 
gueur d'onde   par  une  formule  analogue  à  celle  de  l'illustre  géo- 
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iii<li<'.  I,»-.  mci;alitt'"';  |j('Tio(li(|m's  de  I  cllier  oui  ciicDie  scivi  à 
Uriid  |Hiiir  I  cxpliciilinn  Je  hi  polarisation  rimilairr  et  (\r  la  pola- 
nsulioii  (■lli|)|i<|iie. 

13ans  les  (Ic'niière.s  .iniicc-»  de  sa  vu-,  iKdrc  (iollè};uc  es!  revenu  à 
plusieurs  reprises  sur  la  lIn-Dnc  mécanique  de  la  clialeiii.  Ses 
le(;on>  oui  et»';  réunies  diiii^  un  \  olunie  on  Ton  retrouve  la  clarté, 
et  la  précision  qui  distinguaient  à  nu  si  liant  déféré  son  enseigne- 
ment. Le  même  Ouvrage  contient  aussi  Texposilion,  sous  une 
lorine  extrêmement  >iMq)le,  des  principes  fondamentaux  de  l'I^lec- 
tiodynainiquc  et  de  IKIectromagnétisme. 

Nous  venons  d  évoijuei-  le  souvenir  «le  nos  prédécesseurs,  nous 
avons  voidu  rendre  hommage  à  leur  mémoire,  rappeler  leurs  tra- 
vaux, leurs  découvertes,  les  grands  exemples  qu'ils  nous  ont  laissés. 
Notre  mission  est  de  continuer  leur  œuvre  et  d'ajouter  à  leur  glo- 
rieux héritage;  ce  devoir  nous  est.  rendu  plus  sacré  par  le  don 
magnifique  que  nous  tenons  du  pays,  par  sa  généreuse  assistance 
pour  notre  enseignement  et  nos  travaux.  Tous,  maîtres  de  confé- 
rences et  professeurs,  nous  y  consacreions  notre  dévouement,  nos 
elTorts  :  nous  avons  la  confiance  que,  j)our  l'honneur  de  la  Science 
et  de  la  France,  nous  saurons  fidèlement  le  remplir. 


s  LU 


LES  POLYNOMES  DE  LEGENDRE. 


Rendiconti  del  Circolo  niatematico  di  Palernio,  t.  W ,  1890,  p.  i  i6-r52. 


Les   propriétés  fondamentales  exprimées  par  les  relations 


,-t-i  r.  +  i 


/         X,„  \n  dx  =  o,  I         X,7  dx  = 


2/i  -+-  I 


peuvent  facilement  s'établir  au  moyen  de  l'intégrale 

'"  ^  xP  dx 


'-/ 


'_,  ^/r^ 


.  > 


ua.r  -t-  a- 


dont  le  développement  en  série  suiviint  les  puissances  de  a  a  pour 
terme  général 

x"   /         xi'X,,  dx. 


En  posant  y/i  —  2a.r  +  a-  =  i  —  7^1%   on  ;i  en  efiet  la  transformée 

qui  est  un  polynôme  en  a  du  degré/?,  ce  qui  donne  immédiatement, 
pour  n  >/?,  l'équation 


I 

xi'X,i  dx  =  o. 
—  1 


Employons  ensuite  le  développement  par  la  foiinule  du  l)inome 
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on  aiini,   |»i>iir  loiitcs   If's   \alpiir-;  de  //  ikui   -.ii|)<iit'iii  i  ■>  à  jt.    If'iia- 
lilc 

XI'  \  n  dx  =  ^    /       yi-"i\—  yi }"  dy, 

où  j'écris,  |)oiir  iil)ré<;cr, 

p(  p  —  \) .  .  .(Il  —  n  -^  \) 

Pn  = • 

I  .  -2 . . .  n 

L  inli'grale  du  second  menihre  csl  mdlo  lorsque  p  —  //  f>l  iinp.iir. 
ilans  If  cas  conlrairc  elle  s  exprime  pai'  l.i  fjiiaiiliu'- 


/'/>  -t-  n  -h  I 


I  I 
—  » 


I  p  -\-  n  -\-  i  , 

{. —  ^') 

et  en  supposant  en  parliculiery>  =  //,  nous  aurons  : 
/        X"  X„  dx  = ^ . 

On  \a  voir  que  ce  réstillal  conduit  facilemcnl  à  Tégalilé 


1         y-2  ,/j.  _ 

1           -\„  n.r  — 

Soit,  en  ell'et. 

.\„  =  \X"  —    l{j-''-2-i-.  .., 

la  rclalion  suivante 

/         \,^  dx  =  \   /        X"  \„  dx 

i-  -  1  .  '_  1 

montre  qu'il  suffit  d  avoii"  la  constante  A.  Elle  s'obtient  en  remar 
quant  qu  elle    représente  la  limite  de   - 
limite  se  tire  de  l'équation  fondamentale 

,     '       =v 

\/l   —    lOLX  ^  X-  ^ 


X 

quant  quelle    représente  la  limite  de   — ^   pour  n  infini,  et  cette 


^  .,2    -  Zj  ^      ■^'" 
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en  V  remplaçant  a  par—-    Avant,  en  eftet, 


X 


\/ 


■  j 


a- 
I  —  -xt  -. 

x'- 


la  supposition  de  x  infini  montre  que  A  est  le  coefficient  de  a". 


I 


dans  le  développement  de  ,  d'où  la  valeur  cherchée  : 

V/ 1  —  2  a 


\  .  i .  .  /xn —  I 

A  =  

\  .■>...  .n 


On  peut,  au  moyen  de  la  relation 
l'écrire  de  cette  manière  : 


■2"  r 

A=  — , 

I  \ 


de  sorte  qu'on  trouve,  après  réduction. 


/  X2  dx  =    — — 


rizii^^^r      '"-^' 


Voici   maintenant   une  remarque  au   sujet    de   la   discontinuité 
remarquable  qu'ofïre  la  formule  de  Laplace  : 


.x„=ir 


f/o 


{x-h-  \/x^—i  coscp)"^* 


où  il  faut  prendre  £  égal  à  H-  i  ou  à  —  i.  suivant  que  la  partie 
réelle  de  la  variable  x  est  positive  ou  négative.  Ce  résultat  impor- 
tant découle  de  la  relation  élémentaire 


/■ 


dt  ti- 

:5 


dans  laquelle  z  est  lunité  en  valeur  absolue  et  a  le  signe  du  coeffi- 
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riciii   (le    /    <lans    l;i    «juanlitc (/  ours    il  .  l nalyse    de 

l  Ecole  Polylerlinitfiie.  p.  '^90).  Suppo.son.s  H  =  o,  ce  (|iii  dunnc 
rinU'grah' 

r"'      ,lt  r'       dt 

t.  _  »  -Il 

cl  posons  /        l;mji  '  ;  nous  mirons  celle  é{j;alilé  : 

/  "  ^9  _     -''^ 

'J„     A  H-<;  — (A  —  Cjcosç  ~  ^Xc' 

I  rr     •  I         -1  '  V  A<  '. 

i  clanl  -^  1    on  —  1,    smvaiil    (|iic  le  coeliicient  de   /    dans  — 7 — > 

I  'Il  i/A(î  •  •/. 

el  par  conséquent  suivant  (pie  le  lerme  réel  dans  est   positii 

ou  néyalif.  .remploierai  celte  lorniulc  en  (aisanl 


\  =  X  —  a  —  \/'x-  —  I ,  C  =  X  —  %  -h  \/x-  —  I , 

(  r  o  ù 

lAC  =  f  —  >.o(,r  ~f- a2  ; 

je  >upposerai  que  a:  ail  une  \aleur  imaginaire  quelconque,  mais  j'ad- 
mellrai  que  a  soil  infiniment  |jetil.   Le  signe  du  terme  réel  de  )l-. 

sera  donc  celui  de  la  partie  réelle  de  l'expression >  ou 

X  —  \/x^  I 


bien  x  +  \/.r- —  1 ,  qu'on  obtient  en  posant  avec  Heine 


X  -r-  \/x^  —  I  =  X  H-  i  Y. 
Nous  trouvons  en  effet 


X(n-X2^Y--:}        .Y(i  — X2-Y2 

'2X  =    r;- TT-: t 


X-i^\-i  \2^Y--^ 


))ar  où  l'on  voit  que  X  a  le  signe  de  la  partie  réelle  de  la  variable  .r, 
et  qu'on  doit  prendre 


r 


d'^ 


•  0     X  —  y  —  \fx-  —  I  coscp        \/i  —  n%x -^  %- 
z  étant  égal  à  -}-  i  on  —  1,  suivant  que  celte  partie  réelle  est  posi- 
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live  OU  négative.  Cette  égalité  conduit  à  la  formule  fie  Laplace,  en 
développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  croissantes 
de  a,  et  égalant  les  coefficients  des  termes  en  a". 
Faisons  en  second  lieu 

A  =  i  —  cil[x  -+-  \/.r- —  i).  C  =  i  —  a(.r  —  </x'^  —  i), 

ce  (|ui  donnera  encore 

AC  =  I  —  -1  y, X  -^  x'^  ; 

on  remarquera  que   pour  a  infiniment  petit  le  signe  de  la  partie 
réelle  de 

\/  I  —  -2  a  a-  -H  X- 

I  —  a  (  a?  -1-  v/^2  —  ,  ^ 

ne  dépend  plus  de  x,  de  sorte  que  Ion  a  toujours,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  cette  variable 


r 


dcD 


•  0       I  —  a  ( 3"  -4-  ^x'^  —  I )         y/i  —  l'XX-^OL- 

en  prenant  le  second  membre  avec  le  signe  -h.  L'expression  de 
Jacobi 


X„  =  —    /      (  .r  -^  \  x-  —  r  coso)", 


cjui   est   la   conséquence   de  cette   formule,    n'oflVe    donc    aucune 
discontinuité. 

On  peut  encore  se  rendre  compte  fort  simplement  de  la  particu- 
lantf'  qu'ofïre  l  intégrale  de  I.aplace,  en  l'écrivant  sous  cette  forme  : 


'■*"  -  —  t:     [x  -\-  \/x'-  —  I  coscp)""^' 


et  remarquant  qu'elle  représente  alors  l'intégrale  curviligne 

dz 


'ilTZ  , 


r  -r-  ■ —  \/x- 


j)n>e  le  long  d'une  circonférence  de  ravon  égal  à  l'unité,   ;;  :=  e'?. 


(^■Itr  iiilc<^ral«>  il  uiiisi  pour  valeur  le  résidu  de  L  lonclion  ralinii- 

lu-llr 

i 

~l'  -*^i    /—, \"^' 

zlr- ; — /a?* — il 

111     I  )  KM  I 

.,,n  I  --/ 

corres|)oudaiil  à  celle  des  deux  racines  du  dénominateui"  à  savoir  : 


-'  -  -  i  A~'       -' - _ 4  A^' 

doui  le  module  est  inoiiuire  ijue  I  uaiLé.  Mais  les  ré.siilus  relatifs  à 
ces  racines  ont  une  somme  nulle;  avant  donc  obtenu  une  détermi- 
nation de  rinlégrale  dans  Ihypollièse 

m  c  H I  c   <C  I , 

(Ml  dttil  (laii^  I  liypothèse  coiiliaiie,  lorsc|u'on  a  par  conséquent 

prendre  le  résidu  relalil  à  :;",  qui  est  le  précédent  changé  di' 
sii,Mie. 

Mainlenaiil  il  est  aisé  de  voir,  en  remplaçant  la  variable  r 
par  X  -+-  iy,  que  le  module  de  :;'  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que 
I  unité,  suivant  que  la  partie  réelle  x  sera  positive  ou  négative, 
(j'est  ce  qui  résulte  en  ellet  de  la  relation 

mod^ 7^^ = •-—  =  I  —  


Kn  dernier  lieu,  je  reniarquerai  que  le  résidu  correspond  à  :■'  de 
la  quantité 


calculé  d  après  la  règle  ordinaire,  donne  l'expression  de  X„,  déve- 


320  œUVRES    DK    CHARLES    HERMITK. 

loppée  suivant  les  puissances  de  j:^  —  i,  à  savoir  : 

(X  —  I   \  "                                                       '  V  I  \  ' 
— - — j    4- /i,(2/<  —  i;„_i  (  ^ \ 


en  écrivant  pour  abréger 

?n(ni  —  I  ) .  .  ■  (  m  —  n  -\-  \) 

(  m  )n  =  — ^ 

i .  > .  .  .n 

Paris,  17  mars  1890. 
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SI  |{ 

LES    IM)LY\0MES   DE    r.EGElNDRE 


Jiiiirn/tl  lie   ('iillt\    t.    107,    i>S(»i,    |>.   So-8i. 


L  inlégi'iile  (U'Iiiiie 


r'^ ^Ao _       - 

.  L     A-^  B— (A-B;cosw  ~  ,^  ^/ÂR 


v/AI 
conduit  aiséinenl  aux  expressions  de  Laplace  cl  de  .lacohi 


|»"(.r)  =  ^    I 


.-••'î 


J-  -t-  COSdJ  \/x-  —  I  )"  dt», 


/to 


en  prenant  d'abord 

A  =  I  —  a(a7  —  \/.r- —  i),  B  =  i  —  oi.{x  -{-  /a?-  —  i) 

et  développant  suivnnt  les  puissances  croissanles  de  a,  puis 


A  =  ./■  —  'X  —  ^'x'^  —  I ,  B  =  X  —  a  -r-  \/x''  —  I 

et  en  développant  suivant  les  puissances  descendantes. 

Mais  j'ai    remarqué   (ju'on    peut  encore  en    tirer    les   formules 
im[)ortanles  de  M.  Meliler,  (|ue  j'écrirai  ainsi  : 


arc  (•<)?.«• 


•■  'y  0  \/2(  Costa  3") 

y  sin  I  n  H 1  (û 

V"ix)='^    /  ,  ""^  '   ^?- 

••  »-^aic  cos .r   V  -i  (  ^'  —  CO S  Cp  ; 

H.  —  IV.  31 
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Soil .  ;i  cel  cllel. 

A  =  1  —  >  a  j*  -1-  a^ ,  B  =  I  —  2  aj'  -f-  a-  ; 

en  positul.  |)(>iir  abréger, 

■i^  =  X -\- y  —  (x — _^)cos(o, 
nous  ;iiu-ons  d'abord 

dh)  - 


r 


Prenons  pour  \ariable  indépendante  la  quanlité  H,  ce  qui  se  (ail 
au  moyen  de  la  relation 


(y  —  x)  sinoj  =  1  ^(r  —  î)  iç  —  X); 

nous  eu   déduirons  cette   nouvelle  égalili-,  où  je  suppose  >' X>  ^r 
à  savoir  : 

r ^'^  =  - 

•^j-    (i  —  ■?- a;  -^  a- )  \/{  y  —  ;  )  (5  —  .r)        \/(  1  —  f.  xx  -i-  t.-  )  {i  —  -iccy  ^  -x^  ) 
Cela  étaul,  soit  y  =  1,  on  aura,  après  avoir  multiplié  par  1  —  a, 


r 


(l  —  OL)d^Ç 


''.r    (I  —  -ia^  -H  a2  )  v/(i  —  ^)(^  —  ^)        \'i  —  •xtx  -^  «■- 


puis,  eu  posant  ç  =  coscs, 

,, jarc  pos.i- 


/ 


(  I  —  a)  cos  -o  d^ 
2  '      • 


Il  —  2acosa>-t-a-)  y/a  (  cos  cp  —  x  )        2  \/ 1  —  2  a 


ir  -H  a- 


l/iulégrale  du  premier  membre  se  développe  suivant  les  puis- 
sances de  a.  au  moven  de  la  relation 


I 

(I  — •  a  )  cos   -  ^ 
■1  ' 

I  ^  2a  coso  -!-  a^ 


:>ra«C0?(^/*  +   -^jcp 


(  «  =  O,   I,  2,    ,  .  .), 


on  parvient  ainsi  à  la  formule 


^arc  cos.j-  ,  > 

/  COS  (  n  -, —  ) 


do 


-I  II    I.KS    Hol.KNOJIt;>    liK    l-liliKMDUK.  .'JjlJ 

l'aisoiis,  t;n  se»  «md  lieu,  s  i,  non-,  aurons  d'al)Orrl 


011    ('ni|il(>  Viuil     l.i     siili-sliliilnm    |tiiTé(lt'Mlt',    ç  =  ctts'i.     il     \i«,muIi;i 
ensuit»' 


r 


(  I  i-  a  )  5111  -  <j  u':. 


«     an-  .0.1  (  I       •>a  ooso  -->-  a»  )  v^'-aC  r  —  coscp)        ■>.  \'  \  —  '}.-»■  Y  ~  a- 
fl  le  dévcloppcmeni 


Cl  —  a)  >iii  -  -^ 


-  :    7  a"  "-in  1  «  -t-  -  ) 


(loiuifiii  Ih  scciiikI»'  (les  fol  nulles  de  M,   Meliler 


'^  «-' r.   ros.v     V^->  (  y  —  nos  Ç  ) 


••"(r)=- 

Sans nrurièler  Hu  résiiIlHt  cxpiinH'-  parcelle  relation 


.arc  cos.>- 


/^  SIIK  //  -4-  I  1'^  '/'i  , 

»•/■(./•  il'"/'(  r»  =   /  '     •      —      (/.=().  1,  •-'..  ...), 

■•^  *  •ar.-.osy       /(.''-  COSCO)  (cOSCp  —    3"  I 

(ini  esi  la  (•onsë(jueiice  des  ég;alilés 

si  II  c  r/w 


/ 


«  arc  cnsT 


(  1 


—  •>.  a  cos cp  -^  7.-  )  /( y  —  cos cp  )  ('  cos cp  —  x } 


/(  I  —  c».  a  ,r  -H  a^  )  (  I  —  .>.  a  ■)-  -H  xî  ) 

siiiç  V' 

! ==    7  a"  ^m  <  /)  ~  l  )o  (  /?  =  o.  I .  V.,  .  .  .;, 

I  —  '2  a  cos  (S  -^  y.-       .«h4 

parce  (|ue  je  n'en  \ois  pas  inainleiiMut  l'utilité,  je  passe  à  un  autre 
point, 'en  me  proposant  de  raLlacher  à  la  théorie  de  fractions  con- 
tinues algébriques  l'équation  de  .lacobi, 

I  D','.-~' ix'-—\y      {x-^  —  \y'  \y!c  i'"i./-i 

•i"  .  i  .■>....  n    i.i .  .  .(  n  —  V  )  1 .  -A .  .  .  (  rt  H-  V  j 
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Considérons  le  développement  de  (x- —  i)"  log- suivant  les 

puissances  descendantes  de  la  variable,  que  je  représente  ainsi, 

a?  -+- 1       „ ,    ,       a        a' 

(  .r'^—  I  )"  lo£r =  U(.r)  h ■ r  -f-.  •  .. 

.-r  —  I  X        x^ 

ll(^)  désignant  la  partie  entière.  Je  remarque  d'abord  qu'on  en 
lire  facilement  la  propriété  caractéristique  de  D'^{x-  —  i)"  ou  P"{ûc). 
d'être  le  dénominateur  de  la  réduite  d'ordre  n  du  développement 

en  fraction  continue  de  log — — •  Qu'on  prenne,  en  effet,  la  dé- 
rivée d'ordre /i  des  deux  membres,  tous  les  termes  en  —■>  — ->  •••>  — 

X      X'  X" 

disparaîlroiil,  et  il  suffit  d'observer  que  les  expressions 

D'^--*^ (>•■!—  i'>"  D^  log  "^  "^  ' 


''.r 


sont  entières  en  .r,  pour  parvenir  à  1  éj^ahté  suivante 


'>."(-'^-—  U"  'og =  *(.'/■)  -f- 


OÙ  $(:r)  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i ,  ce  qui  met  en  évidence  la 
propriété  annoncée.  Formons  maintenant  la  dérivée  d'ordre  n  —  v, 
V  étant  un  entier  moindre  que  n .  L'expression  de  D"r''(.r- — i)" 
sera  le  produit  de  la  puissance  (x- ■ —  i)''  par  un  polynôme  P,  de 
degré  n  —  v,  et  nous  pouvons  écrire  la  relation 

P  (>2  _  , )v  log  ^-l!ll  =  (i>,  (  .r  ) + 


X  —  1  X 


/;  — V-)- 1 


Elle  montre  que  P  est  le  dénominateur  de  la  réduite  d'ordre  n  — v, 
dans    le    développement    en    fraction    continue,    de    la    fonction 

(x- —  i)'''log- Ceci  posé,  je  reviens  à  léquation 

l)'j.{x'^—  1)"  log '■ —  =  *(.r)    '    — ^-     '    — ^ ^ 


et  je  prends  les  dérivées  d'ordre  v  des  deux  membres.  11  est  aisé 
de  voir  qu'en  remplaçant  l)".(.r-— i)"  par  P"(a:),  on  trouvera 
)our  résultat  une  ésaliU'  de  celte  forme 

Y)lP"(x)\og- 


X~]  (.r-~l)'^  j7«-+-V-(-l  a^"  +  V+2 


SUR    LKS    POL\NO.VKS    l»K    I.K(.KM)Hi:.  'i>.- 

11(2:)  (Uanl  entier  (>n  ./;.  Nous  iiiiiuii>  (ioiic 


I»;  P«(x)(j-»-uv|osl^t_!.  =  II,.,.,  ^.  (.,.*- -i)v/_^I__ tJ__^  -4-...  L 

(lo  sorte  i|M  (Ml  i)l)ti*Mil.  (Il  (li>volo|)|>aiit    la  <|itatititr 

suivant  les  [xiissances  (lesceinlaiiles  de  la  \aiialilc 


0";;  l"'(.r)(xî—  i)v|og  '  "^  '  =  \l{r\ 


r.«  -  V-t    1  _^«       V*-ï 


Celle  éqiialion  l.iii  \oir  que  le  poljnonie  D''  P"(j;)  est  aussi 
le    (lénominaleiif    de     la     réduite    d Ordre    // — v    de    la    (juaiiliU' 

{x- —  O'ioj;^ ;  il  ue  |)eiU  donc  dillV'rer  de  D"r^(x- —  1)"  que 

par  un   facteur  eonslanl   facile  vt  obtenir.  ((;  (|ui  donne  réquation 
de  .lacobi. 

Mu  voici  une  application  (jiii  m'a  été  suggérée  Ipai'  un  théorème 
élégant  dont  je  dois  la  communication  à  M.  Beltraml.  Il  consiste 
<ians  la  relation  suivante 

• 


/«(«-+-  i  ) 


<jue  l'illustre  géomètre  a  aussi  obtenue  pour  l'intégrale  de  seconde 
espèce,  de  sorte  qu'on  a  pareillement 


ni n  -*-  I  ) 

Kn  me  bornant  aux  fonctions  P"(a:),  je  poserai  en  général, 

{x"' —  ly  i)'!t  P"(.r)  — A  V'<^^{x)  H- A,  P"+^-2(ar)-t-...-l-A.^  P''+v-2x(.,;^_4_...^ 
et  les  coefficients   V^  seront  déterminés  par  la  formule 


>.  A 


^+1 

^-  /  (  rî—  1)1'  D'i  V"(X)  P''  +  '''-2X(j.  )  (Ix. 


■i(n  --  V  —  •;>•/.)  -t-  I       j 
Sauf  un  fadeur  constant,  la  relation  de  .lacobi   permet  de  rem- 
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placer  l'intégrale  par  celle  aiili-e, 

à  laquelle,  cl  après  sa  forme,  s  applique  la  méthode  d'inlégralion 
par  parties.  On  la  ramène  ainsi  à  une  quanlité  explicile,  qui  est 
nulle  aux  limites,  et  à  l'expression 


1 


.  + 1 
1 


(jui    est    pareillement    nulle,    lorsqu'on    a    n  —  v>ajH-v  =  2x, 
c'est-à-dire  /.  >»  v;  nous  avons  donc  cette  relation 

i,^-2_  ,  |V  D'J.  P"(x-)  =  A  V'i+''(x)  -H  A,  1»"+'^   2(37)  -+-.  .  .-^  Av  P"-''(.r), 

d'où  se  tire  facilement,  pour  v  =  i ,  le  théorème  de  M.  Beltrami. 
pans  le  cas  de  v  ^  :>.,  elle  donne  le  résultat  suivant 

i>.n-.n2/^^..)('2n  +  3)      .^_^  , 

,i(n  —  \)(n-hi)(n^-i)^ 
=  (■m  —  \)P"+-^(x)  —  •2(2/i-+-i)P"(x)-h(2n-+-3)  P"---^(x). 


i:\iRAiT  DUM-;  i.i-irm-:  adhksskk  a  m.  ij;|{i.ii 


SI  i;  i.Ks  mciNKS 
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Afi/i.  lie  ht  h'av.  des  Se.  <le  Toufousr,  l.  I\  ,   iSijn,  p.  I,i-in. 


Soient   \„  ^  F(J7)    le  polynôme  de   f^egendre  du  de<;ré  //.    el 
K  (x)  la  pailie  entière  «lu  [)r<)duil 


,,  .       /  I  I  I  \ 


je  poserai,  sous  la  condition  que  le  niodnlc  de  la  vaiiahle  soit  snpé- 
iieiir  à  I  iinih', 

Q»(x)  =  -F(a-)log  — ——  R(a7) 

et.  dans  le  cas  contraire, 

Q«  C.r  )  =  -  F  Car)  lo- -!— ^  —  R  (x-). 

■>.  1  .7- 

(les  expressions  vérifient  Téqualion  dillerenlielle 

et  représentent  dans  tout  le  plan,  sauf  snr  la  circonférence  de  rayon 
égal  à  limité  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  ce  (jiie  Heine  nomme 
\.i  fonclion  sphérique  de  seconde  espèce.  L'Ouvrage  classiqnç  de 
rillustre  géomètre  en  expose  les  propriétés  fondamentales  qui  sont 
d'une  grande  importance,  mais  il  n'aborde  pas  l'élude  de  l'équa- 
tion Q''(x)  =:  o,  la  recherche  de  ses  racines  réelles  ou  imaginaires. 
J'ai  essayé  de  traiter  la  question  en  employant  le  théorème  de 
Cauchy  dont  je  rappelle  l'énoncé. 
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Soh  f(z)  ::=  o  une  éqnalion  ayant  [jour  premier  membre  une 
fonction  holomorphe  quelconque  ;  si  l'on  pose 

f(x  -+-  iy)  =  P  -t-  tQ. 

« 

I  excès  du   nombre  de   fois  que   le  rapport  -^  passe  du  positif  au 

négatif,  sur  le  nombre  de  fois  qu'il  passe  du  négatif  au  positif  en 
devenant  infini,  lorsque  la  variable  z-=x  -{-  iy  décrit  dans  le  sens 
direct  un  contour  fermé,  est  égal  au  double  du  nombre  des  racines 
conleniiès  à  l'intérieur  de  contour. 

La  fonction  Q"(-^p)  que  nous  avons  à  considérer  n'est  pas  holo- 
morphe, mais  elle  le  devient  par  un  changement  de  variable,  et 
lorsqu'il  s'agit   de  la  première  de  ses  deux  expressions,   à  savoir 


O"  (  .r  )  =  -  F  (  .1-  )  loo  •^— ^ R  ( .r  )  ; 

2  ^    X  —  I 


je  ferai 
d'où 


,r 

-f- 

1 

.r 

— 

I 

.r 

e^ 

-f-   I 

e~ 


En  posant  alors,  pour  abréger. 

*(e2)  =  -^(e-~\)"F  f—_:^\,  U(e^)  =  (e--  — i)"R  ("-^l^j. 

j'aurai  deux  fonctions  entières  du  degré  /i  en  e~  et  par  conséquent, 
sous  la  forme  voulue,  l'équation 

s  <l»  (^2)  —  II  I  e5  )  =  o. 

Une  première  remarcpie  permettra  de  chercher  seulement  les 
racines  qui  sont  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses. 
Soit,  en  etTel. 

les  égalités 

F(  — ar;  =  (— i)«F  (>;j.  R(— a:)  =  (— i)"-'  R  (a?) 

donnent  immédiatement 


el  l'on  voil  que  les  racines  tHanl  deux  à  deux   éj^ales  el  tic  siymrN 

«"onlraires  xtut  placées  syni«'"lri(|uenieiit  par  rappoil  ;"i  l'origine.  Ce 

point  «''lahli.  je  ferai  usage,  pour  uiou  uhjel,  de  ronloiir.-.  (pu  seront 

des   reclangles  a>,uii   leurs  eôlés  parallèles  aux  axes  eoordt)nn«''s. 

Les  côlés  parallèles    à   l'axe  des   abscisses  seront   représenlés  par 

les  équations 

z  -.-■-  kir.        t,  3  —  I  /.  -r-  I  )  i~    ■-  I, 

où  /  esL  entier,  eu  laisanl  eroilre  /  de     -an    -    a\  les  autres  seront 
z  —  //tt  h-  a  -+-  //.  z  =  //-  —  a  -\-  it, 

t  variant  alors  de  zéro  à  -. 

J'ai    maiulenant    à    obtenir,    dans     ces  divers    cas,    le    premier 
niendjre  de  Téqualion  sous  la  forme  I*  + /Q,  puis  à  calculer  pour 

chacun  d'eux  ce  cpic  Caucliv  nomme  l'indice  de  -^-  Supposons 
d'abord  <|iir  /,   Sdii  pair,  on  aura 

l'ild-  -^  /  \  —  (X/r  ^  t  )'\>ie' }    -  Il  (g'  I 

el,  par  ('()nsé(juenl , 

V  ^  l<P(e'\  —  U(e'),         Q  = /r* (<»'), 

eu  observant  (pu-  les  coefficients  des  fonctions  ^(eM  el  ll(<?') 
sont  réels.  Pour  obtenir  ensuite  l'indice  de  -p  entre  les  limites 
t  ^=:     -  /f.  t    -=  -^  a,  j'aurai  recours  à  la  relation 

Q  F 

|,„|-  -f-  [iKJ-  =  ;, 

OÙ  t  se  déterminera  par  la  règle  de  Gaucbj.  Je  remarque  à  cet 
effet  que,  si  nous  attribuons  à  /  une  valeur  considérable,  l'expres- 
sion 

I'         I 


O      /.  - 


se  réduit  .-.eusiblement  à -^ — ^  le  second  terme  étant   fini,   puisque 

A"  71 

l'exponentielle  entre  au  même  degré  dans  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction.  En  supposant  la  quantité  a  très  grande, 
nous  aurons  donc  aux  limites  pour  /  =  —  a,  /r=-f-r/,  les  signes 
—  et  -}-,  par  conséquent  î  =  —  i . 
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Ce  ipsiiltat  oblenii,  écrivons  siiccessivemeiil 
|iiiis  revenons  à  la  variable 


)' 


e'  +  I 
.r  =  ^ 


ce  (jui  donne 

*(  éf' j  ~    F  (a?) 

Dn  remarquera  (jue  la  cjuantilé  x  reste  toujours  en  dehors  des 
limites — i  et  H- i ,  de  sorte  que  F  (x)  ne  peut  s'annuler,  ni  la 
fraction  descnir  infinie.  L'indice  esl  donc  nul  et  il  en  résulte 
(|u'eDfre  les  limites  considérées  /  =  —  a,  l  =z  -\-  a,  on  a 

Indp  =  — 1. 

Passons  maintenant  au  cas  où  l'entier  k  est  impair,  et  soit  alors 

/(  Air.  -T-  /  I  =  P,  -1-  iQi, 
en  posant 

\>^  =  (.i,(-  c'  i  —  n{-eJ),         Qi  =  kT.<t>(—ei). 

<Jn  trouvera,  comme  tout  à  l'heure,  z^  —  i  et  il  faudra  obtenir 
l'indice  de  l'expression 

'4M  —  e') 
que  la  substitution  suivante 


ramène  à  \.^  •  Mais  cette  variable  ç  parcourt  maintenant  l'inter- 
valle compris  entre  —  i  el  +  i ,  lorsque  t  croit  de  —  oo  à  +  ce  :  il  y 
a  donc  n  passages  par  l'infini  qui  correspondent  aux  diverses 
racines  «,  6,  . . .,  l  du  polynôme  de  Legendre.  Cela  étant,  l'égalité 


(,  _62)F'2(6)(î  — 6)   ■    ■■■       (1  — /îiF'2(/)(t— /) 


HAClNKh    UL    l.\    ru.\(.riO.N    Jj'IlKMlyli:    l>i:    ShCUMlK    i:sPKCK.  {il 

liiil   \()ir  (jiir  cps  |);iss;ii;<'-^  onl  ln'ii  «iii  m't,'ali(  :iii  positif:  on   ;i  duiit 

■"•'  :r- r  =  —  «• 

<P(  —  e'  ) 

el  nous  t>ii  rnncliHiii^  cdli'  ^i-ciiihIi'  ichiliuii 

lad   ii  =  — //  —  1. 
•  1 

Les  côtés  ilii  l'eclaiij^lc  i|iii  nous  icsUmiI  ;i  (•()ii><i(l('rer  <'on(liiiseiil 
aux  «.'xpressions 

/(  //r  -.-  //       <■/  I  —  I  /.ir.  -4-  fi  -4--  if  )*  |(       i  )*  e"+"  |       H  ((  —  i/  e""*-"  ] 

cl 

/(  /./-  — a  -r-  //  )  -^  (  hi~—  (i  -+-  t'O*!*  —  i/  e-'»+"]  —  Il  (<    -  i  )'  e-"-^''J, 

(|iM  prcnneni  pour  de  «grandes  valeurs  de  la  consLanle  a  une  forme 
exlrèinenicnl  sini|)le. 

Soil  il  abord,  en  développ;ml  snivnnl  les  piiissonres  descen- 
dantes de  re\|)onentielle, 

^{ei)  —  ne"'  -^  ...\ 

hi  première  se  rediiil  an  seul  lerine 

aa(  —  I  )"*  e""  i  cos  ni  ~  / sin  nt), 

,                       Q  .    I                  .    ,  sin  «/         ...  •    r-    •         <>   • 

et  le  rapport  t:  a  'J^  quanlile qui  devient  intime/?  tois  en  pas- 

ri  F  1  cosnt    *■  '■ 

sant  du  positif  au  négatif  lorsque  t  croît  de  zéro  à  tt.  Pour  obtenir 
la  seconde,  on  emploiera  les  développements  de  II  (e')  el  de  <!>(<?' j 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  e'.  En  négligeant  l'expo- 
nentielle e"^^'' .  la  partie  réelle  P  est  une  constante,  de  sorte  (|ue 
l'indice  relatif  au  quatrième  cot<"  du  rectangle  est  nul. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'établir  donnent  immédiatement 
l'indice  relatif  au  contour  lolal  du  rectangle  ;  en  observant  (jne 
1  indice  du  côt»'-  parallèle  à  la  base  doit  être  changé  de  signe  afin 
d'avoir  égard  au  sens  dans  le(juel  il  est  parcouru,  on  obtient  les 
conclusions  suivantes  : 

i"  T^orsque  l'entier  A  auquel  correspond  la  base  est  un  noml)re 
pair  o.  /,  la  somme  des  indices  —  i ,  /?,  ;t  -4-  i  est  égale  à  9.  n  ;  l'équa- 
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lion  Q"(.r)^  o  a  donc  n  racines  comprises  entre  les  deux  paral- 
lèles y  =  2  /tx,  y  =  (  2  /  +  i)  7i. 

2"  Mais  si  la  base  correspond  à  un  entier  impair  /r  =  2  /  +  i ,  les 
indices  étant — /î,  —1,  /?,  i,  leur  somme  est  nulle,  et  il  n'existe 
aucune  racine  entre  les  droites  j^  =  (2  /  H-  1)  tt  et  jk  =  (2/  H-  2)  tc. 

L'analyse  précédente  doit  être  légèrement  modifiée  lorsqu'il 
s'agit  de  la  portion  tlu  plan  limitée  par  l'axe  des  abscisses  et  la 
droite  j^  =  -  ;  le  long  de  l'axe,  en  efifet,  la  fonclioii  f  {x)  est  réelle 
et  n'a  pas  la  forme  P  -h  «  Q.  Nous  considérerons  une  parallèle  infini- 
ment voisine  représentée  par  l'équation  z^^t-k-io,  en  supposant 
que  0  soit  infiniment  petit  et  positif.  Avant  ainsi 

■     f{z)=f{t)  +  iof'{t). 

l'indice  de  ^  sera  celui  de  la  quantité*  ^,     »  (lui  est  ésfal  à  —  a.  si 
P  ^  fit)      ^  "  ' 

l'on  désigne   par  u.  le    nombre  des  racines  réelles  de   l'équation 
f{t)  =  o.   L'indice  du  contour  du  rectangle  est  donc 

—  [ji  -^  rt  -H  n  -f-  1 

et  sera  connu  lorsque  nous  aurons  obtenu  le  nombre  |jl.  J'em- 
ploierai dans  ce  but  celle  expression  de  Q"(\2"),  la  première  qui  se 
soit  ofTerte.  à  savoii' 


(.r^—  1)  F-''  (x) 


Elle  montre  que  cette  fonction  reste  toujours  de  même  signe  el 
positive,  lorsque  la  variable  est  en  valeur  absolue  supérieure  à 
l'unité.  On  voit  aussi  que  Ç)"  (x)  s'évanouit  pour  ic  infini,  le  déve- 
loppement de  l'intégrale  suivant  les  puissances  descendantes  de  la 

variable  commençant  pai-  un  ternie— jj^-  Par  conséquent,  à  l'égard 
de  t  (|ui  est  lié  à  x  par  la  relation 


j: 


e'  —  I 


on  n'a  que  la  racine  /  =  o  avec  l'ordre  de  multiplicité  /i  -h  i  •  Mais 
l'indice  de"-^r- — ~  représente  le  nombre  des  racines  réelles  qui  sont 
distinctes,  sans  avoir  égard  à  l'ordre  de  multiplicité  ;  le  nombre  a 


\: 
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rsl  donc  égitl  .1  I  uiiilt',  «'l  il  csl  «'liihli  (|ii('  l;i  |i(Hii<)ii  «lu  |>l.iii  (|iie 
nous  venons  ilc  considëier  citnliiiil  //  liicines  coniiiK'  (uiilo  r<'lles 
i|iii  sdiil  (((Miitrises  en  Ire  les  ilimies  y  =  ;>.  /iî,  y  =  (  '21  -{-  \)t:. 

[  Ml'  (loniitTc  reni;H(|iM*  nous  rtïsle  ;i  l;iii'«'. 

L'ë(Hialion  i|iii  viiiil  ilc  lums  occupera  ses  racines  imaj^inaires 
tonjugut'es  |)uis(|u"(llf  <st  a  (Nieflicienls  réels,  et  ces  racin(rs  sonl 
deux  à  deux  égales  et  de  sijjnes  contraires.  Kilos  se  Iroiivenl  donc  en 
nombre  pair-  it  représente-e-  pai-  les  (piantités  g-{-f/i^  — g ->r  ili-, 
dans  la  région  où  nous  \ étions  de  démon Irer  que  leur  uoinhre  est  /i, 
à  moins  cnie  l'on  n'ait  jÇ'  =  o.  De  là  lésullr.  Iors(jue  //  «si  impaii', 
l'existence  <l  un  nombre  impair  de  racines  telles  que  c  =  ///,  où  la 
<|uanlité  //  csl  comprise  entre  les  limites  ■>. /t:  et  (2/-I-1)-.  C'est 
ce  qu'il  s'agit  de  reconnaître. 

J'observe,  dans  ce  bul,  (iiien  posant  ^  =  /u  dans  I  expression 


on  en  tire 


e~-r- 1 
X  —  —: » 


./■  =  —  cot  -• 
/  J. 


J>a  ir.insloiniée  eu  iÇ  de  l'équation  y(^)  =  o  est  donc 


i^ 


^(r-'^^D-'^l^'^^^)^'^' 


et.  si  Ton  ('•(•rit  pour  un  moment 
\V  {x)  =  ax"^'^x"~^^.  .  .-^\-  mx,      \\{  x)  =  ax"-'^-\-bx"-^ 

on  l'obtient  ainsi  sous  forme  entière 

—  «in  -     ni-  cos  -)       -4-6sin'--(-  cos  -  ) 


r  \  n-3 


p%\ 


n"-iS   I   =0. 


Faisons  maintenant  dans  le  premier  membre  les  substitutions 
JI  =  2/77,  s  =  (2/ +  i)- ;  en  se  servant  de  la  condition  que /*  est 
impair,  les  résultats  seront 


n  — I 


2/-a(— i)   -  .  — /?(— I)'". 

et  il  faut  établir  qu'ils  sont  de  signes  contraires.  Remarquant,  à  cet 
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eflel,  que  p  est   la  valeur  de  R(x)  pour  jj?  =  o,   on  est  amené  à 
recourir  à  l'expression  de  M.  ChrislofTel 


i  .n 


in  —  3  2/1  —  9     Y 


3  (n—  i) 


5  (  «  —  2  ) 


Mais  cette  formule  ne  conduit  pas  au  but,  les  polynômes  d'indices 
pairs  Xo,  Xo,  X^,  ...  présentant  la  succession  des  signes  +,  — , 
+  ,...,  lorsqu'on  suppose  x^=o.  Nous  emploierons  un  autre 
résultat  de  l'illustre  géomètre;  je  ferai  usage  de  l'équation  suivante 


R„X^— \„R^,=^-j— -y^-j-'  (5  =  0,1,2, 


. .  n  —  V  —  I  j 


dans  le  cas  particulier  de  r=  o.  Elle  donne  cette  expression 

Xq  a,j_i       Xi  a„_2  ^«—1  Ao 


Kix)  = 


n 


H  —  1 


dont  tous  les  termes  ont  pour  j?  =  o  le  signe  de  ( —  1)  -  ;  le  coef- 
ficient a  étant  positif,  il  est  prouvé  que  les  substitutions  ^  =  2/-, 
'C=  (^1 1 -\- \)  r.  conduisent,  comme  nous   voulions  létaldir,  à  des 


résultats  de  signes  contraires. 


La  fonction  sphérique  de  seconde  espèce  définie  à  l'intérieur  de 
la  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité,  dont  le  centre  est  à  l'ori- 
gine, par  la  formule 


On(x)^~¥{x)\o^^-^^—  R(:r), 


se  traite  de  la  même  manière  et  par  le  même  |)rocédé. 

Ainsi,  en  posant  -; ■=.  e',  nous  obtenons  une  fonction  holo- 

morplie  de  :; 


I  —  X 


/(^)  =  5<J>(e  =  j-ll(e^j, 


ou  l  on  a 


<l>(e=)=  i(>c^i)«F  (—_ Î-),  ll(e=)  =  (e^^irK  l-. ^) 


Soit  ensuite, 


s  :=  lÙT.  -r-  /,  -   =  ki—  ^-  <(  -r-  it, 


et  faisons  successivement /(-3)  =  P  -h  iQ.  On  trouvera  en  premier 
lieu,   suivant  que   /:  est    pair    ou   impair,    Ind  p  ^  —  n  —  1,    ou 
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In  il  —, I  :  iiiil^.  siii\  .ml  ijiM-  l.i  (  .in-<l.iiil<-  ii  Mij>[ti»^»''<'  Irr*;  ^.Tiin'lc 

est  posihNf  iMi  iiéj;iili\e.  Iiul  v;  ^^  /'  <•"  I'""  liitl  -p  --  »»•  A  I  ôi^aid  du 

iionihn-  ;jL  tles  racint'M<*elle>.  jr  cli)isà  M.  Slit-lt  jrs  la  niiiarqiif  qii  il 
itsiille  il  iiM  llu'-uirm»'  <;<''iMM-al  de  Sliinii  ^tii  les  solutions  diinr 
équation  dillV-rcnlipllc  liiM'aiic  du  second  ordrr.  .|iir  l'on  a 
>x=^  n-\-  \ .  dcii\  racines  conséculives  coinprenani  loiijonrs  unr 
racine  lie  \„  =  o.  (Vest  ce  (|4ii    n'sidle  aussi  de  rex|>ressi(in  déjà 

eniplovcc 

K    ./,  A  H  !.• 

— -: = •    r  +  •  •  . > 

V  (jr)       X       a         .r  —  (>  ■''    -  ' 

où  les  numérateurs  des  fractions  simples  sont  tous  positifs. 

Supposons  (pie  l'on  ail  r/  <  6  <  c  ■<...«</.  el  écrivons  le  pn- 
niiiT  MiemUre  sous  la  foinn- 

I  .        < 


-  idg  — 


-  .7-       j^  T  —  a 
(Jii  \  oil  ipif  la  (Il  ri\  éc 

I  —  ./■'      ^i  ./•      n  l'- 


étant continue  et  posili\c,  lortpie  la  variable  croil  de  fin  h  par 
exemple,  l'équation  ne  pciil  ;ivoir  (pi'iine  seule  et  unique  racine 
dans  cel  intervalle;  il  en  est  de  même  entre  les  limites — i  el  a 
dune  part,  /  el  i  de  l'aulrc.  lù  comn)e.  en  faisant  dans  Texpres- 
sion  considérée  les  suhslilulions  x  :=  a -h  o,  x  ^=^  0  —  o,  ou  o  esl 
infiniment  petit  et   positif,  un  obtient  des  résultats  de  sij;nes  con- 

liaires,  -^  et  —  —  ;  qu  il  en  est  de  même  si  I  on  suppose  .r  =  —  i  -h  o, 

X  =:  a  —  0,  et  enfin  .r  =  /  A-r».  .r  =  \  — o.  on  a  ainsi  démontre- 
l'existence  de  n  +  i  racines.  |>la('ées  chacune  entre  deux  termes 
consécutifs  de  la  suite 

—  i ,  a,  h,  c /,  —  I . 

Ce  point  établi  el  après  avoii-  remar(|ué  la  relation 

•'  e"- 

ii  suflira  d'énoncer  les  conclusions  suivantes  : 
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L'équation /(;)  =  o  admet  /i  racines  qui  sont  comprises  dans 
l'intervalle  des  parallèles  y  =  (2  / — 1)77,  y=2/7c,  et  il  n'y  en  a 
aucune  entre  les  droites j'=  2  /tt,  j-=:  (^:il  -\-  1)71,  pour  /  ==  i  ^  2,. .  .. 

Il  n'y  a  de  même  aucune  racine  dans  la  région  comprise  entre  une 
parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  à  une  distance  infiniment  petite  au- 
dessus  de  cet  axe,  et  la  droite  r  =  tz. 

Enfin,  et  dans  le  cas  de  n  impair,  il  existe,  représentées  par  la 
l'orme  H  :=  i/i,  un  nombre  impair  de  racines  où  h  est  renfermé 
entre  les  limites  (  2  /  H-  i  )  -  et  2  /-. 


i-:\.Tu\ir  i>i  s'i.  ii'TTMi-;  \i)i{i:ssi:ii  a  m.  s  I'Inciikiu.i: 


SIK 
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Rendiconli  dcl  Circolo  inatematico  di  Palermo,  t.  \',  1X91,  [>.  \'>')-\^-. 


Soilj'  =  -r-  lii  litiimilr  (le  .liiioln  |Kttii-  la  I  iaii.>lurmali()U  d  oiili'c  /<, 


qui  donne  1  équalnni 

dy  dx 


v/(i— .r-j  (•  -'f^'-y^y     M  V' ( i—x^)(\  —  /. 2 x-^) 

Je  dis  (|n  en  itosaiil 

o  (x)  =  Aoif''-*-'  -f-  A,.r"    '  -t-  A2.r"-3-f-.  .  .-f-  A„+  1, 
•1{t)  =  B,j7"-2-T-  B.,j?"-i-r-. .  .-•-  B„_,  .r, 

on    penl  disjjoser   des   /*  -h  1  e  oelficienls   Ao,  A|,  Ao 1]„,  B,, 

Bj de  nnmière  (|ue  le  polvnornc  enlier  en  x 

0^x)  —  •l^-(x){l  —  J-2)  (  I  —  /.2  J"2) 

adinelte  le  faeleur  U  —  \  y.  Ileniplaeons.  en  ell'eL,  dans  Texpres- 
sion 

'f.  (x)  —  •il  (x)  /(i  —  X-)  (  I  —  Ic'x-), 

le  radical  par  la  \alenr  rationnelle  en  x^  qu'on  lire  de  réqiiation 

dilTérentielle,  et  qui  est  aflectée  du  facteur  \/(i — y"j('  — ''"JK")? 
les  n  H-  I  coefficients  f(ui  entrent  sous  forme  homogène  se  déter- 
minent, en  fonction  rationnelle  de  x,  en  écrivant  que  les  11  racines 

Il    —  IV.  ?2 
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de  l'équation  U  —  Vj"  =  o  salisfont  à  l'égalité 


cp  (.t)  —  6  (rr)  v/(i  —  X-)  (i  —  k-x-)  =  o. 

Vous  voyez  en  même  temps  que  les  quantités  B„,  B,, .  . .,  d'une 

p.irt,  et  Aoy/Ô— ;)•-)  (i  —V-y'^),  A,  \J{\  —y-)  {i—'h-y-}, . . .  sont 
liUionnelles  en  x  et  y. 

Ceci  posé,  j'observe  que  la  relation 

œ2(j:)_  J,2(ar)('i  — .-r2)  (i  —  h'- x^-)  =  o, 

ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  x,  admettra,  avec  le 
facteur  U  —  Vj)^,  un  autre  qui  en  résulte  en  changeant  x  en  —  x. 
c'est-à-dire  L  +  Vy.  Mais  elle  est  du  degré  ii  -\-  i  par  rapport 
à  x-  et  a,  par  conséquent,  cette  forme 

A(U2-V2jK2)[:r2-0nr)]  =  o. 

oià  il  est  aisé  de  voir  que  0  (y)  est  une  fonction  rationnelle  de  y. 
on  l'obtient  immédiatement  au  moyen  du  théorème  d'Abel. 

Soit,  en  effet,  j^  =  sn  (  tt'  ^0  j  nous  aurons,  comme  on  sait. 


.M       . 


x'-—  sn^     u 


V^  — 

sn^l^i 

4  w  \ 

4(' 

—  1) 

^)], 

a 

U)  ayant  la  signification  donnée  au  paragraphe  ^20  des  Fundainenta. 


La  somme  des  divers  arguments 


4  oj  4  (  ^  —  1  )  w 

u  H j  •  •  •  ;  M 


Il  n 


est,  par  suite,  nii^  en  négligeant  les  périodes;  d'où  cette  conclusion 
bien  facile  que,  pour 

on  a 

0(jk)  =  sn(/iM). 

Revenons   à  la  variable  .r,   et  soit  r  =  t;  =  À(^)  ;  la  fonction 

rationnelle  ^{y\  est  donc  telle  que  6[X(.r)]  représentée  formule 
de  substitution  qui  donne  la  multiplication  de  l'argument  par  /?  ; 
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0(.r)  est,    pai-  coiiséqiniil.    I  t'\|>ressioii  corresponilaiilc  i\   rr  (jnr 
J.iriilii  .1  MDiiiiiK-  1(1  siibstiliitiitii  sn/ip/t'tm'ntaire  y  =  H{x). 
l'.nlin.  je  reiMar(|iie  (|n  t*n  f;u-«anl 

'       V,(a7)  '       \(x) 

ou  ;i  I;)  r  l'hihoii  >>iii  s.intt' 

=  m^T.y)  (i  —  y-){i  —  l\y*-)—  'lHx,y)  (i  —  T^)  (i  -  t'j-'), 

où  C2  ( ./',  vi  et  'Kx,  y)  sont  des  cMianlilés  ralionuelles  et  culières 
en  X  et  >'.  C'est  ce  polvnonio 

V  (T,y)  =  o'i(J-.y)(i—^y'){i  —  X-j-)—  'l-{x,j'  )(i  —  x^-)(\  —  ir-r-i) 

dont  il  serait  l)ieii  important  d'obtenii-  un  mode  de  formation 
puiemenl  alj^ébrique;  j'ai  seulement  fait  la  remarque  qu'en  posant 
les  é(| nations 

rt'lliiiiiiaiion  de  ;  conduit  à  une  expression  de  y  en  x  ([ui  est  la 
iormide  pour  la  mulliplicalion. 

l^niis.  2o  avril  i*^|)i. 


iNOTE   SLR   M.   KRONECKER. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  C\I\  ,  1892,  p.  19- <i. 


La  Science  mathématique  et  l'Académie  vieonent  défaire  une 
grande,  une  irréparable  perte  :  notre  illustre  Correspondant, 
M.  Kronecker,  est  mort  à  Berlin,  le  29  décembre  dernier,  après 
une  courte  maladie. 

Notre  Confrère  s'est  mis  au  rang  des  grands  géomètres  par 
d'éclatantes  découvertes  dans  la  théorie  des  nombres,  qui  lui 
assurent  une  gloire  impérissable  en  associant  son  nom  à  ceux  de 
Gauss,  de  Dirichlet  et  d'Eisenstein.  Son  génie  s'est  aussi  montré 
dans  un  grand  nombre  de  travaux  concernant  l'Algèbre  pure,  la 
haute  Analyse,  la  Physique  mathématique  ;  je  rappellerai  seulement, 
et  en  peu  de  mots,  ceux  qui  ont  pour  objet  l'Arithmétique  et  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Les  Fundamenta  de  Jacobi  avaient  ouvert  pour  la  théorie  des 
nombres  un  nouveau  point  de  vue,  en  faisant  connaître  des  propo- 
sitions extrêmement  intéressantes  sur  la  décomposition  des  entiers 
en  cari'és,  établies  jiar  d'autres  méthodes  que  celles  de  Gauss^  au 
moyen  d'identités  qui  les  mettaient  immédiatement  en  évidence. 
L'œuvre  capitale  de  M.  Kronecker  est  d'avoir  trouvé,  dans  la  tliéorie 
de  la  transformation  et  l'étude  des  modules  singuliers  donnant  lieu 
à  la  multiplication  complexe,  une  source  d'un  accès  plus  difficile, 
mais  infiniment  plus  féconde  pour  l'Arithmétique.  Dès  ses  premiers 
pas  dans  cette  voie,  qu'il  devait  suivre  avec  tant  d«'  succès,  notre 
Confrère  découvre  sur  le  nombre  des  classes  de  formes  quadra- 
tiques, de  déterminant  négatif,  des  théorèmes  d'un  caractère  tout 
nouveau,  qui  ont  été  accueillis  avec  une  admiration  unanime. 
C'était  continuer,  après  Dirichlet,  qui,  le  premier,  a  obtenu 
l'expression  du  nombre  des  classes,  la   marche  en  avant  dans  la 
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formule  lli«ji)ric  loiuli'-e  |>i«r  le  j^éuie  de  (iaus-».  De  riiuisfaiix  elIoiLs 
le  contluisenl  (■ii><iiit('  à  une  aiiln*  (léeoiiverlc  plus  piofonde  ri  jiliis 
(llflieile,  on  iiili-rvicnt  la  dish-ihiiliiui  en  j;enre>  de  ren>eml)l<'  des 
classes  de  même  déterminant. 

M.  k  nineckcr  t'iahlit  (jnà  eliaqne  classe  de  loiine  (inadraliciue 
<-c)ri'es|)ond  un  module  siat;idier  i|ul  permel  la  multiplication 
complexe;  à  I  cnsemlde  des  classes  de  même  dê'tci'minanl ,  une 
ê(|ualion  al;4^t'l)riqne  à  coefficients  rationnels  dont  il  parvient  à 
dtMnonlrer  riiiéductibilité,  et  à  la  disirihulion  en  -genres,  une 
décomposition  en  lacleurs  s'oblenanl  par  ladjonet  ion  des  racines 
carrées  des  diviseurs  premiers  du  délerminaiit,  ipii  donnent  les 
caractères  des  jrenres. 

.le  m'arrêterai  un  inslanl  à  ces  résultats,  dont  la  place  est  à 
jamais  niarcjuée  dans  la  Science. 

La  théorie  des  formes  quadratiques  est  la  plus  importante  partie 
de  Disqiiisitiones  arilluncdrtc  de(jiaiiss  :  elle  commence  avec  les 
énoncés  célèbres  de  Fermât,  elle  se  poursuit,  pendant  un  siècle  et 
demi  de  travaux  isolés,  avec  les  découvertes  d'Euler,  de  Lagrange, 
de  Legendre,  celles  île  Gauss  lui-même,  pour  arriver  à  cette 
profonde  unité  qu'on  admire  dans  son  Ouvrage.  Mais  ces  illustres 
géomètres,  en  n'ayant  en  vue  et  pour  but  de  leurs  efforts  que  les 
j)ropriétés  des  nombres  entiers,  tendaient,  à  leur  insu,  \er-^  un 
autre  objet.  M.  Kronecker  a  mis  en  (complète  évidence  que  la 
théorie  des  formes  quadratiques,  de  déterminant  négatif,  a  été  une 
anticipation  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de  telle  sorte 
que  les  notions  de  classes  et  de  genres,  celle  des  déterminants 
réguliers  et  de  l'exposant  dirrégularité,  auraient  pu  s'obtenir  par 
l'étude  analytique  et  l'examen  des  propriétés  de  la  transcendante. 
Cette  correspondance  que  rien  ne  pouvait  faire  prévoir,  entre  deux 
ordres  si  distincts,  si  éloignés  de  connaissances  mathématiques  est 
une  surprise  pour  l'esprit;  elle  appelle  l'attention  sur  la  marchede 
la  Science  qui  nous  est,  en  partie,  cachée,  et  sur  une  secrète  coor- 
dination de  nos  travaux  qui  seconde  nos  efforts  et  concourt  à  son 
développement.  J^a  voie  féconde  que  s'était  ouverte  M.  Kronecker 
a  été  suivie,  avec  succès,  par  d'éminents  géomètres;  M.  W  eber  a 
publié  récemment  un  Ouvrage  du  plus  grand  mérite,  où  sont 
approfondies  ces  difficiles  questions;  elles  ont  été  aussi  le  sujet  des 
recherches  de  M.  Kieperf,  de  M.  Greenhill,  et  notre  bien  regretté 
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Confrère  Halphen  y   a  consacré  les   derniers  efforts  de  son  beau 
talent. 

Mais  la  trace  impérissable,  laissée  daus  la  Science  par  M.  Rro- 
necker,  ne  se  borne  pas  à  ces  découvertes  qui  suffiraient  seules  à 
son  illnslration.  Sans  quitter  le  domaine  des  fonctions  elliptiques, 
je  dois  rappeler  encore  la  résolution  de  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  qu'il  a  obtenue  au  moyen  des  relations  données 
par  Jacobi  entie  le  module  et  le  multiplicateur,  dans  la  théorie  de 
la  transformation. 

Notre  illustre  Correspondant  aimait  l'Académie,  où  il  avait  été 
appelé  en  i8(38,  et  plusieurs  fois  il  est  venu  prendre  place  parmi 
ses  Confrères;  il  avait  été  décoré  de  la  Légion  d'honneur,  en  1882, 
sur  la  proposition  de  M.  de  Frejcinet.  Ses  dernières  pensées,  avant 
la  maladie  qui  devait  l'emporter,  avaient  pour  objet  une  question 
fondamentale  d'Analyse  :  l'expression,  au  moyen  d'intégrales 
multiples,  du  nombre  des  solutions  d'un  système  d'é([uations  à 
plusieurs  inconnues.  Nous  les  avons  recueillies  dans  une  lettre 
communiquée,  à  notre  précédente  séance,  par  M.  Picard;  elle  n'a 
paru  qu'après  sa  mort. 

La  louange  se  tait  devant  le  deuil  de  la  Science  et  l'émotion 
causée,  dans  tout  le  monde  mathématique,  par  la  perle  cruelle  du 
grand  Géomètre;  à  ces  regrets  douloureux,  à  ces  souvenirs  d'une 
vie  remplie  par  tant  de  travaux  et  de  découvertes^  je  joins  ceux 
d'une  amitié  qui  a  été,  pendant  trente  années,  l'honneurde  ma  vie 
scientifique  et  que  je  ne  retrouverai  plus. 


SI  II 
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MéniDire  de  l'Avitdcinie  tchi-ijuc  <li'  l'raf^ur,  \S\)i 
et  A/in.  (Il-  lu  l'ac.  des  Se.  de  '/'nu/oiise,  I.  \  I.   1S9'.  p.  I-.i-i  >. 


I  );iii>  If  |):ir;ij;rii|)li('  ',]"!  des  l' iiiulii  nicii  la  Jiicohi  a  lait  la  1  rinai(|iic 
i|UL'  si  luii  clésij;no  |iai'  ),  I  1111  îles  modules  relalils  à  la  li<in.stor- 
niallon  d'orflre  impair  //.  par  /.'  son  compIf'iiK'iiL  ou  a,  entre  les 
fonelions  complètes  A.  A  aualo|j;ues  à  K  et  K',  et  le  niullipli- 
caleur  M,  les  relations  Minantes 

a  K  ^  ih  \\ 


a  A  H-  t3  A'  = 


/mM 


7.'  \'    -  l'i' \  ^ , 

//  M 

OÙ  rt,  a\  y.,  y.  soûl  des  nombres  impairs,  A,  h' .  ,3,  ^i'  des  nombres 
pairs,  satisfaisant  aux  conditions  aa  -\- bb' ^=  ti,  aa' -f- |jjii' =  1 . 
Puis  il  ajoute  en  note  :  «  Accuralior  numeroiiiin  a,  a\  b,  b\  etc. 
determinatio  pro  singuUs  ejusdem  ordinis  transfonnationibus 
uravibiis  laborare  dij/iadlallbus  videlur.  Iinnio  Jiaec  determi- 
natio, nisi  egregie  falliinur,  maxime  a  limitibus  pendet,  inter 
(juos  modulus  /■  versatur,  ita  ut  pro  limilibiis  diversis  plane 
alla  évadât  :  quod  quani  intricatani  reddat  questionem,  ex- 
pertus  cognoscet.,  etc.  ».  C'est  dans  le  but  d'éviter  ces  difficultés 
que  j'ai  modifié  le  point  de  vue  du  grand  géomètre  dans  la  théorie 
de  la  transformation:  j'ai  suivi  une  marche  inverse,  je  me  suis 
donné  a  priori  les  relations  entre  K.,  K',  A,  A',  pour  en  conclure 
les  formules  analytiques  de  la  transformation,  que  Jacobi,  au 
contraire,  établit  en  premier  lieu,  et  j'ai  posé  la  question  comme 
il  suit  ('). 

('  )  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  .'1°  cdit.,  p.  2(J5. 
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Soient,  avec  une  lég^ère  modification  des  notations   employées 
dans  les  Fundamenta, 

do  , ,        C  do 


-0     yi  —  /^sin^ci       "  J^     y/i 


y/i  —  /''^  sin^co 

les  ménirs  ([uanlités  que  K  et  R',  relati\es  à  un  autre  module  /. 
et  à  son  complément  /'=y'i  —  /-.  On  propose  de  déterminer  ce 
module  ainsi  que   la  constante  M,  de  telle  sorte  que   sn^TT'  0- 

cn/^j  /l,  dnf--,  I\   admettent  poui-  périodes   ak   et   2/R',   et 

s'expriment,  par  conséquent,  au  moyen  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  module  /.. 
Nous  ferons  pour  cela 

(A)  ^ 


I  iK' 

[1^  =  ' 


L  -^  id  V. 


(i ,  h,  c,  d  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  avec  la  condi- 
tion  que  le  déterminant  ad  —  hc  soit  positif",  afin   que  la  partie 

L'      . 
réelle  du  quotient -r^  soit  positive.  On  aura  ainsi  les  égalités 

cil  (  -^ ,  /  j      =  (  -  I  )"+''  c"  (  ^  '  l 


pu 


IS 


M 

37  -!-  2  « 

K' 

M 

.r  -f-  21 

K' 

X 


Cela  étant,  la  recherche  des  formules  de  transformation  repose  en 
entier  sur  les  propiiétés  de  la  fonction 


Tn  vN-'HiHM  VI  ii»N  iiKs  Ki)N<:rioNs  ei.lii'TI(.>l'k.s.  ii') 

nui  coiisisltiit  ihms  les  relations  siiivnnlfs  : 

Ce  sont  aussi  ces  égaillés  dont  je  l't  r.ii  u>;i^e  pour  I  ol)jcl  de 
celle  N()h',  et  )'iu(li(|ueiiii  d'alMUcI  une  uiélliode  facile  poiii  v 
parvenir. 

Je  renKir<|iir.  à  cet  ellel.  (|ir,iv;int 

,  iT^nir        T.iii'\. 

h(  -^^   l\  =5j  '~  "'"  ''    '*'  '  <  w  =  <).  it  I,  ±  a,   .  .  .). 

nous  pouvons  écrire 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 

hx-  inx        iin-\J 

Remplaçons  niainlenanl.  iliin?.  le  dernier  lerine,  i\.'  par  la  valeur 
tirée  de  la  première  des  équations  (  V),  on  obtient  ainsi 

bx-         DIX       /;/■-(  K  —  ((\A\)  ' 

'?*^'^'  '"''  =  TkT3ï  ^  r\T  "^         ZTTÂl 

ou  bien 

(hx  —  'mK  )■-        m- a 

De  cette  nouvelle  expression  résulte  immédiatemenl  que  I  on  a 
©(a-  -+-  'iK,  «i  I  =  <s(a7,  m  -\-  h )  -Jt-  (-xm  —  b)fi , 

le  cliangement  de  ^  en  .r  +  2  K.  se  trouve  donc  ramené  à  celui 
de  m  en  m-\~b  qui  peut  toujours  se  faire  dans  une  série  s'étendant 
à  toutes  les  valeurs  de  I  entier  m.  Nous  parvenons  de  cette  manière, 
en  ayant  égard  au  facteur  ( — iV",  à  la  première  des  égalités  à 
démontrer. 

La  seconde  découle  de  ridenlité 

nx-  (dx  -\-  -ii/uK' y-        rn-c 
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on  l'élabllt  en  transformant  comme  il  siiil  la  (|uanlité 

nx-  îôK'-i-nLM      ^        m  x        ini-YJ 

Je  tire  d'abord  des  équations  (A'),  par  l'élimination  de  l/,  rette 

expression 

ibK'^  ,i\M  =  d\\ 

au  mojen  de  laquelle  le  premier  terme  devient  ^  .  .,       ;  je  remplace 

ensuite,  dans  le  dernier  terme,  iU  par  la  valeur  tirée  de  la  seconde 
de  ces  égalités.  Nous  obtenons  ainsi 

nx-  dx-  TUT        /«"-( /K' — cLM) 

ç(a:,  ni)  --  ^-^-j-j-,  =  ji^Y^X  ^  TM  ^  ^^ÏÏM  ' 

ce  qui  démontre  le  résultat  annoncé.  (.)n  en  conclut  comme  tout 
à  1  heure 

et  en  sinipliliant 

'l>(r  -H  oaK')  =  (—1) '--!"' 'l>(3')  e  ^^  ; 

c'est  la  relation  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
On  en  déduit  immédiatement  que  si  l'on  pose 

,  X      ,\        11  (\r) 


Cl 


M       /  *(:r) 

les   fonctions  holomorphes   n(^-),   n,(:r),   <1>|(^)  salisfont  à   des 
relations  analogues,  cl  il  en  i^ésulte  que  les  quatre  quotients 

V(X)  = , 

r>.(x)  —  —— — > 
S(x)  = 


M       /        <^{x) 

IX       \        lli(.r) 


transpoumation  dks  ponctions  Ei.i.ii*Tiori:s.  3;- 

vt'-iiliriil  les  c'j^alilt'"*  siii\iiiilc.s,  (|iii  sont  il  une  ^laiide  mi|»()rliiinr 

P(x  -^  iili')  =  (—  lyd+c+ct+n  V(x), 

Q{x-hiK)    =(—!)'»*-»■"  Q(j-). 

Q(a:H-2iK')  =  (— 1)"'"^'"^"  Q(^^ 

RCr-i-aK)     =(— i)«/'  R(x), 

ï{(.r-h'iiK')  =  {—\y'+"  l'.i  /  '. 

S(a--T->.  K)     ={—i)ab-i-/>  Six), 

S(x^?.iK')=(—ir't+<'^"  S(x). 

(les  «jiianliU'S  soiil  tiinic  dos  loiiclions  duuMeiueiil  |)('iiodi(|ufS, 
avant  un  iiùlo  unique,  x  = /K.',  et,  sauf  un  facteur  constant  qui 
reste  indéterminé,  elles  s'expriment  sous  forme  entière  au  moyen 
de  snj:,  cn.r,  dnx(^).  Nous  en  donnerons  une  expression  dillé- 
rentc  (jui  s  obtient  en  introduisant  les  fonctions  de  Weierstrass, 
définies  par  les  relations 

Six)    -'-^ 

H,(o) 

La  constante  J  désigne  dans  ces  formules  l'intégrale  complèlede 
seconde  espèce,  et  l'on  a,  comme  on  sait, 


J  =   /      A  2  sii^r  dx. 

0 


Posons,  afin  de  passer  au  module  /, 

Ji—  I     i-  sii-O,  l)dx: 


nous  pourrons  écrire 


X      ^       Hw^f       ■■- 


Al     -'  0  =       \       ,e     ^'-^'^ 

M     /        eio.  h 


(')  Cours  d'Analyse,  p.  2S1. 
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Soil  enfin 
(H)  N=     '^'  "^         '''''' 


J.iV12         K         2  KLM 

au  lieti  du  quolienl     ^^        »  on  sera  amené,  en  déterminant  par  la 

condition  S(o)  =  i  le  facteur  nrbilraire  qui  entre  dans  S(^),  à  la 
nouvelle  formule 


et  les  relations 


b(jr  )  —  —  -    ^ 


Al"  (37) 


sn  X  =:  , 

A\{T) 

A\(xh 
cn.r 


dn.r  = 


Al(37) 

A\(xh 


Al{a;) 
nous  donnerons  pareillement 

Al(^,/)      .... 


R(.T)  = 


AI'Ma-) 


\"  .7-'^ 


La  quantité  N  qui  est  mise  en  évidence  dans  ces  expressions  me 
semble  appeler  l'attention  et  avoir,  dans  la  théorie  de  la  transfor- 
mation, un  rôle  important.  Aux  équations  algébriques  entre  A  et  i, 
entre  le  multiplicateur  M  et  le  module  doivent,  en  effet,  s'ajouter 
celles  qu'on  peut  former  entre  N  et  A;  j'ai  essayé  d'ouvrir  la  voie  à 
ces  nouvelles  recherches  par  les  remarques  qui  vont  suivre. 

En  premier  lieu,  j'établirai  les  relations  entre  les  deux  fonctions 
complètes  de  seconde  espèce,  qui  correspondent  aux  égalités 

— -  =  «L  -^  iZ»  L', 
^  =  cL^  idU. 
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Je  rcrnar<|in'  d'ahrii-d  (|iic,  -«i  Ton  |»os«*  ad —  br  --  ii  ^  o\\  v.n  drdiiil 

dW      ihW 


in  L'  = 


M 

c  K  -H  i<i  k 


M 


de  sort»'  (jircn  liraiit  de  I  t''(|iiiilntii  (  li) 


J,        nJLM        i-h 


M  K  .  K 

nous  lidiisoii'^ 

M        \  K    /  7.  K  II 

.rinlr(»duls  maiiHenaiit  la  seconde  lonctioii  complète  de  seconde 
espèce  en  eniployanl  la  relation 

J'K  — JK'=  -, 

■>, 

je  remplace,  à  celefifel,  -^  par  .1' ^,  et  il  vient  après  une  réduc- 
tion facile 

h.  =  di  —  ihy^(dK    -  ihW  )  -  . 
.M  n 

C'est  la  première  r(dation  que  je  voulais  obtenir;  une  autre  sem- 
blable, cjui  concerne  -^,  se  conclut  de  légalité 

J  .  |j  —  J I  L  =  —  > 

V. 

d'où  l'on  tire 

M         LiM         V.  LM' 

en  éliminant  J,  au  mojen  de  l'éqnalion  (B).  Nous  substituerons 
donc  la  valeur 

\M  K  7.  Kl/ 

ce  qui  donne 

Al  K       ^   -       ^  .^1^^,         .^j^i 

Gela  étant,  si  l'on  écrit  d'abord 

-        /-AL  _  -r K  —  ih  r; m  i 
.iLM        TîvF  ~         IkTâî         ' 
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el  quensiiite  on  icmplace  R  —  ibh'M  par  r^LM,  el  L'AI  par 


—  cK  -+-  iaK' 

—  j 


in 
cette  expression  devient 


'•'■=.-. 


iaK'\  ,-         •    ,^-    î^        '«" 


JVl  \  l\    /  ^  /i         2  K 

JK'  TT     \  ^  ...      ,.,      N 

\  Iv  ■>.K/  n 

el,  par  conséquent, 

Il  importe  d'observer  que  dans  ces  résultats  la  quantité  JN, 
comme  nous  allons  l'établir,  est  une  fon(;iion  ali;ébrique  du  mo- 
dule. Considérons,  pour  en  donner  un  exemple,  le  cas  simple  de 
la  transformation  du  second  ordre  ;  au  théorème  II  du  paragraphe  37 
des  Fundamenta^  en  remplaçant  q  par  r/-,  les  quantités  k, 
K.  et  K'  deviennent 

77»      K,     H-A-')K: 

nous  ajouterons  que  J  et  J'  se  changent  en 

%,(j  — -AMv)      et     — î-r;(2J'— A-2K). 


1  -+-  A'  \  1         J  1-4-  k 

On  remarquera  encore  que  les  relations  auxquelles  nous  venons 
de  parvenir  peuvent  être  présentées  sous  une  forme  plus  simple; 
en  se  rappelant  qu'on  a  posé  ad —  bc  =  ii,  on  en  déduit  aisément 
les  égalités 

— -^ !■  =  i«J'-f-  dv'N; 

dont  nous  allons  montrer  les  conséquences. 

Multiplions  la  première  par  J',  la  seconde  par  J,  et  retranchons 
membre  à  membre,  on  obtiendra  d'abord  celte  nouvelle  expression 
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de  N.  à  snvoir 

—  \  -    . ,  I  1  t  "  1 1    -    il'  .1 ,  >  -T-  t  J  (  »•  J I  -i-  icli  ,  I J 
=  -^1'/.!  J,       ./JJ'i    ,    t.A.I  .1,       <-.IJ,  ,|. 

OÙ  irciiii.iii  (|ii('  les  iiiléj^rales  complt'les  de  seconde  espèce. 

Soient  ensiiile 

l   —  a  L  -+-  «6  L', 

on  a  ces  dt-nx  lelalions 

que  je  vais  employer  poiii-  ilillérenlier  par  rap|)oil  à  A  l'éj^alilé 

--=/'/ L  -H  ib\J  ou   bien  K  =  MU. 

IVl 

Mous  Iriiiivuns  ainsi 

(/.■2K-J;^  =  U  JM4-M(/2U_  v;^; 

cela  étanl,  j'exprime  en  J  el  K  le  second  membre,  en  remplaçant  U 
et  \   par  les  valeurs 

^-  M' 

V  =  M(«J  +  KN). 

('e  calcul  nous  donne 

ce  cpii  est  une  relation  linéaire  homogène  entre  J  et  K.  On  aurait 
évidemment  le  même  résultat  en  J'  et  K',  en  posant 

\  =  c]-r-idy, 
pour  difTérentier  l'égalité  fK'=  M(cL  + /f/L')  ;  il  faut  donc  que 
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les  coefficients  de  .1  et  K  soient  séparément  nuls,  Je  déterminant 
.l'K — ,]K'  étant  différent  de  zéro.  Nous  avons,  par  conséquent^ 


Icdk        dn        Idl        ,,,^,  dl 

La  première  de  ces  relations  a  été  découverte  par  Jacobi  et 
donnée  dans  le  paragraphe  32  des  Fundamenta;  on  sait  qu'elle 
est  d'une  importance  capitale  dans  la  théorie  de  la  transformation. 
Elle  permet  d'écrire  la  seconde  sous  la  ("orme 

kdk  _(m__ldl       ndk 

et  nous  en  tirons   l'expression  suivante   qui  est  purement  algé- 
brique, comme  nous  l'avons  annoncé, 

je  vais  en  faire  quelques  applications. 

Je  considère  d'abord  le  cas  de  la  transformation  du  second 
ordre  où  l'on  a 


-k 

On  en  conclut  aisément 

M  A'  \  2       I  +  A 


/'    /    ~  I  — A' 
nous  avons  donc 

D/.log-^  ==  ^, 

ce  qui  donne  immédiatem.ent 

N  =  o.k. 

En  passant  au   cas  de  n  =  3,  j'emploierai   les  expressions  des 
deux  modules  et  du  multiplicateur  qui  ont  été  données  par  Jacobi 


TKANSKOIIM  \Tli»\    lus    KONCTIONS    III.I.IPTIVIJKS.  i  >  i 

•  liins  le  nar.iui  ;i|ilif    l.'l  <l<'^  l'unilnincutd ,  à  savoir 

(7  -k-  a)a' 


A* 


l-t-  'iX 


(  I  —  -XI)* 

M  = 


I  --  ».  a 

<  >ii  rii  liir  ir.ilionl.  |iai'  un  calcul   facile, 

I  —  %-)(i-^  m)- 


X'2  = 


I  -i-  aa 

(I  — aî)(i  — ot)* 


(I  ou 


et.  par  conséquent. 


A^  _  (i  +  g)(i-i-?.g) 
/'   ~  I  — a 

M/.'         I    -a 


/'  1  — a 

Ajanl  ainsi  la  forniiile 


rt  loi? 

"  I  —  a 


nous  écrirons  (J'al)ord 


N  =  GÂ// 


r//.    I 


Vm  remar(|uanl  ciisuile  (|ue  i  on  a 


3  kk'^-  -rr  =  (  i  —  a-  )  (  u  a;  -+-  a^  ), 
aU 


nous  parvenons  à  l'expression  suivante 

>'  =  2(2  2  -i-  a'). 

On  en  conclut,  si  1  on  résout  par  r:j|)poi  t  à  a, 


a  r= I 


/'->' 


et,  en  substituant  dans  la  \aleur  de /.-',  on  trouve  l'équation  entre  N 
et  A-,  à  la(|uelle  nous  voulions  parvenir,  à  savoir 

(  t)*-  6/"  (  ^)'  -  (4  /^-  -^  4/''*)  ^  -  3/.5  =  o. 
H.  —  IV.  2J 
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Nous  rapprocherons  ce  résultai  de  la  i'orimile 


en  cons 


idéraDl  le  numéraLeur  elle  fail  voir  siir-le-champ  .pie  l'on  a 


2  7?iK  -f-  iiiiW 

N  =  —  -2  A-  ?n2 ^ j 


/??,  et  /i  étant  deux  entiers  cpielconques. 


A 


% 


NOlICIi 


SCR 


LES  riwvvrx  ni:  m.  ki  mmi:h. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  GX\  I,  i8<)3.  |i.  i  KiJ-i  Mi^. 


L;i  \  ie  scieiililiqiic  (le  I  illuslre  géomèh'e  a  ('Xv  reiii|)li('  |)ar  des 
travaux  (lui  laisseront  dans  la  Science  une  trace  iuipérissahle. 

En  Analyse,  on  lui  tloil  des  reclierclies  approfondies  sur  l.i  s«;rie 
lijpergéoniétrique,  les  inléj^rales  délinies,  la  ronclion  culériciine 
et  l'évaluation  nmm'ri(|U(!  des  séries  lerilenienl  con\eri;enles. 

En  Géométrie,  M.  Kuininera  le  |)remier  considén-  nue  >(ir(acf 
de  quatrième  ordre  extrêmement  intéressante  à  la(|iiell('  son  nom 
est.  attaché  et  qui  a  été  le  sujet  de  nombreux  et  importants  travaux. 

En  \li;èljre,  il  a  obtenu,  sous  la  forme  d'une  somme  de  sept 
carrés,  le  discriminant  de  l'équation  du  troisième  degré  {|iii  donne 
les  axes  principaux  des  surfaces  du  second  ordre.  Ce  n-sultal,  on 
ne  peut,  plus  remarquable,  a  et»;  le  point  de  départ  tlu  célèbre 
M(''moire  de  Borchardt  sur  l'équation  analogue  et  plus  générale 
dont  dépendent  les  inégalités  séculaires  du  nionvemenl  des 
planètes. 

D  autres  écrits  concernent  la  théorie  des  systèmes  de  ravons 
rectilignes  et  la  réfraction  atmos|)hérique,  mais  c'est  l' Arithmé- 
tique supérieure  qui  a  la  part  la  plus  grande  ilaus  Tœuvre  mathé- 
matique de  notre  i^onfrèrc. 

r^es  Mémoires  sur  les  nombres  complexes  formés  avec  les 
racines  de  l'unité,  la  notion  originale  et  profonde  des  facteurs 
idéaux,  celle  des  classes  non  équivalentes,  la  détermination  du 
nombre  de  ces  classes  par  une  extension  des  méthodes  de  Dirichlel, 
la  découverte  éclatante  de  la  démonstration  du  théorème  de  Fermât 
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pour  tous  les  exposants  premiers  qui  ont  une  certaine  relation 
avec  les  nombres  de  Bernoulli,  ont  été  accueillis  par  une  admira- 
lion  unanime.  Ces  recherches  se  placent  avec  celles  de  Dirichlel 
au  premier  rang,  par  leur  importance  et  leur  fécondité,  dans  la 
Science  arithmétique  de  notre  époque.  L'Académie  les  a  récom- 
pensées par  le  Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques;  peu 
d'années  après,  M.  Kummer  devenait  Correspondant  dans  la 
Section  de  Géométrie  ;  il  a  été  élu  Associé  étranger  en  1868. 

La  perte  de  l'illustre  géomètre  sera  vivement  ressentie  dans  tout 
lé  monde  mathématique,  et  la  svmpathie  de  l'Académie  se  joindra 
aux  regrets  de  ses  amis  et  des  admirateurs  de  ses  travaux. 


K\TH\H    DISK  I.KTTUr.    \   M.  IMNCIIKUIJ:. 

SIK    LA   (iKNKhAI.ISATlON 


l»KS 


lUVCTIOXS    CONTINUES   ALfiÉHIUOUES. 


Annali  di  Maliniatica,  i.  Wl,  >■"  sério.   189J,  |».  -.«.Sjj-SoK. 


.  .  .   l^c  pioLlèine  que  j  ai  eu  \nc  csl  le  suivant  :  Ltanl  données 
n  séries  S,,  S->  ...,  S„  procédant  suivant  les  puissances  d'une 

x^ariable   .r,    déterminer   les  polynômes    \,.    X^ X„   des 

des'rés  'j...  'a,,  ....  'x,.  de  manière  à  avoir 

oii  S  est  une  série  de  même  nature  que  S,,  So,  ....  La  question 

ainsi  posée  est  entièrement  déterminée,  et  une  remarque  de  calcul 

intégral  en  donne  la  complète  solution  dans  le  cas  particulier  où 

les  séries  sont   de    simples  exponentielles.    C'est  ce  que  je  vais 

montrer;   je  me  proposerai  ensuite  de  faire  sortir,  en  vue  du  cas 

général,  les  enseignements  que  contient  cette  solution. 

Soit 

I       r  e~^  dz 

^r¥7  J^.  ( 5  —  ^ ,  )H-.+'  (^  -  to  )!J-.+i . . .  ( c  —  r,,  .'j •, - <  ' 


j 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'une  ligne  fermée  C  qui  comprend 

à  son  intérieur  Ujutes  les  constantes  'C^,  ([^2'  •••5  ^//-  Cette  quantité 

s'obtient,  d'après  le  théorème  de  Cauclij,  au  moyen  des  résidus 

de  la  fonction  placée  sous  le  signe  d'intégration  dont  le  calcul  est 

facile.  En  considérant  le  pôle  :;  =  Î!^,,  pour  fixer  les  idées,  je  pose 

5  =  ^,  +  ô,  puis  en  développant  suivant  les  puissances  croissantes 

de  £, 

I 


C-A  -  ;.-+-  £}H-.+' . .  .(r.-  u-^  i)v-^ 


A  -f-  Aj  £  -f- .  .  .-+-  S-^,^V- 


I 
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Oi)  a  aussi 

V  I  I.'2...r/i  / 

cela  l'iant,  la  valeur  cherchée,  abslraclion  faile  du  facteur  2/-,  sera 
le  coefficient  de  z^^  dans  le  produit  des  deux  séries.  C'est  un  polv- 
nome  entier  en  x  de  degré  a,  ;  je  le  désigne  par  X,,  en  posant 

X 1  =  A  -f-  A 1  ^ — t-  A2 ;- . .  .  -i-  Ay., 


I  i.i  '1.7. 


Les  autres  résidus  s'obtiennent  de  même,  et  l'on  conclut  l'expres- 
sion suixaiile, 

J  =  X ,  es,^-  -!-  X,  et^^  -+-...  -f-  X„  eî"^, 

OÙ  X,  est  (lu  degré  |Ji/  en  x.    Développons  maintenant  lïntégrale 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  et  soil 


I  "    I  .  -2  '     1  .•>...  /J 

(tn  aura 


(^_^,)lJ.,+  i...(^_^„)a„ 


L'intégrale  d'une  fraction  rationnelle  prise  le  long  d'un  contour 
cpii  renferme  tous  les  pôles  est  nulle  lorsque  le  degré  du  dénomi- 
nateur surpasse  le  degré  du  numérateur  de  deux  unités;  nous 
pourrons  donc  écrire,  en  désignant  par  S  une  série  entière  en  x^ 

Ce  résultat  établit  la  propriété  caractéristique  des  polynômes  X, , 
Xo,  ...,  X,i  (jui  est  l'objet  de  notre  attention;  leur  étude,  en  fai- 
sant connaître  les  relations  qui  les  lient  pour  diverses  valeurs 
des  exposants  ;jl,,  |j.^,  . . .,  |jl,,,  ouvre  la  voie  à  la  généralisation  de 
la  théorie  des  fractions  continues  algébriques;  voici,  à  cet  égard, 
un  premier  point. 

Je  considère  les  cas  particuliers  où  l'un  des  exposants  est  nul; 
pour  fixer  les  idées,  je  suppose  jji,  =  o  et  j'écris 

_      i       r e-x  dz 

En  désignant  par  ^  l'une  quelconque  des  quantités  ^j,  ^^■•,  .  .  .,  ^«. 


(iKNÉn  VLISATIdN    HKS    IBACTIONS    fONTIM  KS    AI.UMIRKH'KS.  3  J() 

et  |)iir  •).  -f-  I  l'exposaiil  <lii  l.i.l<nr  :;  —  ,Ç,  je  reiii;irqiii'  (in'aii 
inu>riiili-  Il  il<'<-urii|)ii-.iiiuii  (Il  li'.KtiiiiiN  simples,  on  oldioiil  fiici- 
leineiil  IV^alilé 

I  M  M,  !VI,i 


iiii  I  lin  ;i 
M  =  M,  = \ M.-  _ 1- ,  ...,  >I,j=        ' 


'^•~r.-t 


Soil  rncoïc 

C,(  Z.\z={z  ~  ^2  )!A.+  l  ...{Z  —  l_n  »!^"  '  '  . 

«Il  oiin-i  iiiii  !<•  lie  In  II-  (  ;  —  !^  ,^'^^ ,  on  en  coni'liil   I  expression  siii- 
\  aiili- 


_      \        /•  Me-'  dz  1        /" 


Me-' dz  1        /"      ^\^c~'^dz 

M, ,  <-■'>/- 


(-_^!X.I    G,;;) 


C'esl  une  loinuilt'  {\r  r('-(lii(i ion  (jiii  (loiinc  de  proche  en  proche  la 
valrni-  (  lier<  liée.  Le  premier  It-rme,  en  ellel,  est  nne  intégrale  ]■> 
dans  hupieile  <x  et  v.,  sont  iinU,  et  les  suivants  ne  contiennent 
plus  X,x.  Ils  s'expiimenl  an  moven  de  polvnomes  X/,  en  nombre 
de  II  —  :>..  ipii  se  rapportent  à  I  ap|Moximaliou  maximum  de  la 
quantilé 

En  regardant  comme  îles  éléments  connus   ces  polynômes,  ainsi 
que    ceux  qui    concernent    les    fonctions    linéaires    d'un    nombre 
moindre  d'exponentielles,  l'application  répétée  de  la  formule  cou 
duira  en  dernier  lien  à  lintégrale 

_     \       r  e-^  dz 

Soit,  pour  lin  moment, 

F(5)  =  (^-^,)(--C2)--.(--r„j, 


nous  aurons 


eïi-^'  e^j^ 


'M     I  — 


,::,_^,j!j.„F'(Ç,)    ■    (:2-^«)!""F'(?2)       ■ 


X„eÇ«-^, 
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OÙ  X,,  est  le  résidu  correspondant  an  pôle  z:='C„  de  la  fonction 

5-^ -=- — .  Mais  on  ohlieni  une  exiircssion  plus  explicite  en 

remarquant  que  .1,/  contient  en  facteur  j?'-'»"'""  "' :  û  en  résulte 
qu'après  avoir  multiplié  les  deux  menihres  de  celte  égalité 
par  <?~^«'",  on  peut  néj;li,i;er  le  produit  .l,_„^^"'  et  omettre  aussi, 
dans  le  développement  des  exponentielles,  les  puissances  dont 
1  exposant  est  supérieur  à  a,;,  ce  cpii  donne 

^    ^_    î  r    ^   <ri-r.).r    __        ^    ,  ;,_  ^„)a„^:J.„-l 

<Ci~C«)!^"F'(;.;   L'  «  ■.■i...a„        J 

1 r  ^  i;o-r„).r  _     ^  (r,— i:„)!^".rM-""| 

(:.,-r„)^. F'(r.,)  ['""         i  ■"  '       i...  ...;jl„     J 

.1  aiiive  maintenant  à  un  second  point  dans  létude  de  la  fonction 


nX^ 


<pii    nous    conduira   à    des    relations    récunentes    entre   les   polv- 
noines  X^. 

Soit,  comme  tout  à  l'heure, 

F(z)  =  (^-;,)(c-r.)...(--r„), 

puis 

de  sorte  qu'on  ait 

I        r     e'-^  d.r 

Comme  remarque  préliminaire,  jctablirai  qu'en  dési^^nant  encore 

par    ^    I  une    quelconque    des    <pianlités    i;^,,    !^j '^n.  on    peut 

dr-terminer  un  polvnome  <!>(.:?)  de  dei;ré  n  —  i  et  une  constante  (\ 
(le  inanirre  à  avoir 


r  e--^  dz  _    r 


e-x*]ii  z)  dz  ce- 


/(Z)1<\Z)  (Z-'l^^/iZ) 


\ /.i    dillérentialion    nous    donne    en   ellet,   après    avoir    chassé    h- 
<l('ii()niinaleur  ainsi  «jue  le  facteur   exponentiel,  légalité  suivante 

'  =  (--0*(-)-cj:F(c.i-^cI  ^-— ^  ^-^ — — — J- 
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I  .  l-'i  c  I  f'(z)F{z)  ,  I 

I^cs    leriiifs «»l    •^      , SDiil    cnlieis    cii    z,    le    sccon'l 

-  —  '  /•  -  ) 

iiieinhie  est  tionc  un  |if)lyM«)iiir  lie  (U'm»'*  //.  el  nous  a\iins  donc 
avec  les  n  cocflicienls  tir  <I>(c)  el  lii  coIl>^l:lllt(•  r,  le  noinluf  néces- 
saire (riiuli-leriiiinées  éf^al  à  // -h  i  .  puni-  ii-inlie  l.i  iihitKin  idcn- 
I  i(|iie. 

l*oson>;.    pour    iilnt-^cr,     l'',(c)=   - — y" ~'    *'^    '^*'''     'l'-''"»''! 

:.  :z='^,  un  trouve  facilennni 

où  'X  désigne  I  <\|Hi^aiil  df  c  —  l!^  dans  y'(^c)  ;  nous  en  concluons 
ininit'dialenient 


c  = 


Je  fais  ensuite  c  =:  "Ci,  Z,  élanl  dillV-rcnl  de  "^;  il  vient  ainsi 

i  =  (r,— :)*(;,•) -c.a/F'(r,-), 

d"(H"i    Ion    lue,    en   écnsanl    pour  plus   de  clarté   <ï*(5,   î^)  au  lieu 
de  ^\*{^)  afin  de  mettre  en  évidence  la  quantité  Z, 


*(^/-0 


'        r  1-,  r    >l  'F  ^■F'(r/)       1 


(  )ii  reniar(|uera  que  cette  valeur  est  indépendante  de  x,  mais  il 
n'en  est  |)as  de  même  de  <I*(^,  •C)  qui  nous  reste  à  obtenir,  l^renons 
pour  cela  la  dérivée  de  léquation 

el  sup[>osons  c  =  1^,  on  a  ainsi 

o  =  ci>(^,  ^  )  _  ex  F'(r)  4-  c  r^  F"(Ç)  -^  V\  (  ^  )] , 

ce  qui  donne  rexpression  du  preiniei-  dej;ré  en  jc, 


'''(^•^J  = 


T  F"(Z)-h-'iF\C:) 


,a-;-i  2^  [Ji  -t-  I)  F'(r) 


Après   avoir   ainsi    déterminé   le  polynôme    "I>(  :;,  "Ç),    de   manière 
à  satisfaire  à  la  relation  considérée,  nous  en  concluons  en  inté- 
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i;ranl  le  long  de  contour  G, 


r  e-^-  dz  _    r  e-'^  <\Hz,X,)dz  ^ 

.1  ,^-r)/(^)F(^)  "X      f{z)¥(z)     ' 


vouu  les  conséquences  de  ce  résultat  : 
Désignons  par  Jr.  et  .TJ_.  les  intégrales 

'^^  dz  I        /"  e-'^  dz 


I      r      e~^  dz  I      r 

■iT.i  J    {z  —  'Çi)f{z)'  i-i  J„ 


Q)/(^)i'{^) 


(|ui  sont  de  formes  semblables,  la  première  donnant  la  seconde  en 
augmentant  d'une  unité  les  nombres  |j.|,  jj-o,  . . .,  |j.,j.  En  décompo- 
sant    ^'''  ^    en  fractions  simples,  la  formule  élémentaire 


F(z) 


conduit  à  l'égalité 


Fyz)      ^(5  — ::,•)  Fv::,-! 


{i  =  I ,  •}.,  . . ..  n) 


J' 


Attribuons  maintenant  à  v  les  valeurs  Ç,,  ^2-  •  •  •■<  ^«5  on  en  tire 
les  relations  de  récurrence  auxf|uelles  je  me  suis  proposé  de  par- 
venir, qui  expriment  J/^,  Jr'^,  . . .,  J^^_  en  fonction  linéaire  des  quan- 
tités analogues  J;;  ,  J^^,  ...,  J>:„.  Qu'on  cliange  ensuite  dans  ces 
relations  les  nombres  tj.,,  'Xo.  ....  ;j-«.  en  les  augmentant  d'une 
unité,  et  l'on  aura  pareillement,  au  moyen  de  Jr  ,  JJ  ,  ...,  JJ  ,  les  /? 
intégrales 


-         -Il-  ./„ 


e~^  dz 

^(z~r)J\z)FHz)' 


Et  il  est  clair  qu'en  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on 
arrivera  à  la  détermination,  pour  une  valeur  quelconque  de  l'en- 
tier V,  de 

V  I       f  e=-^  dz 

Enfin,  nous  remarquerons  la  formule 

Supposons,   en  particulier,  les  nombres  a,,   v-j.    ...,  u./,  égaux 


<iKNKH\I.ISATION    DKS    hHACl'IU.NS    CONTINUES    AtGKBUKU  i;S.  )6'S 

.1  /,t''i'(».  lin  .t  ,i|iii"^ 

«,'l  nous  oIjU'IIOUS.  |»;if  un  .il-oi  il  lune  r<''<;iiliri-.   l'expression  <lc  l'iii- 

I       r     e~ 


terril  le 


Uz) 

on  les  |)i»l\  nmnrs  n)iilli|»li(;aleiirs  dos  exponentielles  soni   loir^  (N; 
nirnir  dej^ré,  é^al  ;i  v. 

L'exemple  le    plus   simple   de    ii()->   lelalions   récurrentes  s'ofTrt! 
pour  //  =  2  ;  1111  calcul  liicilc  ikhis  donne,  dans  ce  cas, 

(!Ji| -+-')'  ^1—  vi'-J:;',  =  \(^i  —  Kt)^  —  IM~-  !^2—  ijJî, -^  (1-^1-+-  ;-'--+-i,)Jr,. 
(|jtî-t-  n  cri  —  Ç..  )-yl,—  (  [j^iH-  ;jt2-r-  oJr,  —  VXi—  -•>)-'^  -^  [^i-^  i-^-î-^  ^Ihr 

(  )n  est  ain>i  .iniené  à  un  nouveau  mode  de  calcul,  entièrement 
différent  de  l'al^orillime  f'Iémentaire  de  la  théorie  des  Iractions 
«ontlnues,  pour  obtenir  les  polynômes  entiers  qui  donnent  l'ap- 
proximation maximum  de  l'expression  X,  e^i-*'4- Xoe^*^,  lorsque 
leiii's  dei^rés  diirèreut  (Iimk;  unité.  Nous  allons  montrer  que  le 
nouveau  système  d'opérations  ne  s'a|)plif|ue  pas  seulement  aux 
ex|>onpnlielles  e^i-^",  e^!-^,  et  (pi  il  s'éien<l  de  lui-même  à  tieux  séries 
(pielconques  ordonnées  suivant  les  puissances  d'une  variable. 
Posons 

S  =%-\-^x-\-'{x^-i-..., 

S'=  a'^  ^'ar  +  Y'-^'-^---' 

nous   dét<;rmiucl•un^   deux    binômes   de   premier  degré  A  et  B,  et 
deux  constantes  «,  ^,  de  manière  à  avoir 

S.\-+-S'a  =  S,  x\ 

s6-HS'fî  =  s;  3-2^ 

en  représentant  par  S)  et  Sj  deux  nouvelles  séries  de  même  forme 
que  les  proposées.  Soit  ensuite 

S,  Al -H  s;  a,  =  82^72,  ^ 

S,  6,  +S',  Bi=S;ar2, 

et  contiuiions  le  même  svslème  de  relations,  de  manière  à  déduire 
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(le  S  et  S'  successivement  les  séries 


Si,     So,      ....     -^/i—i- 


...     >, 

S'        S'  S' 

Oïl  aura,  en  dernier  lieu, 

■5/»  A-rt  -f-  J  ,1  (1,1  ^=:   J ,i-i-i  X-^ 

^ub„  -H  s;, i3„=  s;,+i.r^ 

les  quantités  A/,  B/  étant  des  binômes  du  premier  degré,  a,-  et  bi 
des  constantes.  Eliminons  S|,  Sj,  S^,  S'.,,  ....  S„,  S,'^,  on  obtient 
facilement  les  relations  suivantes. 


SP 


SQ  +  S'0'=S„., 


où  P,  P',  (^,  (^  sont  des  polynômes  entiers  en  x.  des  degrés /?  +  i, 
n,  n,  /i  -{-  \ .  .4. joutons-les  après  les  avoir  multipliées  par  des  con- 
stantes p,  q  choisies  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme  indé- 
pendant de  .2:  dans  la  série/>S„^, -h  r/S),^j,  et  soit 

On  voit  que  le  développement  de  la  fonction  linéaire  SX-f-S'X, 
commencera  par  un  terme  en  x-"~^^  ;  nous  avons  donc,  au  moyen 
des  poljnomes  X  et  X|,  de  même  degré  égal  à  n -\- i ,  Tordre 
d'approximation  le  plus  élevé  de  cette  fonction,  tel  que  le  donne- 
rait la  théorie  des  fractions  continues. 

Nous  pouvons  aller  plus  loin  el  chercher  encore  les  poljnomes 
de  degrés  inégaux  <j.  et  'j.,.  |)our  lesquels  Tordre  d'approximation 
est  représenté  par  la  puissance  a:^'-^^-'^\  ,1e  supposeiai  le  degré 
de  X  supérieur  de  ?)i  unités  au  degré  de  X,.  En  désignant  alors 
par  E  la  partie  entière  arrêtée  au  terme  en  .r'"    '  du  développement 

S' 
de  -^j  de  sorte  qu'on  ait 

SE  —  S'=  So.r'", 

j'appliquerai  l'algorithme  qu'on  vient  de  voir  à  Sq  et  S.  On  for- 
mera ainsi  les  égalités 

SP^SoP'  =  S„  +  ,^2«+2, 

SQ^-SoQ'=S'„+,,r=«+^ 
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ri  nous  en  conclurnii-.  en  iiitrodiii^^iiil  S  .-m  lien  de  S„, 

S(F./'/«-u  |''K(  —SI''  -  S„,-,.r"» '»"•», 
S,  Q.r"'  -H  Q'  K  )  -  S'Q'  =  S'„+,  jr"'+!«-^î. 

Vjoiilons  encore  membre  ;"i  meiiil)!»',  ;i[iirs  ;i\()ir  innilipll)'  ptii-  des 
ronslanlcs  p  cl  y  ilc  niimuti'  ;i  iiiIiimIiiiic  le  (iiclnii  ./•  <l;iii-^  \.i 
série  S,,^, />  -+-  S,,^, //.  a  posons 

X    =  (  P/,  -^  O  y  )  j"/.  -,-  (  P'p  4-  Q'  q  )  K, 

>/i4-iP  =  ^n-^\p  -+■  s;,+,7. 

(-(■s  polvnonics  sonl,  le  premier  du  dei;rt''  'x^=  m -\- n -\-  \  ,  le 
second  du  dcj;ré  |jl,  =  /i  -(-  i ,  et  la  relulion 

montre  (|uiis  donnent  I  ordre  voulu  d  approxiniallon  maximum, 
•le  icmarcpier.ii  encore  que,  m  Ton  <limin(!  Miccessivement  S  el  S' 
onireles  (ieiix  égalilés  préri-denles,  on  en  tire 

S  ( i'( r_  (^p' ,  = , s„+, Q'-  s;,+,  o  )x^"^\ 
s'(PQ' -  <v"  '  =  (s;,4-,  p  -  s„+,  p')x-^"^\ 

1 1  en  icsultc  que  le  délermin.mt  l*(  )'  —  ()V  est  divisible  par  JC-"+-, 
sous  la  condition  (jii On  doil  iidmeltre,  que  S  et  S'  ne  contiennent 
p;is  en  même  temps  le  facteui-  x.  \ous  avons,  par  suite, 

pQ'_QP'=  C^2"+^ 

en  désignant  par  c  une  constante,  puisque  le  oremier  membre  est 
du  degré  'An -{-'2.  Ces  polynômes  ont  déjà  été  considérés  par 
M.  !*adé,  qui  les  a  introduits  dans  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues algébriques,  et  en  a  fait  une  élude  approfondie  dans  une 
Thèse  de  doctorat  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l^aiis. 
Nous  allons  bientôt  en  trouver  une  application  en  cherchant 
à  étendre  celte  théorie  à  la  fonction  linéaire. 

SX-i- S'Xi-^S"X,, 

question  difficile  dont  j'essaierai  de  donner  la  solution. 

Il   s'agit  alors  de   trouver  pour  X,  X,,    Xo  des   polynômes  de 
degrés  a,  ;j.,,  |j.o.  tels  qu'on  ait,  en  représentant  par  S|  une  série 
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entière  eu  ^,  comme  S,  S'  el  !S  \ 

SX  -+-  S'Xi-^  S"\,=:  Si.r!^-+IJ-.+!J.3+2. 

Cette  condition  fait  dépendre  leurs  coefficients  «le  la  résolution 
d'un  système  d'équations  homogènes  du  premier  degré  au  nombre 
de  |JL  +  y.,  +  uio  -H  '.i^  qui  les  déterminent  sauf  un  facteur  commun. 
Mon  but  est  de  donner  un  algorithme  qui  conduise  au  résultai 
cherché,  sans  avoir  d'équations  à  résoudre. 

Je  me  fonderai  pour  cela  sur  la  première  remarque  que  j'ai  faite 
en  considérant  le  cas  où  les  trois  séries  sont  des  exponentielles. 
Elle  conduit  à  supposer  d'abord  que  I  un  des  polynômes  multipli- 
cateurs se  réduit  à  une  constante.  Nous  avons  vu,  en  efl'et,  qu'en 
prenant  pour  auxiliaires  les  éléments  de  la  théorie  dçs  fractions 
continues,  qji  est  ramené  au  cas  fort  simple  et  dont  la  solution  est 
immédiate,  où  deux  de  ces  polynômes' sont  indépendants  de  la 
variable. 

Supposons  X2  constant,  X  et  X,  devant  être  des  degrés  m  et  n. 

J'emploierai   la   j^artie  entière,  que  je  désigne  par  E,  du  dévelop- 

S"  .  , 

pement  de  -^  jusqu'au  terme  en  .r'",  puis  parmi  les  fractions  con- 

S' 
vergentes  qui  se  tirent  de  —7  le  groupe  de  celles  où  les  dénomi- 
nateurs sont  de  même  degré,  égal  à  ni,  les  degrés  des  numérateurs 
étant  la  série  des  entiers  de  zéro  à  n.   Représentons-les   par  j~, 

Ni  étant  de  degré  i  et  D/  de  degré  m  pour  /  =  o,  i ,  :>.,  . . . ,  fi  :  ou 
aura  les  relations  suivantes,  où  Sq,  .v,.  ...,  s„  sonl  des  séries 
entières;  en  premier  lieu 

SE  —  S"=:SiiP'«  +  l, 

puis 

SDo-S'No  =  5„:r'«+', 

SDi  — S'X,  =  Si.T"'+\ 


SD„— S' N„  =  *■„./•'"  ^"+1. 


Cela  posé,   déterminons  la  constante  a„,   de   manière  à  faire  dis- 
paraître le  terme  constant  dans  S)  • — s^^y.^^^  et  soit,  en  conséquence, 

Si  — .s-o'^o=  S^a". 
Opérons  de  même  sur  So  el  .S|  el  posons 

S  2  —  ■'>'i  ^1  =  S^cT, 
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nous  coiiliiiuerons  piii'cilltMiiciit  jiisqirà  |):irvenlr  à  Tc^alilé 

•'/Ml   —    */l  ^/l  ^^    ^ll-t-t^, 

il  I  1)11   vrira  la(  ili'iiiciil  (jiruii  n  jhim 

l 'u^oii^  rnsiiile 

\    =  !•;  —  lt„a„  —  I),  a,  — .  .  .   -  I)„  z„, 
X,  =  No«o-t-  ^lï|  -f-.  .  .-H  N„a„, 

ces  (lt'ii\    |)n|\  iiuino,  (li)iil   le   |irriiiici'  ol  du  (Ici;!!-  ///  cl   le  scroinl 
(lu  ilej^ré  //,   (Jonnenl  le  r(''-^ulliil    cherché,    coiniue   le   montre    la 

relation 

SX  -+-  S'X,-  5'=  S„+...r"'^"+2, 

i|tii  (l(''coiile  iiiiiiH'dIaloincul  des  (''j;;'>lilés  |)iéc(''«lentes  (  '  ). 

(  !(•  piiint  ohlniii.  je  re\iciis  encore  au  cas  où  les  séries  sont  des 
exponcnliellcs,  et  en  sii|)|)(jsant  /*  =  3,  aux  relations  réciirreules 
(|iii  donnent  les  quantilc-s  d('si{î;nées  j)ar  J^  ,  .1';^,  J^^  au  moyen 
de  J;;^,  J;  ,  .!;;  .  Posous,  pour  simplilicr, 

„  r  y  Q    Y  Y  .     V  y     . 

*   Sï -.Z'  ?    -.1  >:1.  i     -ri  t2- 

on  conclut  aisément,  des  foiuiules  générales, 

-+-  hi-ii-r-Dv'  —  ;-i.i2tvJJr:„ 

-i-  [(  a,>  -^  ,U3-f-  I.)  Y  —  (  \M  -^  :-t2  -t-  l.i'^-  —  'J-'iJ']K, 
-•-  ['  :^i  -^  I-^-i  -+-"«—(  !-i2  +  l-is  -^  '  )  ^^  —  ''.S-'^  J  JÇr 

La  principale  remarque  à  (aire  sur  ces  résultats,  c'est  que  les 
quantités  J;^  ,  Jy ,  .Iç^  y  représentent  de  trois  manières,  pour  trois 

(')  Cette  (|u<'slioii  a  élé  le  sujet  des  recherches  de  M.  Tchel)ichef  qui  en  y 
donné  la  soiuti(»n  par  une  méthode  entièrement  diiïérenle  de  celle  que  j'ai  suivie 
dans  le  Tome  XX\  des  Mémoires  de  r Académie  des  Sciences  de  Saint-Péters- 
bourg ;  une  traduction  française  du  travail  de  l'illustre  géomètre.  Sur  les  expres- 
sions approchées,  linéaires  par  rapport  à  deux  polynômes^  a  paru  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  I,  1^77,  p.  289. 
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systèmes  difl'érents  de  polynômes,  le  même  ordre  d'apjiroximation 
maximum  de  la  fonction 

Xi  e -■'■'' -r-  X^e^^^-r-  X.-iCïî^ 

et  qu'il  en  est  de  même  pour  J^  ,  J'_,  Jr^,  Tordre  se  trouvant  alors 
augmenté  de  trois  unités.  D"a|)rès  cela,  je  considère  pareillement 
|)Our  le  cas  général  les  trois  relations 

SP-+-S'P'+S"P"=  Si:r", 
SQ  +  S'Q'-^S"Q"=  S\x", 
SR-i-S'R'+S"R"=S';.r", 

où  les  degrés  des  polynômes  miilti|ilicateurs  étant  donnés  dans  le 

Tableau  suivant, 

m.         ni'  —  I,     m" —  i , 

i/i  —  1 ,         /??',        m" —  I , 

ni  —  I,     //>'  —  I,         m". 

on  a 

n  =  m  -f-  m'  --  m". 

Nous  obtiendrons  donc,  dans  chaque  égalité,  l'approximation 
maximum,  et  je  conviendrai  de  donner  au  systènje  des  coefficients 
la  désignation  de  polynômes  associés  d'ordres  (m,  m',  m"). 
Déterminons  maintenant  trois  binômes  de  premier  degré  A,  B,  C 
et  six  constantes  «,  a, ,  ^,  ^, ,  c,  C) ,  de  manière  à  avoir 

Si  A -t- S',  a  -^S';a,  =  S.x^, 
S,  6  -+-S',B  4-S'i'6,  =  S;a7», 
Sic  +  S',Ci+S'ÎC  =  Slx^, 

en  indiquant  par  So,  SI,  S^  des  séries  entières  en  x.  11  est  évi- 
demment possible  de  satisfaire  à  de  telles  conditions,  chaque 
égalité  renfermant,  sous  forme  homogène,  quatre  indéterminées 
qui  permettent  d'annuler  le  terme  indépendant  ainsi  que  les  coef- 
ficients de  x  et  X-.  Gela  étant,  on  trouve,  en  éliminant  S|,  S',,  S'j , 
les  équations  suivantes  : 

S(PA  +  Q«  +  Rai) 
S(P^  +  QB  +  R^^i) 
S(Pc  +Qci+  RG)    ■ 


S'(P'A  -+-  Q'a  -+-  R'a,) 

S"(P"A  -hQ"a-h  R"«,;  = 

S.x"-^'^, 

S'(P'b  ^Q'B  -i-R'6i) 

S"(P"6  -i-Q"B-^R"6i)  = 

S'a  37"+», 

S'(P'c   -hQ'ci+R'G) 

S"(P"c  -f-Q"c,-+-R"C)  = 

:  Slx"+^, 
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OÙ  les  ilegrés  des  coeftirienls  de  S,  S',  S"  sont 


m,  /»'+  I .         /"  . 


Nous  avons  obtenu,  par  const'qutMil.  les  polynômes  associés 
d'(»i(lres  (w-l-i,  /;/'+!.  m" -{- i)  an  niovcn  dos  polynômes  asso- 
ciés d'onlres  (  ///.  ///.  m  >.  par  une  loi  de  foimatinn  (pie  nous  con- 
lintitTons  en  posant  les  nouvelles  égalités 


SjA' 

-^  S',  a'  -T-  S'î  a\  =  Sjor^, 

S,^' 

+  S,H'--S;6',  =S'3:r3, 

Sjc' 

-+-s,c',--s;c'  =  s;:r3. 

On  en  conclura  les  polynômes  d'ordres  (m  H-  2,  ni'-}-  -a,  m" -{-  2) 
et,  de  proche  en  proche,  en  poursuivant  les  mêmes  calculs,  nous 
parviendrons,  par  un  algorithme  réf^iilier,  aux  |)olvnomes  associés 
des  ordres  (/n  +/',  //*'-+-/>,  ni  -\- p )  où  />  est  un  entier  arbitraire. 
Nous  avons  maintenant  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution 
de  la  (jucstion  générale  de  l'approximation  maximum  de  la  fonc- 
tion 

SX-+-S'\,^-S"\2, 

en  admettant  (pie  X,  \,,  Xo  soient  de  degrés  a.  y.,,  i).-,.  .le  sup- 
pose, pour  lixer  les  idées,  (pie  a.,  soit  le  plus  j»clil  de  ces  trois 
nombres  ;  je  ferai 

•X  —  'JL)  =  /)i,         'i.|  —  IX;  =  /n\ 
i         i  -  '         lit- 

/Il  cl  ///'  étant  positifs  et  pouvant  être  nuls,  et  j  ap|)li(pierai  l'algo- 
rithme |)récédent  aux  cpianlités  que  je  vais  (h'-linir. 

c    •  '*  Q    I       1-        •  .    ,        ,     S'  ,, 

soient  TJ7  et  ^  des  iiactions  convergentes  tirées  de  —  et   telles 

que  les  degrés  de  P  et  O  soient  /?/ +  i  et  m;  ceux  de  V  et  O', 
m'  et  m' -h  i  •  I^-es  deux  premièïres  S,  et  S',  résulteront,  des  égalités 

suivantes  : 

SP  —  S'P'  =  S,  x"'+'«'+% 

SQ  — S'Q'=S,x'«+"''^^ 

et  la  troisième  S",  sera  donnée  par  la  relation  que  nous  savons 
former,  où  R  et  R'  sont  des  polynômes  de  degrés  m  et  //<',  à  savoir 


SR4-S'R'-S"=  S';.r"'+' 


II.     -   IV.  2'- 
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Gela  élaiil,  nous  ohliendrons  les  polynômes  associés  d'ordi-es 
(m  H-  ■>,  m'  +2,  i),  (m  +  3,  /?î'+  3,  .'>,).  . . .,  par  le  calcul  de  So, 
S'2,  S'^  ;  S3,  S',,  S!j,  ...,  et  ces  mêmes  opérations  conlinuées  jus- 
qu'à ce  qu'on  parvienne  à  S„  ,  S'm  ,  S'L  donneront,  en  dernier  lieu, 
les  polynômes  d'ordres  (m  H- ijLo,  rn'-\-lJ->i  [^^2)5  c'est-à-dire  (|ji.,  |j.|,  jj-o); 
c'est  le  résultat  auquel  il  s'agissait  d'arriver. 

La  méthode  que  je  viens  d'esquisser  repose  principalement  sur 
remploi  des  polynômes  associés;  j'ajouterai  à  leur  égard  les 
remarques  suivantes,  qui  se  tirent  des  équations  de  définition 

SP -|-S'P'  +  S"P"=  Sirr", 
SQ  +  S'Q'+S"Q"=  S'ia7", 
SR  +  S'IV -^S"R"=S",.T". 

En  les   résolvant  par  rapport  à   S,   S',   S"  et  désignant  par  D  le 

déterminant 

P     P'     P" 

0     Q'    Q" 

R     R'     R" 

on  obtient  d'abord  la  relation 

D  =  c^'S 
où  c  est  une  constante. 

Je  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  par  des  indéterminées  /;, 
q,  /•,  dont  je  dispose  de  manière  à  avoir 


et  je  pose 


ce  qui  nous  donne 


S] /?  -h  S',  </  -;-  S",  /•  =  sar-, 


X 

= 

P/' 

-f- 

Q7 

+ 

R;-, 

Xi 

= 

p> 

-4- 

Q'^y 

-4- 

R'/- 

X3 

= 

p> 

■4- 

Q"^ 

-+- 

[{"r 

SX  -f-  S'Xi  -+-  S"X2  =  sx"^+-^, 


et,  par  conséquent,   l'ordre   d'approximation   maximum,  avec  les 
degrés  m,  m',  m"  des  trois  polynômes. 

T^a  recherche  de  cette  approximation  maximum  peut  encore  être 
considérée  sous  un  second  point  de  vue  bien  distinct  de  celui 
auquel  je  me  suis  placé  jusqu'ici.  Au  lieu  de  séries  ordonnées, 
suivant   les    puissances   croissantes    d'une    variable,  j'envisagerai 
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n  <Iévcl()|»j)empnls  d»»  lit  forme 

a         3 

-  -+-  -^  -t-  -!-  -V  .  .  . . 

el  011  les  ilt'sij^n;iiil  |),ii-  S,,  S^,  ...,  S/mj«'  '"<*  (H'oposoiiii  flnldcnir 

(les  polynômes  \,.  \  _. \„  ijc  <Jei;r«''s  -jl,.  'j._,,  ...,  •j.„  lels  ([iie 

la  foiirlion  liiUMirc 

S|  \,  -r-  S.,  \o-l-.  .  .H-    S„\„ 

ne  conlicunc  nmiiii  do  Icniics  en 


■  > 


X  X-  X\^>'^\'-''^---'*~V-n'*'" 

Soil,  |toiir  iiliiéger, 

/»   =  U|  H-  IJl2  -t-  •  •  •  -H  l->-ll  '■ 

représentons  aussi  par  1*2  le  groupe  des  termes  entiers  en  x  dan; 
celte  fonction,  on  auia  légalilé  suivante. 

S  i  X I  -f-  S-.  X->  -h . . .  -(-  S„  X„  -  -  K  =  


X 


rii-i-a+i 


et  nous  remarquerons  que  les  j)olvnomes  mulli[)li(aleurs,  ainsi 
que  la  partie  entière  E,  se  trouvent,  d'après  la  condition  posée, 
complètement  déterminés,  satif  une  constante  qui  entre  en  facteur 
commun.  iJe  calcul  intégral  ollVe  un  exemple  intéressant  de  ce 
mode  nouveau  d'approximalion,  que  j'ai  déjà  indiqué  (Journa/ 
de  Cl  elle,  l.  79)  et  que  je  rappellerai  succinctement.  Il  se  tire  de 
cette  nouvelle  expression,  semblal)le  à  celle  f|ue  j'ai  considérée  en 
commençant, 

j=  f-, ./^z^''''  =— ., 


=/ 


(- ~r,  iiJ-.-i(j-Hr2)i^--^'...(>  —  r„;iJ-.+i 


mais    où    l'intégrale    est    rectiligne    lorsque    les    exposants    '/, 
•X ,  'j.„.  avant  pour  valeur  commune  u,  on  a 

Si  nous  posons  encore 

F( -)  =  (z -  C) (- -  ■:.)... {z- r„ j, 


37->.  (»:rviu;s  Dt;  Charles  iikrmite. 

on  aura  plus  simplement 


c'est  1  intégrale   d Une   fonction   rationnelle,   et    1  on   trouve  faci- 
lement 

J  =\i  log- —  -hXaloi; —  — ..  .+  \„_i  log— E. 


^  ^  Il  J'  w  11  *v 


•^11 


Dans  cette  formule,  X|,  Xo,  ...,  X„_i  sont  des  poljnomes  du 
degré  -Ji,  I  un  (jnelconque  d'entre  eux  X,  étant  le  résidu  de  la  frac- 
t,ion  rationnelle  -^ — ——^  qui  correspond  au  pôle  w/.  Soit  enfin,  en 
développant  suivant  les  puissances  décroissanles  de  z^ 

{z—.r)V-  y.  p 


on  en  tire  la  série 


J  = 


j-{n  —  \'ii^+ii-\  ^t« -!)[/.-+-/( 


dont  le  premier  terme   montre  que  le  svslème  de  ces  ii  —  i  poly- 
nômes conduit  en  efî'et  à  l'approximation  maximum. 

Ce  résultai  m'avait  donné  l'espoir  que  la  considération  des  deux 


intégrales 


r     e--^ dz  r''  (z  —  xy  dz 

J^J\z)¥{z)\  X     ~J{^)¥^' 


ou  J  ai  pose 

me  servirait  également  pour  éclairer  la  question  des  deux  modes 
d'approximation  que  j'avais  en  vue.  Mais  si  l'élude  en  est  toute 
semblable,  les  conclusions  à  en  tirer  sont  bien  différentes,  ainsi 
qu'on  va  le  voir. 

En  employant  les  dénominations  dont  j'ai  déjà  fait  usage,  j'ai 
d  abord  remarqué  qu  on  peut  déterminer  le  polynôme  ^(-)  du 
degré  n  —  i  et  une  constante  c,  de  manière  à  avoir 

r      (z  —  x)''dz      _  r  ( z  —  xy-'^  'p(z)dz        ciz  —  xy 

J   ^z^l)J\z)ï'{z)  -J  J\z)b^{z)  (^-0/(2)' 

?Sous  en  tirons,  en  effet,  cette  égalité 

z  —  x  =  {z  —  Z)^{z)  —  vc¥{z)^c{z  —  x)\^^  -4-  Fi(x;)|, 
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el,    en   rulsonnaat   commo   nous   l'.uons   'Ifjà    liiil;   «>ii   l'ii   coiicliil 

tl'aboi'd 

I 

C  =  rr: — =— ) 

puis,  si   Ion  écnl  *I»(3,  Z,)  au  lien  ilt;  <P(z),  les  vali.'iiis  siiivanlcs  : 


'i>(  r.  r  I 


(  T  » 


t|ui  cotitioiinenl  runr  rt  1  antre  la  variahie  ,r  an  premier  degri-. 
( '.cla  |)i)St''.  rinl»'-i;ral  mil  nmis  donne,  en  atlnuîllanl  (|ii('  I  cxpo- 
»aii(  V  soil   I  11  l<''fMMir  iiii  (lri;rc'  di'  i  z  —  ^)J(^z), 


r  "        (z  —  j-  )•'  dz        _    / 
X     (z-lj/(z)Viz)  - 7, 


'*  (g  — a:)-'    •<I>(c)rf;: 


/.r.)F(-) 


!•(;;) 


iieini)la(ons  niainlcnaiil    ..         pai-  la  somme 

'       '  r  (  c  1  ' 

Y__îîliilL_ 


et  posons 


'-./■ 


•  (  j  —  .r  /'  -  '  f/^ 


on  olilient.  pour  les  valeurs  "^  =  ^,,  J^.^i  •  •  -j  vo  '^^  relations 
^""^TtTTT  ('  =  i,'^,  3,  ...,«). 

Après  avoir  remarqué  qu'on  a  encore,  en  général, 
r"  iz  —  x)-'-^  dz  _  yi        I 


h.  (i  =  1,7,  ..  .,  n), 


je  vais  considérer  le  cas  parlicnlier  où  u,,  u..,,  .  .  .,  [j.«  sont  égaux 
à  jj.  et  V  à  y.  -h  I ,  ce  qui  donne 


H^f 


i  z  —  x)Vdz 
(z-l_)¥V-{z) 


On  passe    de   la  première  intégrale  à  la   seconde   par  le  change- 
ment de  'j.  en  jj.  +  i  ;  nous  voyons,  par  suite,  qu'en  supposant  en 
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])remier  lieu  [J.  =  i ,  les  relations  trouvées  conduisent  par  un  algo- 
litliiiie  régulier  à  la  détermination  pour  toute  valeur  entière  de  v. 
des  quantités  J^  ei,  par  conséquent,  des  polynômes  X, ,  Xj,  ...,  X„_, 


dans  l'égalité 

/  ].;,.-^,  (  .  )      =  ^1  'og ■+...-  .\„-,  log ~  -  K. 

l*our  ne  pas  trop  m'étendre,  je  ne  jetterai  qu  un  rapide  coup 
d'œil  sur  cet  algorithme;  je  me  contenterai  de  remarquer  que  la 
partie  transcendante  de  J^  se  présente  sous  la  forme  suivante 

X',  (X  -  r, )  log  :^^  +  x;  {X  -  r, )  log  '"  ~  ^- 


X  —  C  X  — 

X'„(a;  — r„)log^^ 


OÙ  X,,  X^,  ...,  X'^j  sont  des  polynômes  de  degré  ;j. —  i.  J'obser- 
verai encore  qu'en  développant  suivant  les  [)uissances  descen- 
dantes de  X,  nous  trouvons 


J-  = 


;//~i  'U. 


X 


On  est  donc  encore  amené,  avec  le  système  de  ces  coellicients, 
à  une  approximation  mavimuni,  mais  qui  se  rapporte  à  une  autre 
expression  que  la  proposée.  Les  polynômes  auxiliaires,  auxquels 
donne  naissance  le  nouvel  algorithme,  sont  ainsi  d'une  nature 
toute  différente  de  ceux  auxquels  nous  avons  précédemment 
donné  le  nom  û'associés.  Devant  les  grandes  difficultés  qui 
s'offrent  maintenant  poui-  saisir,  dans  ces  circonstances,  le  moyen 
de  passer  du  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer  au  cas 
général  où  les  logarithmes  sont  remplacés  par  des  séries  quel- 
conques, j'ai  du  poursuivre  dans  une  autre  direction  la  recherche 
que  j'ai  entreprise;  voici,  en  peu  de  mots,  ce  que  j'ai  obtenu  : 

Soient  S  et  S'  deux  séries  de  la  forme  —  4-  ^^^ — \-  - — h  •  •  -,   le 

X         x^         x'^  •* 

désignerai  par  P,  P';  (),  Q';  R,  R'  des  polynômes  dont  les  degrés 
sont  donnés  par  ce  Tableau, 


m. 

m  , 

/«  -f-  r, 

m', 

m, 

m'  -h  I 
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l'I  tels  <|iren  posant  //-— /;/    -/;/'-+- m  on   .iil    h's  «'galllrs  .siin;inlrs, 
i|ui  >()nt   curaclcnsliqucs  lIc   r;i|>|)ro\iniiilM)U   ina\ininni,  à  savoir 


SP^S'I'  — i:  ''' 


j- 


n  rii-*-i 


SQ-f-S'Q'—  \y  -^ 


SK  .-  S' ir  -  1-:" .-.  -^ — h  -^ 


.r' 


^-f-...     « 


«-+2 


j.,1-, 


(^('la  post',  je    lorinc    ct-s    (uinbliiaisons   linéaires   où   A  cl    H   sont 
ilos  hinomes  dn  prcinici-  (Ic-^ré,  a,  a\  0,  b'  des  conslanles 

SI'  -T-  SI'  —  K  ;.\  -f-  ^  S(,>  -r  S  (,>  —  i:')a  -i-(SR  -+-  S'R'—  K'ja' 

=  1     H f-  .  .  .   1  A  -T-  (  — I i K  .  .  .   1  't  -4-  (  — ■ — 

bl'  ^S'I"   -  K)/y  -r-  1  S(^>  -f-  S'Q  —  E')B  -i-(SR^  S'R'—  \^' )b' 

SQ^S'Q'—  h:')c  -H(SR-l-S'R'—  K")c' 

\  J-/J+1         J-/H-2  /  \  ar""*"'         iF""^"2  / 

J'observe  maintenanl  qn'iui  moyen  des  coefficients  indéterminés 
contenus  dans  zV,  B  el  des  constantes  a,  a\  6,  6',  on  peut  faire 
disparaître  dans  les  seconds  membres  des  deux  premières  égalités 

les  termes  en  — > -> ->  et  enfin,  au  moven  de  c  el  r'  dans  la 

troisième,  le  seul   lerme  en -•  Soient  donc 

-fii-^\ 

I',  =  l'A -+- ga  +  Rrt',         P,  :=  F'A  +  Q'a  ^-R'a', 

R,  =  |'c— Qc',  R,  =  F'c  4-Q'c', 

nous  aurons  les  nouvelles  égalités,  toutes  semblables  aux  précé- 
dentes, 

SP,-t-S'P',  -  K,  = 


SQ,-f-S'Q',-n:',  = 


O  (3' 

■-•1        ,        Pi 


2^;«-h»  ;pH-|-  + 


SR,  ^  S'  R',  —  E',  =  — t^  +  -^^ 


Cbacune  d'elles  correspond  encore  à  un  ordre   d'approximation 


// 
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inaxiliulin,  les  tlenrcs  dos  coefficienls  étant 

m  -+-  I ,  ?)i'  -i-  I , 
m  ■+-  'i,  /«'-+-  I , 
/n  -+-  I ,     m' -h-  'i, 

et  l'on  voit  que,  par  la  relation  de  récurrence,  on  parviendra,  de 
proche  en  proche,  à  trois  fondions  linéaires  dont  l'ordre  d'ap- 
proximation sera  de  même  le  plus  élevé  possible,  avec  des  coeffi- 
cients des  degrés 


m  -+-  n, 

m  -+-  n 

/)>  -1-  /i  -f 

-  I, 

ni'-i-  n 

m  -+-  /i. 

///-f-  /i 

I, 

n  étant  un  entier  quelconque.  Supposons,  en  particulier,  m  =  o, 

m'^o,  nous  aurons  la  solution  de  la  question  que  nous  avions 

vue  dans  les  trois  cas  où  les  degrés  des  polynômes  facteurs  de  S 

et  S'  seront 

n,  n, 

n  -I-  1 ,  n, 

71,  n  -T-  I, 

Voici  un  autre  résultat.  Je  pars  des  relations 

SP+S'P'— E=    —    +-^ -+-..., 

SPi  +  S'P'i  — E,  =     ^'  ''' 


//-M 


^«-t-i  ^A 


SP2 -h  S' p'2  —  E2  =    "'^    ■    ''■^ 


X 


rt-t-2 


dans  lesquelles  P,  P,.  Pj  sont  des  degrés  m,  /??  +  i,  w<  +  2, 
P',  P'j,  P.,  du  même  degré  m'  et  où  j'ai  fait  n  =  m -\-  m'.  Ajoutons- 
les  membre  à  membre  après  avoir  multiplié  la  première  par  une 
constante  c,  les  deux  autres  par  des  binômes  du  premier  deg^ré  A( 
et  A2.  Posons  maintenant  cette  première  condition  que,  dans  le 
coefficient  de  S',  c'est-à-dire  P'c  +  l^,  A, -h  PJ,  Ao,  le  terme  du 
degré  le  plus  élevé  disparaisse.  Il  restera  encore  quatre  arbitraires 
et  il  sera  possible  d'annuler  dans  l'expression 


OL  a  \  /     0C1  a,  ,   . 

A 


a-  a. 


,    ...   ,  A  9 , 
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les  coelficicnts  des  termes  en  — >  -.  -•  Suit  donc 


r 


n  t  1 


I',  =  PC    -r-l',   A,-1',A., 

i»'3=p'c-+-p,a,-+-p;Aî, 

Ej  =  E  c  -f-  El  A ,  -t-  Ej  Aj  ; 


nous  pourrons  fcrire 


SP,^S'P3-E,=     "' 


il-t-3 


X' 


1*3  étant  de  dej;r»''  ni  -i- 3  et  P!,  du  degré  m'.  C'est  une  nouvelle 
relation  de  même  forme  que  les  précédentes,  et  nous  avons  ainsi 
une  relation  de  récurrence  sembiiihle  à  celle  de  la  théorie  d(.'S  frac- 
lions  continues  pour  obtenir,  de  proche  en  pioche,  l'approxima- 
tion maximum  pour  le  cas  où  les  coefficients  de  S  et  S'  sont  des 
degrés  m -^ p  et  //«',  />  étant  un  entier  arbitraire.  Supposons  en 
particulier  m  =  o,  le  premier  sera  du  degré/),  le  second  une  con- 
stante, en  admettant  (pi'on  sache  obtenir  ce  polynôme  et  cette 
constante,  lalgorithme  donnera  les  multi[)licateurs  de  S  et  S'  qui 
sont  de  degrés  n  -\-  p  cl  p. 


SUR  UNE 

EXTENSION  DE  EA  FOUMULE  DE  STJREING. 


Mfitlienialisclie  Anna len .  t.  XLI.   1893,  |).  iSi-jgo. 


Je  me  propose  de  montrer  que  rinlégrale  de  Raabe 

.-,11+  \ 
I  ïogY(x)  dx  =  alo^a  —  « -t- log  ^/â^ 


donne  une  méthode  facile  pour  obtenir  l'expression  de  la  quantité 

iog[r(«  +  ï)r(a-^.-ï)], 

en  supposant  ç  compris  entre  zéro  et  l'unité,  lorsque  a  est   un 
i;rand  nombre.  Nous  retrouverous  ainsi,    par   une  nouvelle   voie, 

dans  les  cas  particuliers  de  c  =  o  et  c  =  -»  les  séries 

loi;  1    a)  =     a osa  —  a  -h  locr  v  '2-  -r-  7 ; » 

loir  T  {  a  -i —  )  =  a  lo'j^a  —  a  -+-  los  V'j.-  ^  >  — 


découvertes  par  Stirling  et  par  Gauss,  où  B,,  Bo,  .  .  .  désignent 
les  nombres  de  BernouUi,  -,■■  -r-'  •  •  •  avec  leurs  termes  complémen- 
laires. 

Je  remarquerai,  en  premier  lieu,  qu'on  tire  aisément  de  la  for- 
mule 

'■^       ,  s     -1  dx 

X 


cette  expression  nouvelle  de  Fintégrale  de  Raabe,  à  sa\oir 


X       '^^n-^^-^^/J^-f^-i)--^] 


,r 
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Niiii^  cnlir  lui  Jii".  ,iii>^i   (Ir   l,i    irii-iiir   iil.i  1 1  c  m 


•»7y 


»    —  -e  i- 


I  •Ht  —  11* 


•1'^ 


<  .cla    cl.iiit,    i!    -iillil     (le    rcti  .iiu;li('i'    iiiciiiKi'c    :i    iiicinl)!  r,    :i\c(' 


•}.\ti  log//  —  n  -\-  loi;  y^-i-)  =    /  ; (  ■, 


xtt  —  I  I  »^^  — 


■).  e  ' 


X 


|)niii-  |>iir\einr  a  fc  lÙMillil 

logl  r(a  -^\)y(a  ^\  —  \)\—  i.ia  loga  —  a  -;-  Ing  y/,».-) 


(  )n  voit  c|ii('  I  iiilrgi  aie  du  second  inenihie  ne  conlieiiL  la  (jiian- 
titti  (t  (lue  dans  rcxponculielle  e"'";  (:C>1  relie  circonstance  qui 
permet  de  la  développer  suivant  les  puissances  descendantes  de  n . 
Mais  avant  de  nous  occuper-  de  ce  développement,  nous  remarquons 
qu'on  obtient  sur-le-clianip  la  valeur  asjmplotiquc  pour  n  infini  de 

Soit,  pour  abréger, 

t'-'  —  I  t\  x' 

celle  fonction  est  pane,  car  on  peut  remplacer  ^ — -r— —  par  I  ex- 


e-*  —  I 


s  -i 


pression 


,  nui  cliariiie  de  sii-rie  avec  X.  Elle  est 


nulle  pour  x  infini,  en  supposant  ç  moindre  que  riinité,  comme 

nous  lavons  admis;  elle  est  t;i^ale  pour  j:  r=  o  a »    el 

reste  toujours  finie  lorsque  la  \arial)le  croit  de  — yj  à  zéro.  Si 
nous  représentons  par  M  sa  plus  grande  \aleui- absolue,  et  par  ."r? 
uu  nombre  compris  entre  —  i  et  +  i ,  on  peut  donc  écrire 


/' 


V(x)e"'^dx 


M2r 


(i 
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ce  qui  nous  donne 
I 


log[r(rt  -h  ;  j  r(a  H-  I  —  ^  j]  =  a  log«  —  rt  -t-  log  v/27: 


M  Ht 


2« 


Soit  ;  =  -;  la  fonclion 


2  e 


est  alors  lonjours  néijative,  sou  maximum  absolu  correspond 
à  r  =  o  el  a  pour  valeur  — ,  nous  ohlenous  donc,  en  désignant 
|)ar  î  un  nombre  positil"  inférieur  à  l'unité, 


a 


En  faisant  ensuite  ^  :=  o,  on  trouve 


F(.r)  = -, 

\e^~  1         X I  X 

expression  toujours  positive,  dont  le  maximum  -  est  encore  donné 
pour  j?  =  o.  Cela  étant,  on  conclut  de  Tégalité  r(r^  +  1)  =  «  r(rt) 

logr(«)  =  [a )  \o"a  —  a  +  lo"  i/ûl:  -f ^—-, 

\  -2  /  XI  a 

£  étant  positif  et  moindre  que  l'unité. 

J'arrive  maintenant  à  l'élude  de  la  fonction  F(j7),  et  je  cher- 
cherai d'abord  les  coefficients  de  son  développement  suivant  les 
puissances  croissantes  de  la  vaiiable.  Employons,  à  cet  elFet, 
l'égalité 


I  ^~i  t" 


=  I,    2,   3,    ...), 


où  S„(i)  est  un  polynôme  de  degré  //  4-  [ ,  qui  représente,  pour 
\  entier,  la  somme 

Ce  polynôme  satisfait  à  la  condition 
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on  ;i  iloiic 

;-y^      n""S„(t) 


p(i-Ç)x — ,   ^  ^       ^-1  a:" 


Joij^nuns  à  ces  deux  rt.'lalioii>  la  suivaale 


=  4_,_H,y  (_,;/-i  n„ 


en  observant  c|iie 


on  trouve  aisément 


{n  =  t,  ■>,  3,  ..  .), 
et,  par  suite, 

¥(x)  =  -i^  [.,„S,„_,(0-4-(-i)"-'B„l— ^!^^. 

Ce  développement,  s'il  était  permis  de  l'employer  dans  toute 
l'étendue  des  valeurs  de  la  variable,  donnerait  l'expression  sui- 
vante 

mais  il  n'a  heu  qu'en  supposant  le  module  de  x  inférieur  à  271,  la 
série  que  nous  venons  d'obtenir  est  divergente,  il  est  donc  néces- 
saire de  la  limiter  à  un  nombre  fini  de  termes  et.  de  donner  l'expres- 
sion du  reste.  Nous  traiterons  ce  point  important  au  mojeri  de  la 
formule  qu'on  tire  du  théorème  de  M.  Mittag-Leftler,  et  qui  sub- 
siste pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 

Elle  s'obtient  encore  par  une  autre  méthode  que  j'indiquerai  à 
cause  de  sa  simplicité,  en  cherchant,  au  moyen  du  théorème  de 
Fourier,  le  développement  trigonométrique  de  F(^),  considéré 
par  rapport  à  ;. 

Envisageons,  à  cet  effet,  la  quantité  e'^-^+ e"'^-^,  et  posons  entre 
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les  limilcs  —  i  et  +  i  de  î^ 

eï-« -H  e-?-^  =  ^  A,„cos;«t:^  (/?i  =  o,  i,  i,   .  .  . ). 

Sans  meltredans  le  second  membre  le  sinus  qui  change  de  signe 
avec  ^,  on  aura,  sous  la  condition  de  réduire  l'intégrale  à  moitié 
pour  m  r=  o, 


Cela  étant,  je  remplace  e^''+<?  ^•'"  par  -Acosi^x,  ce  qui  permet 
d'écrire 

(  e'^.x -!^  e-^.i- )  cas  m  tX  =  2  cosi^.r  cos/»7r^ 

=  cos(t.r  -+-  mT:)Z  -f-  cos (Lt  —  /nTi)^. 

La  valeur  cherchée  s'obtient  immédiatement  au  moyen  de  celle 
transformation;  on  trouve  ainsi 

f^i.r  co^  m  —  9.'\n  i.r 


r-i) 


.r-  -i-  /n--' 
7.  X  (  e-^  —  e-^  ) 

Il  ^  ' 


et,  par  conséquent, 

*  e^^  4-  e-'-."^         \        v^  ( —  I  )'"  o.x  cos  m  -X. 

— (_  X   i 1  (m  =1,  -i,  3,   .  .  .  ). 

e^ — <?  ■'  .T      j^         x^-^-m-T.- 

I^'expression  de  F(^)  découle  de  ce  résultat  en  posant  ^  =:  2  Ç  —  i , 

de  sorte  que  ;  a  pour  limites  zéro  et  l'unité,  et  changeant  x  en  —; 

\  oici  maintenant  la  conséquence  à  en  tirer. 

Développons,  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  varial)le, 

la    fraction ; — ; — r»    on    aura,    pour    le    coefficient    de    x'-""- 

dans  F(.r'),  la  série 

i        /             ,        cos4~c        cosôtt; 
1  cos '2-;  H H 

{■>.-)-"  \  ■>:-"■  32« 

d'où  l'égaillé  suivante 

2  7?,  S2„.-i(ç)  -t-  (—   l)"-»  B„  -i  f  COS^TIÇ 

—  —         '  cosairE    ' 


\.l.  .  .-la  ('V-Tt  1'^"  \  '  -2-" 
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()n    voit    (|ii<\    m    -«iipposiinl    //    un    ^imihI    rioinhic,   le  second 

,                .  I    •               Il                 -1'                  •        e                   I       '•  fos^rj 
iiienihi'e' Si- re<liiil  sensihicmciil  n  1  expression  torl  smiple, 

Dr  hi   i-«''sull('   la  (li\ «.-r^enee  du   développement    suivant   les    pui>- 
sanees  dcseendanles  de  a  par  lecjucl  nous  avons  représenté  l'inté- 


j;  ra  I  e 


/      V(x)e"^  dr; 


il  s'atril  donc  d  ohlemr  iint'  série  liinilé(î  à  un  noinhif  fini  de 
termes  avec  l'expression  du  reste,  c'est  l'objet  des  considérations 
qui  vont  suivre. 

lu'inpiaçons  dans  rintéyraU-  la  fonclioii   I' (^)  par  son  dévelop- 
pement trigonométrie]  lie 

^r^    \  rns  ■>.  //(  TT: 

«m  a  la  suite 


2:/_ 


En  changeant  a-  en    "'  "  "'  >  tllc  i)rend  une  autre  forme  et  devient 

7.     /*  "  a  cns v>  ni  r^  <?2""t»" 


lif. 


d:, 


r. 


/«(.r-  -+■  a'*  ) 
La  sommation  s'ellectue  alors  au  inoveii  de  la  formule 


et  Ton  obtient  pour  Tinlégrale    /      V{x)e'^^dx^  qui  contient  en 
exponentielle  la  (juautité  a,  l'expression  suivante 


I     f'^  a\o^(i  —  2  cos'It:; ''^'^•^-i- ^*'"^) 


-u_ 


x^-+-  a- 


dx, 


où  cette  constante  entre  sous  forme  rationnelle.  Employons  main- 
tenant l'identité 


.r--r-a'         (I         a^    «2''-i  '    «-"-'(a:- -f- a^)  ' 

la  partie  entière  donnera  le  développement  suivant  les  puissances 
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descendantes  de  «,  limité  à  un  nombre  fini  de  termes,  et  les 
coefficients  de  cette  série,  les  polynômes  en  ç  que  nous  avons  pré- 
cédemment obtenus,  s'exprimeront  par  la  formule 

n  {■i.n  —  i  ) 

( i)n     r'^ 

—  ■ /      a"2"-i  logCi  —  1  cos2-^  c27t-^'+e'»7î-î-)  dx. 

'•     «,' 

Nous  trouvons,  en  même,  temps  que  le  reste,  en  sarrêtant  au 
terme  en     .,^^  ^ ,  est  représenté  par  l'intégrale 

( l)"      Z"^'  SP-"-  logd  —-2  COS27r;  (?27î.r_^  t'*"^-^  ) 


/  a2"-i(a-'--i-  a-)  ' 


Tz      J  a2"-i(a-'--i- a- ) 

I 

c'est  le  résultat  auquel  je  voulais  parvenir,  je  vais  y  ajouter 
quelques  remarques. 

La    quantité    i  — 2  cos27îç  e-'^-^+ e'"'"    est  inférieure    à   l'unité 
pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  x,  c'est-à-dire  dans  l'étendue 

de  l'intégrale,  lorsqu'on  a  2  COS27:;  >■  i ,  et,  par  conséquent,  ç  <C  -r; 

elle  est,  au  contraire,  siqjérieure  à  l'unité  si  le  cosinus  est  négatif, 

ce  qui  suppose  c  compris  entre  y  et  -•   Mais,  en  dehors  de  ces 
'  '^  '  ■  '  44 

deux  intervalles,  elle   peut  prendre  des   valeurs  |)lus  grandes  ou 

moindres  que  cette  limite,  et  son  logarithme  passer  du  positif  au 

négatif.  C'est  seulement  dans  les  cas  où  le  signe  de 

logd  —  a  C0S2-;  e-'^-'-\-  c'*^-^") 

ne  change  pas  qu'on  parvient,  pour  le  reste,  ;i  cette  expression 
simple  où  t  désigne  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité 

(— i)''£    /*"  .r"-«  log(  r  —  •ico^-i.T/ce'-'^-^'-^  e'*'^^  )    , 

Le  développement  que  nous  avons  donné  du  logarithme  de 

r(«-t-Or(«  +  '-0 

possède  alors  exactement  les  mêmes  propriétés  et  a  le  même 
caractère  analytique  que  la  série  de  Stirling,  un  terme  de  rang 
quelconque  étant  une  limite  supérieure  du  reste  lorsqu'on  s'arrête 
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ail  tenue  |»récL'dciil.  Tel  esl  le  cas  de  la  ((iiinule  de  Gauss  où  la 
valeur  ;  =  -  est  eoniprise  entre  -  et  -;  on  a  alors 


F(J7)  = 


4 


e^  —  e     » 


de  sorte  une  les  eoellicieuls  résulleiit  de  l'expression  connue 


1  JT 


--t-S(-i)"C^-"-'  — i)B„ 


-î/i-i 


\   .JL. 


l  II  .   >. 


:«  — 1 


(n  =  I,  2,  3,  ...). 


e-- 


J'étais  parvenu  aux  résultais  qu'on  vient  de  voir  lors(ju<'  j'ai 
reinar([né  qu'ils  pouvaient  se  tirer  d'une  relation  donnée  par 
M.  Stielljes  dans  son  Mémoire  Sur  le  développement  de  logr(a7) 
{Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan,  t,  V,  p.  4^,5).  L'éini- 
nent  géomètre  établit  celte  proposition  générale,  d'un  grand 
intérêt,  (pi'en  désignant  par  f{x)  une  fonction  uniforme  et  con- 
tinue dans  le  demi-plan,  à  droite  de  l'axe  des  ordonnées,  on  a 

En  supposant  ensuilo 


il  obtient  l'éiralité 


lo" 


-  'og- 


—   lojr  Z Z_ 


1  cosa-' 


(e"'*—  e-"^")"- 


^ 


I ,  \     c"   a  (lu   ,     r  f  2 

=  -loga /      -— loi;     — 

et  il  suffit  de  la  joiiuirc  à  la  relation 

pour  arriver  à  l'expression  dont  j'ai  fait  usage  cl  que  j'ai  déduite 
de  considérations  toutes  difierentes.  Je  saisis  encore  r<jccasion  de 
rappeler,  à  propos  de  ce  beau  et  important  travail,  qu'en  posant 

log  T(a)  =  (a I  'Oo<^  —  a  -h  log  /âr:  -^  J(a), 


H.  -IV. 


20 
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l'aiHciif  parvient  à  la  formule  suivante 


r  ^  2 


^{ci)  =  S      I ; --^.^— ■ (/;  =  o,   I,  9.,  3,   .  .  .), 

-^  ,/„        («  — /^-^- .r)  (a -f- « -+- I  —  x) 

en  se  fondant  sur  un  résultat  fort  remarquable,  découvei't  précé- 
demment par  M.  Bourguet,  à  savoir 

L'expression  de  M.  Stieltjes  peut  s'établir  facilement  et  se  géné- 
raliser en  considérant  l'écpialion 

-log[r(  rt  -+-  ç)  Fi  a  —  I  —  ;)]  =  a  log«  —  a  +  \og  >/ '2t.  ^  i  ( a  ) , 

où  Ton  a 

F{x)e'<'''  dx. 

00 

Voici    d'abord    un    développement   en    séiie   de    l'intégrale   qui 
s  obtient^en  mettant  la  fonction  1'  (^)  sous  cette  forme 

F  X)  =  — — — !— — ^ — 

x^-{i  —  e-^) 

et  employant  l'identité 
I 


;_  j  _l_  g.r_i__  _  _^       pt/ï— I).c. 


1  —  ('■'  I  —  e-^ 

De  là  résulte  en  ell'et,  d'une  part,  une  somme  finie  qui  s'obtient 
explicitement 


2  f  ^^^^ 


—  \)  —  x[eU-^  e^i-^J-r-] 


x- 
(jn  =  o,  I,  2,   .  .  . ,  n  —  II, 


e'.a+m)  dx 


et  un  terme  comph'mcntaire 

/       F(.r)  ei«+«).r  (Ix  =  ■?.  3 (a  +  n), 

(|ui  s'annule  pour  u  infini.  Gela  élanU  soit  afin  d  abréger  a-\~  m  :=a, 
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;iii  tiiiivcii  cli>  la  K-lahoii 

«'•'•'        A'  *'*''^  '■'■  ' 

— -   — l^.r ' 

.r-  X  ./■ 

où  ^'  c^t    une  coM'^lanle,  on   linii\  »•  aist'imiil 

/        — ! e*-r  d.r 

f  X* 


38; 


0 


=/ 


■A(a  -+-  i)  e'»-+-"-'—  îa  f*-^ —  <»  a-»  Ç  x —  g(a+i-$.r 


rf j:"  — 


X 


.       a-t-i        ,       a-v-i        ,           x-4-1 
=  22  lo;; !-  In;; 1  -H  lo^  r  —  ■^• 


a  -r- 


2   -H   I 


Non>  |)ar\en(ta^  tlonc  en  |u)Siint. 


o( a)  =  a  log ' —  loiî r  H loi 


a 


2     "a^ï        9.      •'a--!  — f 


', 


;j  celle  expression  fjiii  renferme,  comme  cas  particulier  pour  :=    <>, 
la  si'rie  de  (  iinleiinann ,  à  ^axoir 

il  (I  )  —  I.f^(  a  -~-  n )        ( //  =  o,  1 ,  •->.,  . .  .)• 

()n   en   dédnil    ensuite   une  atilre  luiniule,  au  niosen  de  l'égalilé 
suivanle,  (ju  il  est  aisé  de  vériliei'  : 


I  /•'    x().T  —  \)dx        >  r 

(«)  =  -    /      — i /  ; — 


iNons  a\  uns,  en  ellel . 
.t(  }.T  —  I  )  c/x 


x(:>.x  —  I  )  dx 
-^  x)(a-h  i  —  X) 


r  '        x(  }.x  —  I 

f  (a  -^-  x)(a  -r 


a 


{a  -}-  x)(a  -!-  i  —  .r) 

x(  xx  — •  1  )  clx 


=  a  loî 


a 


—  (rt  -f-  Ijlpg -2;. 


r'     '       x(}.x  —  \)dx                 ,       a -^  \ 
I  =  (l  \o" 

.    .  '  {(I  -^  x)(a'^i  —  X}    .         °         a 


a  -+-  \ 


(a  -r-  »)  \o"  —5  —  •^.(  I  —  ;> 
rt  —  1 


el  en  ajonlant  rneinhreà  niemhre  on  Irouve  bien,  après  réduction^ 
la  (pianlili' 


rt  —  I  a  -t    I 

9, «  loi; lo; 


a 


a 


I  "       ^ 

log p    —   9, 

"  rt  —  I  —  ; 


c  esl-à-diic  2  '-51  rt  ). 

Soil,  en  particulier,  ;  =  o,  il  vient  alors 

./•  (  9  .r  —  I  )  dx 

-t-  x)  (  a  -\-  Il  -^  V  —  X ) 


{n  =  «,  I,  9 


)    •  •  •  /  r 
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écrivons  ensulle 

1 

/*  x^-isc  —  \)  ifx  f'  .ri'jx  —  \)  dx 

J  0     {a  -r-  n  -h  x)  {a.  -i-  u  -h  i  —  :/■  )  ,  ' ,     (  a  t-  n 


-T-  X )  (a  -i-  /i  -i-  ]  —  x) 

r  '  x{-2X  —  f )  dx 

J      i  a  —  Il  -^  x)  { a  -^-  n  -r  i  —  x) 


el  remarquons  cjiie,  en  changeant  j"  en  i  —  ./',  on  a 

x{i.x  —  \')dx  C'      (\  —  .ri(r — •?.j:)dx 


r  xiix  —  i)  dx  r 

J     {a-h  n){a -i- n -i- i  —  x)       J 


■)       Ji     (a--n)(a-i-/i-r-i  —  x) 

2  . 

on  sera  ainsi  amené  à  la  formule  de  M.  Slielljes 


/•2  I x)   dx 
^ — ^ 
(a  -+-  n  -r-  X  }  (a  ^  n  ~  i  —  x) 

Posons  enfin 

x(ix  —  I  ) 


/•/sV                    xi'ix  —  i) 
J{a)  —  > {  H  =  o.   1,1.   ... 

la  fonction  uniforme  dt'iinie  par  celte  série  permet  d  éciire 

no-)=-ff{oc)dx-^-f       f(x)dx. 

El,  dans  celte  expression,  celle  des  deux  intégrales  dont  la  limite 

supérieure  est  plus  grande  que  -  a  pour  coupure  toute  la  portion 

négative  de  l'axe  des  abscisses,  taudis  que,  pour  l'autre,  les  cou- 
pures sont  des  segments  non  contigus  de  cet  axe,  de  longueur  2;, 
ayant  leur  milieu  aux  dislances  —  1,   —  2,  —  >,  ...  de  l'origine. 


EXTRAIT  DIM;  I  IH  IKH  A  Nf.  .MITTAC-LKITM-U. 
SLU  LES 

IMILYiMlMES  KlMIEKS  A  INK  VAUIAHLL 


.\}'t   l'iilsLiifl  for  Mnllirmatik,  t.  \,  lî,  i.Sy4,  |>.  i-i- 


Soiriil  (i  il  I)  deux  racines  rrcll<*s  consécullvcs  d'iino  ('(|ii:i(loii 
V(^x)^=o,  je  nii'  |)r()[)ose  de  iiionlrer  ({ii'oii  peut  incllif;  le  poly- 
nôme Vix)  sons  nue  forme  laisanl  recoiinailre  iMiiiiédialement 
ipiil  III'  (  li;iiiL;f  |)as  «le  si^ne  |tour  1rs  valeurs  «Je  la  variable  com- 
prises en  Ire  deux  liniiles  .r„  el  x,,  telles  qu'on  ait  j^o^fl  elXx  <C.i>. 

Partons,  à  eel  ellel.  <le  l'expression  par  un  produit  de  facteurs 
dn  pitinier  degré 

V{x  )  =  {x  —  '0  (  ^  —  0)  .  .  .{X-  —  /), 

et  supposons  d';d)(»rd  (pie  les  racines  a,  b,   .--,   l  soient  toutes 
réelles. 

J'emploierai  les  égalités  suivantes 

T  —  a  =  \(x  —  .To  )  -+-  A,  (:r,  —  x), 
./•  —  />  =  15(3"  —  -^'u  )  -i-  lî  I  (  ^1  —  't^  )■, 


où  j'ai  (ail 


j-  —  /  =  1.  (  .r  —  .r,,  )  -h  l>i  (J^i  —  x  ), 


X,  —  a 
A  —  > 

Xi  —  Xo 


13 


.r,  —  ./•„ 


.-^■i  -  / 

Xi  —  .r„  X' 


A. 

= 

Xi- 

■Tn- 

■Tl- 

-a"o 

1m 

^0  - 

-/ 
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Oa  ol)servera  que  ]cs   produils   AV(.    I)B,,    ...,    I^L|    étauL   les 
valeurs  que  prend  le  trinôme  du  second  degré 


(xi—xor- 


)Ollr  ;   =  rt,  ^,    ..../, 


sonl  tous  positifs.  On  voit  encore  que  les  facteurs  V  et  A|  sont 
positifs,  ainsi  que  tous  ceux  qui  correspondent  aux  racines 
moindres  que  a,  les  autres,  où  entrent  les  racines  supérieures  à  a, 
(itant  négatifs.  Nous  obtenons  ■  donc,  pour  F(:r),  une  fonction 
liomogène  des  quantités  x  —  x^  et  j",  —  a,  dont  les  coefficients 
sont  du  signe  de  ( —  i)".  en  désignant  par  n  le  nombre  de  ces 
racines  supérieures  à  a.  C'est  la  transformation  au  moyen  de 
laquelle  on  met  en  évidence  que  le  |)olTnonie  F(.r)  ne  change  pas 
de  signe  pour  les  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  :r„  elx^. 
Soit  ensuite,  sous  forme  homogène, 

X  ■[  B  (.r  —  a-oV  )  -+-  l>i  (\r ,  j>-  —  a-  )  ] 
X 

X  [L(.r  — a-0  r)-^  L,(.r,_7— ..r)j. 


nous  faisons 


(I  ou 


.r  —  Xoj  =  X,  XiY  —  -r  =  Y, 

.r,\-.roY  \-Y 


X  = 


-> 


■''  1  —  -''d  ■''  I  —  -^0 

On  aura  ainsi 

/  xi  \  -j-a-Q  Y      \  -4-  Y  \ 

V  -^'l  ^0  -T"!  Xq  / 

=  (AX-4-  AiY)(BX  ^  B|Y  •...(  I.X  ^  LiYj, 

ce  qui  donne  le  moyen  de  parvenir  directement  à  celte  transfor- 
mation. 

Ce  résultat  s'étend   sons  certaines  conditions  au  cas  où  Y  {x) 
ayant  des  racines  imaginaires  contient  des  facteurs  de  la  forme 

Faisons,  en  effet, 

{x  —  a)2  -\-  (^A  =0(x  —  .ro)2  ^  a  H  (a-  —  a-o)  (.r,  —  ./■)  +  K(.ri  —  .r  )^ 

on,  sous  forme  homogène, 

(x  —  oiyy-^  32  j2 

=  G{x  —  .rojK)--+-  i\\{x  —  .r^y)  {xxV  —  r)  -h  K(.r,  j>'  —  x)-. 
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\ii  iinivcii  (I  •  1,1   ^iihshtiiliori  pn-cédi-nli'  on  iiura 


a  )  \    •   !..#,»  —  a)  Vl* 


r*?'(ï^y=«^'^'"^^  '^'-- 


j-,  —  .1-0 

»•(•  (|Mi  (li.iiiir  li's  \aleilis  siii\;iillcs  : 

(a-,  — j-o)'!!  =  (.ru—  a;  (>,  —  x)  -r-  ^», 
(-i-,  — ^„)»K  =(j:-o— ï)'  -^?'. 

Elles  inontrenl  qiir  les  coefficients  Ti  et  K  ^oni  posilifs.  fi  il  en 
sera  d»;  même  de  11  sou>  la  «Mnidilion 

(./•oT-a)(.r,— a)^[i2><), 

doiil  voici  la  sigiiilicalioa. 

Ayanl  tracé  deux  axes  rectangulaires  dans  un  plan,  construisons 
la  circonférence 

ayant  son  centre  sur  l'axe  des  abscisses  et  coupant  cet  axe  aux 
deux  points  (pii  oui  pour  abscisses  Xo  et  Xi.  On  voit  que  H  sera 
positif  si  les  racines  imaginaires  azizf^  se  trouvent  eu  tieliors  de 
cette  circonférence.  (]ela  étant,  il  est  clair  que  la  luulliplication 
par  le  facteur 

G(x  —  xo)^-h  •iH(x  —  a-Qj  (^1  —  X )  -+-  \\(xi  —  xj^ 

conduira  ainsi  à  une  expression  homogène  en  x  —  x^  et  x, — x 
dont  les  coefficients  seront  posilifs.  Nous  obtenons  donc  la  forme 
caractéristique  qui  a  été  trouvée  dans  le  cas  des  racines  réelles, 
sous  cette  condition  fjue  les  racines  tant  réelles  qu'imaginaires 
du  polynôme  f  {^)  soient  extérieures  à  la  circonférence  dont  il 
vient  d'être  question. 

A  ce  qui  précède  j'ajouterai  la  remarque  que,  en  considérant 
l'équation  du  second  degré 

G(.r  —  .ro)^-l-  -ill^x  —  Xq)  (xi  —  x )  -h  K(j"i  —  ^)^  =  I^ 

et  posant,  dans  le  cas  où  les  racines  sont  imaginaires, 

Àf(a-  — a)2+  ^2]  =  G(x  —  x„y- -h  T-Uix  —  xo)  (xi  —  X)  -h  K(xi  —  xy^—  L, 
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nous  aurons  les  égalités 

G— 2H  -+-  K  =  À, 

(x,  -  Xo  )"U  ~  \.  =  l[(xo—  :i)  (xi-:c)  +  ^2], 
(a;^x,yK  —  L  =  mxo-ay  +p2]. 

On  en   tire  cette  conclusion  que  les  deux  racines  seront  à  l'ex- 
lérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle 

(xo—x)(xi  —  x)-^y^=o, 

,                  .    ,  (xi  —  Xo)nî~  L  .  .  ,        . 

suivant  que  la  quantité — —71 ; — sera  positive  ou  négative. 


F-\TI!\IT  hK  l>i:r\  I  ITTIIKS  A   M.   II).  WI-VR 


in.MMiorK 


sru  i.i.s 

i\O.MliKKS  l)K  liEKNOULLI  ET  LES  NOMHUKS  1)11  LEK. 


Bulletin  de  la  Société  royale  fies  Sciences  de  lloln'/nr.  a*  classe,  1894. 


Ce  sont  (lo  i-L'Ialions  entre  les  nombres  de  Benioulli,  d'un  genre 
enlièremiMii  nouveau,  donni'cs  à  la  page  285  du  Mémoire  de 
M.  Franz  Ivogel,  sur  les  développeinenis  trigonomélriques  [  7'//- 
gonometrische  Etitivtckeliingeti  [Bdllelin  de  la  Société  royale 
des  Sciences  de  IJohcrne,  189a)]  qui  onl  excité  vivement  mon 
attention.  L'auteur  parvient  à  ce  résultat  fort  remarquable  que  les 
nombres  B^,,  et  Bo„^,  forment  deux  groupes  qui  se  déterminent 
séparément  par  des  relations  de  récurrence  d'une  forme  simple  et 
élégante.  Je  me  suis  mis  à  l'œuvre  immédiatement  pour  en  trouver 
une  démonstration  directe  et  j'y  ai  réussi  pour  quatre  d'entre  elles 
portant  les  numéros  (3j),  (.^8),  (3f))  et  (4o)-  Mais  en  m'occupanl 
ensuite  de  l'équation  (35),  j'ai  reconnu  une  inexactitude,  tenant 
à  une  faute  de  calcul,  comme  il  m'aiTive  d'en  faire  souvent,  et  qui 
a  échappé  au  savant  géomètre.  Soit  en  elfet  n  =  5,  dans  la  formule, 
on  devra  prendre  /■  =  2,  ce  qui  donne 


9,'— I  I       2» 

2  X X  I  O  H2  = 

1  2  t» 


et  vous  voyez  f[ue  le  second  membre  est  négatif. 

Voici  les  résultats  que  j'ai  obtenus  ;  supposons,  en  premier  lieu, 
ti^\  fmod4).  on  aura,  si  l'on  pose  pour  abréger 


ni  n  —  \)  .  .  .(  n  —  k  -^  \) 

«/.  =    -, : 

I  .  2  ...  A." 
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léiialilc  suivante 


Soit  ensuite  n  se^  .')  (mod4),  il  vient  alors 

n-ii  i'*  ~  l  )P,2  ~  H:  ■!-  (-2^  —  ï)  —  -i-  riii  ï*  i  -2^- — D—  —  .  .  .  =  -. 

2  O  2 

La  composition  analytique  des  premiers  membres  est  bien  celle 
(|u"a  obtenue  M.  Rogel,  mais,  dans  les  deux  cas,  je  trouve  le  même 

second  membre,  au  beu  des  quantités  -et — - — ,  suivant  qu'on 

^  >        2         /«  —  1  ' 

a  /?  ^  1  ou  ;^3mod4,  qu'on  voit  dans  Téquation  (35). 

En  cherchant  la  démonstration  des  relations  de  M.  Rogel  qui 
permettent  de  calculer  séparément  les  nombres  de  Bernoulli  d'in- 
dices pairs  et  d'indices  impairs,  j'ai  rencontré  les  identités  sui- 
vantes que  je  viens  vous  communiquer  pour  les  joindre,  si  vous  le 
jugez  à  propos,  à  ma  précédente  lettre  dont  vous  avez  bien  voulu 
me  demander  la  publication. 

On  a,  (juel  que  soit  x, 

I  —  .r" 
I"  • =  Bi/îi(22— 1  Kl -f- a:"-») 


—  -B2«3(2*—  I)(l  —  a")2(l-4-3"'-3) 

-^  -  B3/J5(26 —  ni  I  —  xy*(i  -ha;"--^  ) 


■2  1  —  X 


—  B.2n;{i^—  i)(i  — 3')2(i-^ir«-*) 

H-  B3«6(2fi 1)1  I  t)''(  l  -T-  X"-^) 


-  m  \  —  ^  ;  (  I  —  ar''-i  ) 


I  —  x"-i-  Bi  «2(1  — -ï")'!'  —  a"«-2) 
—  B.2/!;(  i  —  .r_)*(i  —  x^-^) 


Les  résultats  de  M.  Ro"el  s'en  déduisent  en  faisant  œ  =  i  et 


l.KS  NOMHHks   m:  iii.uMii  i.i.i   i:r  l.i:s  NoMimi:s  i»  k(  i.iii.  ÎQ) 

(listiii^iiaiit,  ilaiis  l.i  |ii  «iiik  ic,  les  cas  ilr  //  i,  /<m;.i(nioil  j  i, 
iiiiis  dans  Ir^  (|<Mi\  ,iiili  (•■>  li>  ci-,  .|r  //  u,  k  ^  9.  (i\mh\ /\).  liWt'n 
>f  (Iciiioiilri'iil  il  aillnir^  i  miiitiliili'intiit  rumine  M.  Sli('ll|r>  ino 
I  a  lait  voir  iui  iiio\cii  i\f>  jormiilr-»  il  |-,iil<'i'  ri   ilr   IJimiIi',  à  savoir  : 

-/(/') -/(«)-^      7^      H,(/.-r/)2|  fib)-  fia)] 


f(b)~/{a)  I 


•1  b  —  tt  I  .  :>. 

I 
'•4 


'-—  W{b  -  anf'ib)  H-  /"(  «  )  I 

I .  ■'. .  0 . 4 


Je  ferai  pour  cela  a  ^=^x^  /y  =  ^•,  cl  il  siillira  di-  poser 
iliiii^  lii  premit^re,  pin>  >iici:cssi\ciiieuL, 

f{x}  =  X'  cl         /C-^)  =  n.r"    ' 

dans  la  seconde. 

En  suivant  une  autre  voie  pour  y  parvenir,  j'ai  été  amené  aux 
nombres  d'Euler 

(pu  sont  di'iiiiis  pur  I  iilcnlilé 

372  „         x"-"- 


V    _,     I.'     _~ ,  .     I? 

I jQ  -1—   I-.  I  — T~  •  •  •  ^r"  >-»// 


cusx  1  .:>.  \  .À..  .  .■>.  Il 


Ils  se  di'leriuincnl.  de  |)roclie  en  procii»;,  au  inojen  de  la  relation 

I  —  !•; ,  (  7.  Il  jo  -1-  Eo  *!  ■'-  "  )i  —  i-.i  (  ■'-  «  )c  -!-•••  —  (" —  '  )"  '-«  =  o, 

et  l'on  voit  iinniédialement  cpi  ils  sont  tous  entiers,  le  coefficient 
de  E/,  étant  l'unité  en  valeur  absolue.  Ces  nombres  donnent  lieu 
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ensuite  à  T identité 

(I  -4-  .2^  \  "           I                                     I 
=  -('  +^") lîi  n-^(i~cc  r-  (i  +  x"--^) 
■2      /          ■?.                '2* 

-j En  «.  (  I  —  .r  )■>  (  I  -i-  a-" -^  ) 

—  —  E3  7!  r,  (  I  —  .r  )«  (  1   4- ^"-G  ) 


Supposons  x^i  comme   précédemment,   en  faisant  successi- 
vement n  =  4  '^î  et  //  =  4  ^'i  +  "-^  ;  011  6"  conclut  ces  relations 


(— I)'"  1 

I 


■i-"'  1 

et 


-  2*  1^ 


^^^  El  rio -E-i/is- rEj/iio  — 

■2^"'  x-  1* 

Ces  formules  sont  à  joindre  aux  relations  extrêmement  intéres- 
santes où  les  nombres  d'Eu  1er  en  tient  de  six  en  six  qu'a  données 
M.  Roiiel  dans  son  beau  Mémoire  intitulé  :  Théorie  der  Eu- 
ler'schen  Functioiien^  année  1893  de  ce  recueil,  page  ?h). 


KXiUMi  m  ni;  lkitiik  a  \i.  i;i).  w  i-.vit. 


S[  K  LA   lONCTIO.N  KILKKIIIWM:. 


Casopis  pro  pèstoi'âni  inatitematiky  a  fj'si/,j',  l.  XXIV,  |S()(.  p.  (j'i. 


La  luiu:liitM  IidIiiiiioi  iihc  -; iiili oiluilc  cii  Anal  ysc  par  Ai .  V\  eier- 

'        I  (./i  ^       I 

strass  esl,  à  Imis  les  égards,  dime  natdre  enlièrenienl  (liirérenlc 
(les  Irauscendanles  éléinenlaiie-i  ("oiniiie  rexponenlielle  et  les  fonc- 
tions liii;onoin(''lrif|acs.  I.ii  considérant  son  développement  en 
série,  suivant  les  puissances  ci-oissantes  de  la  variable,  on  obtient 
pour  les  eoeflieienls,  an  lieu  de  nombres  rationnels,  des  transcen- 
dantes num<'i'i(pies  d Une  grande  complication.  On  observe  aussi, 
comme  M.  lionrguel  Ta  signalé  dans  sa  belle  Tlièse  de  doctorat,  que 
leurs  valeurs  ne  décioissent  |)as  régulièrement;  ils  présentent  des 
variations  brusques  et  leurs  signes  se  succèdent  sans  loi  apj)arente. 

1^'élude  de  la  courbe  y  =  — met  en  évidence,  comme  \v  \ais  le 

montrer,  des  circonstances  qui  révèlent  le  caractère  singulier  de 
cette  fonction. 

En  premier  lieu,  et  j)Our  des  valeurs  positives  croissantes  de 
l'abscisse,  l'ordonnée  décroit  avec  une  extrême  rapidité;  la  courbe 
ensuite  coupe  l'axe  aux  points  .r  =  o,  —  i ,  —  '^,  —  3,  . . .,  et  nous 
allons  faire  le  calcul  des  ordonnées  dans  le  voisinage  de  ces  points 
d'intersection. 

J'emploie,  à  cet  elfel,  la  relation 

r(ar)r(i-:r)  =  -^^^, 
où  je  pose  X  =^  —  n  —  ;,  ç  étant  positif  et  très  petit. 
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On  oblieiil  ;iiiisi 


n—  n 


-— ^  =  (— i/'+i  -sin-î  l^(/i  -t-i  -4-  i), 


|)iiis  en  changeant  ;  en  —  i 


^r-  =  (—!)«  +  '  -sin-;  V{n-^  2  —  ;). 


Cela  étanl.  j'observe  qu'on  a,  de  ç  =  o  à  ;  =  :^,  la  condition 


cos^  >  -; 


nous  en  couchions 


'2 


sinc>  - 


el,  par  conséquent, 

h 

siriTT;  >    — 5  a  ou 


s  i  n  — ^ 


2 


Les  ordonnées  voisines  de  deux  points  consécutifs  d'intersection 
sont  donc  en  valeur  absolue  plus  grandes  cpie 

-i^(«-f-n-?)      et      ^iV/i  +  -2  — n, 

2  2 

et,  à  plus  forte  raison,  que 

'2 

Soit  maintenant  ;=  -,  cette  limite  inférieure  devient -!'(/?  )  ; 

/i  i     •    '  ■ 

on  voit  ainsi  que,  à  une  distance  infiniment  décroissante  du  point 
où  elle  coupe  l'axe  des  abscisses,  la  courbe  s'élève  à  une  hanteur 
qui  dépasse  toute  quantité.  En  la  construisant  sur  une  feuille  rec- 
tangulaire illimitée  dans  le  sens  de  cet  axe,  ou  aurait,  du  côté  des 
abscisses  négatives  à  partir  d'un  certain  point,  l'image  d'une  série 
indéfinie  de  droites  équidistantes  perpendiculaires  à  l'axe.  On  peut 

donc  regarder  la  fonction  — comme  discontinue  à  l'infini,  tandis 

que  ^\nx  et  cosj;  sont  indéterminés. 


KXTUAiï  IHM.  I.KTIKK  A   M.  Kl).  W  KVK. 


SI  i;  im:  imi:(;kvli:  defimi: 


Casopis  pro  pèstoviini  malheniatikv  a  fysil.y.  t.  \\III.  iSi)),  j..  7.7  Î-27I. 


Soll  y"(^j")  une  lonclioii  liitiiiniitllc  sans  partie  entit-io  éj;ak'  à 
I  unité  |innr  .r  =  o  et  (|ui  rcsle  conslaninicnl  positive  lois(|ue  la 
variable  croît  à  partir  de  zéro  jusqu'à  riiidin.  Je  \ais  nionlrer  ([u On 
peut  ohlniir  l'intéjirale  suivante 


\x\       '■-"•'•  lrf.r. 


où    a    dé.si<;ne    une   quantité    positive,   au    niojen   de   la    consiaule 
<1  Euler.  Celte  constante  l'-tant  définie  par  l'éi^alité 


il, 


'■=1    r^.— V' 

je  remplace  x  par  ax,  ce  qui  donne 

C  =   / —  e-"x 

Jo         '^"■'-  /   ^■ 

Nous  a\ons,  par  conséquent. 

OÙ  le  second  membre  est  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle 
Soit,  en  |)artirulier, 

t(X)= ■ -r-.  .  .-; r-, 
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a,  3,  .  . .,  A  ('lant  réels  et  positifs,  on  aura  la  condition 


A 

a 


B 

Ti 


el  un  calcul  facile  conduit  à  la  \alcur  suivante 

A  loira        B  loa  B  l^  lo"  À 


C-T-log« 


l 


NOTICK    SI  U    M.    CAVLEV. 


Comptes  reniltis  de  l' Académie  des  Sciences,  l.  CAX,  189»,  p.  7.33-?. ij. 


Ij'illuslre   j;éoiut'lre   <l(»nl    l;i   peilc  est  annoncée  à    l'Acatléinic 
laisse  dans  l'Analvse  une  liacc  lm|téi-issable. 

L'œuvre  inallu-malliique  «le  .M.  Caviej  est  immense;  la  GéoiiK-- 
Iric,  1'  \lj;èl)i'»'.  I.i  ll^'oric  des  noinhres,  le  Calcul  intégral  ol  la 
Théorie  des  fondions  elliptiques,  la  Mécanic^uc  céleste  lui  doivent 
des  résultats  «1  tinc  iinpoilinirc  capitale  «jui  honorent  à  jamais  sa 
mémoire.  Pendant.  |)Ims  d'un  demi-siècle,  les  travaux  de  notre 
Confrère  se  sont  succédé  sans  interruption  sur  toutes  les  questions 
i|iii.  dans  ce  loni;  intervalle  de  leujps,  ont  ;ippelé  l'attention  et  les 
eilorts  des  <;éomèlres.  .\vcc  M.  Svlveslc  r  il  a  fondi-  la  théorie  des 
formes  et  donné  à  l'art  analvtiipie  ces  notions  d'invariants  et  de 
covariants  (|ui  ont  franchi  les  hornes  de  l'Algèhre  et  jouent  main- 
tenant un  i(')le  considérable  dans  la  Théorie  des  équations  difl'c- 
rentielles.  L'étude  des  conifjues,  des  courbes  planes  de  degré 
(pielconque,  de  leurs  tangentes  doubles,  de  leurs  points  multiples; 
celle  des  courbes  gauches,  l'extension  des  propositions  célèbres  de 
IMnckerà  ces  courbes,  celle  des  surfaces  réglées  et  de  leurs  lignes 
doubles,  puis  des  surfaces  gauches  et  des  surfaces  réciprcxjues, 
ont  été  le  sujet  d'un  grand  nombre  de  profondes  recherches,  qui 
ont  jeté  la  lumière  sur  les  questions  les  plus  ardues  et  contribué 
avec  éclat  au  |)rogrèsde  la  Géométrie.  D'autres  travaux  serapporlent 
à  la  Mécanique  céleste,  aux  Théories  lunaires  de  Plana,  deHansen. 
de  Delaunay,  au  développement  en  série  de  la  fonction  pertur- 
batrice, à  l'accélération  du  moyen  mouvement  de  notre  satellite  ; 
il  suffît  de  dire  «juils  ont  mérité  à  leur  auteur  d'être  élu  (corres- 
pondant dans  notre  Section  d'Astronomie  à  laquelle  il  a  appartenu 
depuis  186).  Tous  sont  le  témoignage  d'un  talent  mathématique 
H.  —  IV.  26 


40'2  œUVRIiS    DE    CIIARMiS    11  i;ilM  ITi;. 

de  l'ordre  le  plus  élevé  ;  ce  talent  avait  pour  caractères  la  clarté  et 
l'extrême  élégance  de  la  forme  analyliVpie  ;  il  était  secondé  par  une 
incomparable  puissance  de  tra\ail  (pu  <i  tail  comparer  lillustre 
savant  à  Cauchy. 

La  mort  l'a  enlevé  aux  universelles  svmpatliies  et  à  l'admiration 
du  monde  mathématique,  lorsqu'il  socciipail  de  publier  la  collef-- 
(ion  de  ses  Mémoires  dont  sept  \  olumes  ont  paru,  contenant  plus 
de  deux  mille  articles.  On  doit  espérer  que  cette  magnidque  édi- 
tion des  travaux  du  grand  géomètre  ne  restera  pas  inachevée, 
4|u"elle  comprendra  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  q\  donnera 
son  œuvre  entière,  pour  l'éternel  honneur  de  l'I  niversité  de 
Cambridge  et  de  la  Science  anglaise. 

J'ai  eu  une  part  dans  quelques  -unes  des  recherches  de  M.  Cajle>  : 
les  mêmes  (|uestions  nous  avaient  rapprochés  au  commencemeni 
de  notre  carrière,  et  le  souvenir  me  restera  à  jamais  de  sa  bonté, 
de  sa  grande  simplicité,  de  son  entier  dévouement  à  la  Science. 
.le  joins  ce  souvenir,  qui  m'est  bien  cher,  à  mes  douloureux  regrets, 
à  l'hommage  que  j'adresse  à  sa  mémoire. 


i:\TllAIT  D'INK  LKTTIU:  Dl!  \l.   llKKMITli. 


SU  H    r/KOUATION    lUCVIlHÉK 


]/at/iesi.i,  "?.•  série,  l.  ^  ,  iS()5. 


Sur  l'équation  bicarrée.  —  Pcrinellez-inol  de  vous  coniniii- 
iiiijiier  une  reinarcjue  d'enseignement  élémentaire  pour  les  jeunes 
lecteurs  de  MaLliesis,  si  vous  pensez  qu'elle  leur  soit  utile.  Il  s'agit 
de  l'équation  bicarrée 

elle  se  résout  en   posant  x-  =  yy  et  l'on  se  contente  de  donner 
l"('\pression  des  racines  par  la  f'oruuile 


-\/-fV7-"- 

11  me  semble  nécessaire  d'j  joindre  la  suivante 

a:  =  1  IV—p  -^  2  /ry  -r-  \^—p  —  ■>.  \/q\, 

alin  d  avoir,  lorsque  cj  est  un  carré,  deux  radicaux  sépares  au  lieu 
de  radicaux  superposés.  Dans  le  cas  de  léquation  x'* -\-  4  =  o,  par 

exemple,  la  quantité  v'^-V'' —  '  ^^^  remplacée  par  \-\-i  (i=:y/^  i) 
qui  est  beaucoup  plus  simple,  ou  bien  t  +  l'i,  en  supposant  e  et  s' 
égaux  à  -(- I  ou  — I.  afin  de  mettre  les  cpiatre  racines  en  ('-vi- 
dence. 

Pour  l'obtenir,  je  désigne  pour  un  moinenl  par  «,  — «,  b.  —  ^, 
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les  racines  de  l'équation  proposée,  et  j'emploie  les  relations 

a--T-b-=^ — p,  a'^b-  =  q  ou  bien  ah  =  \/q. 

On  eu  tire  immédiatement 

(a-^-  bY  =  —  p-^-is/ij,         (a  —  b)'^  =  —  p  —  -i  \J ij , 
d'où 


a  -\-b  ^^  \  ■ —  p  -^  1  \/(/,  a  —  h  =  \/ — •  p  —  -i  \l  q^ 

et;  par  conséquent,  la  seconde  expression  des  racines. 


SLU    LES    NOMHKES   DE    IJEKXOLLLI 


Matitcsisy  i'  si-ric.  t.  \  ,  -ii(jij1oiihmiI  II,  |S;>"),  |i.  1-7 
(Congrès  scienli(li|ue  international  des  catholiques). 


Dans  son  Mémoire  crièbre  sur  la  formule  sommatoire  d'Iùiler, 
Malmsten  élablil  deux  relations  entre  les  nombres  de  Bernoidli 
|iar  la  \oie  du  calcul  inléf^ral  en  parlant  des  expressions 

J    THT-zT  -  jjrr 

«-  u 


Lémiiieul  j;éi»n)c'lre  en  conclut  qu'en  fai>anl  puiir  uu  luslanl 

F(x)=  ■ — ■ , 

on  a 


/       V  { .r  )  dx 

f 


in  •>.  m 

-■  (1 

et 

"=  V  (x)  dx        7.  m  —  I         (  9.2'"  —  \)(—\  )'"  H, 


-0  — '  ^"^  '" 

Cela  étant,  il  suflil  d'emplover  le  développement  du  poly- 
nôme ¥(x),  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable,  à 
sa\  01  r 

F(x)  =  ■i.{iin  —  I )i  .r  —  ■}. (  ■>. m  —  1  )3 .r'  -h  •;■. ( -i.  /ii  —  1  )., x'  .  .  . , 

pour  obtenir  les  égalités 

(  2  /H  —  1  )  1  B  J  —  (  ■>.  /»  —  I  )3 h  (  a  /n  —  I  )5  — . .  .  — , 

.        r>  ■  n.  ,        .   B3 

{7.1)1  —  1),  2B1  —  {  im  —  1)32' — -  -r-  i  -i/n  —  l):;  ■2»— ; .  .  . 

•À  i) 

_  î  m  —ï         (  'i-'"-^  —  1  )  r—  I  )'"  B„, 
•2  m  ni 
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Ce  sont  ces  résullats  (jiie  je  me  propose  de  démontrer  par  une 
méthode  élémentaire  et  purement  algébrique  qui  donne  égalemenl 
les  relations  antérieurement  connues  entre  les  nombres  de  lîer- 
noulli,  d'une  manière  simple  et  facile  comme  on  va  voir. 

Je  raj)pelle  d'abord  que  les  quantités  B,.  Bo,  ...  sont  définies 
par  l'identité 

I  I        -^  (— i)"-i  B„,r2"-i 


e-"  —  1 


r-  7    ■ (n  =  I,  2,  O,   .  .  .), 


OÙ  il  imj)orte  de  remarquer  que,  à  Texceplion  du  terme  constant, 
le  second  memlire  ne  contient  que  des  puissances  de  degré  impair. 
On  le  reconnaît  immédiatement  au  moyen  de  l'expression 


D         ' 


0j;  —  I  ■j_  —  c-i^  —  g  - 


dont  le  dé\eloppement  renferme  uniquement  des  puissances  paires 
de  la  variable.  Je  rappelle  encore  qu'après  avoir  écrit  sous  forme 

entière 

(— i)"-iB„.r2" 


X       v^ 

=  '-1-^1 


\  .1.  .  .  •?.  n 


les  relations  de  récurrence  entre  B),  Bo.  .••  s'obtiennent  en  mul- 
tipliant par  e^ — i  et  identifiant  les  deux  membres.  Il  faut,  pour 
cela,  former  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  dans  le 
produit  d'une  série  infinie  par  l'expression 


X 

.r^ 

1   =:    — 

-f- 

1 

1   .2. 

Voici,  à  cet  etlet,  une  remarque  fort  simple  qui  a  d'importantes 
conséquences.  Considérons,  en  général,  une  série  quelconcpie  que 
je  représenterai  par 


S  =  ).o  -H 


1.2  I  .  2  .  .  .  /i 


le  coefficient  de  x"  dans  la  quantité  S(e^ — i)  est  une  fonction 
linéaire  de  Ao,  A),  ...,  À«-)j  dont  la  valeur  s'obtient  immédiatement 
lorsqu'on  \  remplace  )>/  par  )/.  C'est  en  elfet  le  polynôme  entier 
en  X  du  degré  n  —  i ,  qui  résulte  du  développement  de  e^"^(e''  ^  \), 
c'est-à-dire  e^^+'^i  —  e^^  et  qui  a  [lour  expression 

(X-i-i)"  — X" 
i  .2. . .n 
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liiNtTseinf  ni.  on  cniirliil  la  iDiiilinn  liuraire  de  c«'  |inl\  iioiiic  j>;u- 
Ir  (;lianj;riini»l  <!<■  /.'  on  ).,.  iiniis  .ixoiis  ainsi  une.  ('X|nt'.s?,ion  svin- 
holitjnc  <|nt'    |  ,i|i|)lh|iiri;ii  .1  la  st-iir  |)io|)()s»'c  en  lai^anl 

).o=  ••  >.,  =  —-, 

|tni-i.  en  ^i  iicr.il. 

>.t,  =  (    -  I  l''    '  15,,  Xj,-)-!  =  o. 

Les  é(|uali()ns  (|iii  n'-nllful  «le  ridenlidoation  s'ofTicnl  (Jonc  son> 
celle  forme  c\lièiniiiitiil  -ini|>le 

(X-+- 1)"— X"  =  <>, 

en  excoplani  le  cas  de  /i  =  i  ,  on  le  second  membre  doil  èlre  suj)- 
posé  é<;al  à  I  iinil»'-.  On  en  concinl  l'égalilé  snivanle 

I  ■ «  —  //.!],  —  «V  IJj  — .  . .—  (—  ]/ n.,,h,    -.  . .  =  o, 

• 

en  prenant  pour  le  ileinier  ierme  11^=  n  —  ^  ou  m  =  n  —  i,  sui- 
vant (pie  n  est  pair  ou  impair.  L'expression  symbolique  de  cette 
relation  a  (l(''jà  élé  signalée  par  Lucas  dans  les  Comptes  rendus, 
t.  LXWIIL  p.  539,  et  par  M.  E.  Cesâro  qui  en  a  fait  des  applica- 
tions d'un  grand  inlérèl  à  d'imporlantes  questions  d'Analyse.  Je 
renverrai  au  travail  du  savant  géomètre  publié  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  et  je  poursuivrai  sous  un  autre  point 
de  \ne  les  conséquences  de  l'équation 


<;  '  —  I 


=  € 


\x 


lorsque  l'on  eonvienl  de  remplacer  1-'  par  ( — 1)'"'  B/  et  X-'+'  par 
zéro,  dans  le  développement  en  série  du  second  membre.  J'observC; 
à  cet  effet,  (pi'elle  subsiste  si  l'on  cbange  x  en  ix,  et  qu'on  peut 
aussi  nuilliplier  les  deux  membres  par  e'  ou  même  par  une  série 
(pielconquc  dans  laquelle  n'entre  pas  la  quantité  X.  Nous  avons 
donc  à  la  fois 


.r 

e^—  1 

■i.r 

e'^—  1 

o.x  e^ 

=  e- 


^  g(2X+l)a- 
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cl  une  simple  comhinaison  linéaire  nous  donne  la  nouvelle  identité 
On  en  lue  la  relation 

(  2  X  -f-  l)" -i-  ( -2"  —  --t  )  À"  =  o, 

que  je  vais  écrire  sous  forçic  explicite  en  disiiniiiiaiil  les  cas  de 
/i  pair  ou  impair.  Soit  dabord  n  ^=  'i?n,  nous  auioas 

en  observant  que  le  dernier  terme  doit  être  seul  eniplové  pour  />?==  i . 
On  trouve  ensuite,  si  Ton  suppose  n  ^=  ini  —  i. 

(im  —  I  )2  -2-  B  i  -t-  (  2  m  —  II;  v>  Bi  -(-  . .  : 

+  ( 2 /«  —  I  )2„,_2  (—  1  ;'"  B„, -  1  =  2  /??  —  •> . 

J'arrive  maintenant  aux  résullals  idjlenus  par  ^lalnisten;  le 
mode  de  démonstration  restera  le  même,  mais  c  est  à  une  expres- 
sion symbolique  différente  que  nous  serons  conduits. 

En  [)arlanl  de  l'éipiation  foadauientale 

I        _   1  'V  (—  i)'-'B„r-^"-' 

e-*' — t         X        -2.       ^U  \.i...'in 

je  la  mettrai  sous  la  forme 

i  1        1  „ 

e^—  I   ~~  X        -2     ' 

de  sorte  que  si  l'on  fait,  comme  précédemment, 

„       -  ^^x         À,.'r2 

S  =  Ao-^ 1 h.  .  ., 

1  1.2 

on  ait  les  conditions 

/„=  I.  A,  =  —  B|, 

cl,  en  général, 

(— ly  >B/ 

A.j,l  =  o,  Ao/    ]  =    : 

C.ela  étant,  il  vient,  après  avoir  cliassé  le  dénominateur, 

e-^ —  I         •    -  . 

I  = ^(c^—i), 

X  ■>. 
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<•!  loii  irouver.â  |iiiim-  le  ((u'ilicifiil  de  ./•",  tians  le  second  inemitrc. 
la  (|iiuiiti(<'- 


I    (l  -Ht)"—/" 
-> 


.  2  .  .  .  /<  H-  I  ■/  I  .  7  .  .  .  /i 


avec  la  convenlioii  de  i<Mi|)l,i(cr  /.'  pai'  ).,.  .\<kis  avons,  par  conse- 
il inni.  celle  éj^aliu- 

(X  —  1)"  —  )."=  — —, 

rt-H  I 

dont  le  caraclèrc  svinl)olic[iie  iTest  [liiis  \r  inèine  cjim-  pic'-cédcni- 
iiniil  d'aprrs  les  iii)ii\ elles  conditions  iclalixes  aux  élénKMils  ).'. 
Nous  passcioii^  ciicnif  .iii\  rclaiions  eireclivcs  en  dislinf^iianl  les 
cas  (\c  n  =  -À///  cl  /i=z-2fn  —  i .  i>ii  aura  a  in  m 

[■im)i]ii  —  (?.m}i—-h{inni  —  ^...-hi  >.  ni  ).,,„-i ^  ..  „,  _^  .  ' 

Bî        ,  ^    B3 

I  7.  m  —  I  ),  lî,  —  (  V,  ///  —  I  Ij h  ( -2  m  —  1):,— ... 

■     (— ii"'B„,_,        m  — I 

-i-  (  7.  m  —  I  )-2m   3 =  ' 

/ni  m 

La  seconde  de  ces  éi;alités  csl  précisément  liiiic  de  celles  (pTa 
obleniies  Malmslen. 

Nous  aurons  l'autre  coniuic  coiisé([ucncc  de  la  iclaliou 

(  XK  +  I  )"  -H  (  ■).■'  —  \)l"  = 


/t  —  I 

que  je  \ais  «'tahlir. 

A  cet  ellel,  p:  joins  coninic  précédeniinenl,  à  I  équation  fonda- 
mentale 

I  I        I 


e'  —  I        a-       -x 


e>-^, 


celle  (piOii  vn  lue  en  cliangcani  .r  en   ix^ 


■  ■ix . 


-^- !.=>.- 


I  2  X  >. 


je  niidliplie  ensuite  par  e^,  ce  cpii  donne 

1 1  eC2).+i;j£- 


I  l  X  X 
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et,  par  une  combinaison  linéaire  simple,  j'en  conclns  ridenlilé 

e^  —  I 


A'Ù.+V X g>v,r_L-  (>l\x  ^^ 


La    relation    annoncée    en    résulte    en    égalanl    dans    les    deux 
membres  les  coefficients  de  x^^\  elle  conduit  aux  égalités  suivantes 

T>  D 

( 2 /» )i  Bi  —  ( 9,  m  )3  2-  —  -4-  f  2  m )i,i:*  ^  — . . . 

mi  m  -+- 1 
R  R 

(  2  m  —  I  )i  Bi  —  (  2 /«  —  I  )3  2^  — ?   -H  (  2  m  —  I  )â  2^  "Y"  —  .  .  . 

(92/H_,)( — i)»iRw  2«?  —  I 

-H  ^ =   ■ 

2  ni  4  "^      ' 

la  seconde  ne  difFère  pas  de  celle  de  Malmsten,  comme  il  est  aisé 
de  le  reconnaître. 

Je  terminerai  en  indiquant  une  conséquence  du   second   mode 
de  représentation  symbolique,  qui  a  conduit  à  la  relation 

(À +  0"— X". 


Il 


Elle  montre  immédiatement  qu'en  désignant  par  ^{x)  un  poly- 
nôme entier  quelconque,  on  a 

F(X-4-i)  — F(X)  =  2  r   Y{x)dx. 

Gela  posé  soit 

Fix)  =  x"{x  —  I)", 

de  sorte  qu'on  ait 


/     x"(i  —  x)" 


,  \  .1.  .  .11 

dx 


(  rt  -I-  I  )  (  n  4-  2  )   ...   (  2  «  -i-  I  ) 

L'expression  suivante 

F(X  +  i)  —  F()0  =  À«[(X  +  i)"  — C'^  — •)"], 

étant  développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  ).,  donne 
successivement,  pour  n  pair  et  pour  n  impair,  les  quantités 

■2l"{riiX  -f-  «3X3 -H.,  .-h  /i„-iX«-i) 
el 

2X"(n-  «2X2+  «4X*-}-. . .-+-  «„_,X"-i). 
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Nous  en  concluons  (••>  iiuiivclles  reliitions 

(  ■>  m  ), (  7.  rn  ), (-  (  ■>.  m  )s —  ..  .       {'m  ;,„,_,  

m  ->-  I  m       1  ni    -  s  iin 

i  .  a .  . .  '.  //< 

> 


(  V.  //*  -H  I  )  (  ■}.  //»  -  'i  ) . . .  (  4  //'  -t- 1  ) 


//j  -t-  I  ■  //*  -    7.  m  -+-  \  ■>  m  4 

I  .  u .  .  .  2  //i  -+-  I 


(  -i  «j  -(-  •>  W  ji  /»  4-  3  )  ...  (  4  m  -H  3  ) 


l^lles  ollriMit  ("elle  rirconstance  cligne  de  remarque  de  contenir 
///  —  I  on  ///  iioiuhres  de  Bernoulli  consécutifs  à  parlii  du  ///''""'. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  M.  K.  IIENSEL. 


SUR   LA   FONCTION   logr(a 


'j 


Journal  de  Crelle,  t.  115,  1895,  \).  201-208. 


Je  me  perniels  de  vous  faire  part  de  quelques  remarques,  dont 
l'objet  est  d'étendre  le  cliamp  de  la  question  du  développement  en 
série  de  la  fonction  logr(a),  comuie  je  l'ai  déjà  essayé  dans  un 
article  des  Mathematische  Annalen^  volume  LXI,  page  58 1  où  a 
été  envisagée  l'expression  plus  générale 

iog[r(a  +  or(rA  +  i-OI, 

eu  supposant  o  -<  ^  <^  1 .  On  peut,  sous  cette  condition,  traiter  de 
même  la  quantité  logr(aH-ç),  lu  développer  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  a  et  reconnaître  que  la  série  obtenue  doit 
<Ure  employée  comme  celle  de  Stirling. 

Je  désigne  par  J,  afin  d'abréger,  l'intégrale  de  Raabe,  de  sorte 
qu'on  ait 

,1  =    /      log  Y  (a  -\-  x)  dx  =  a  loga  —  «  -h  log  sj  'i  7:; 

cela  étant,  on  démontre  aisément  la  relation  suivante 

loglV/i  +  0  — J—  (ç-  -)  '0^"  =   r     ^{x)e''x  dx, 
où  j'ai  posé 


_  Te?^—  I        J.  I  '     ,    '  1 

\_  e^ —  I        '^'^  e-^ —  I        x^  ix 


F(,r)        ■  -         •        >  •  .  •   .   ■ 


siK  i,\  lONcTioN  loKr(a). 


Il  • 


La  forinnlo  de  Ouir-liv 

I      r  r"  rf'-'-e^       ,  1  <l.r 

.LA  '"■— '  I   ' 


iloniH-  (Ml    rllcl 


ri   I  on  l'ii  I  iif 


ccln  r\\\\\\ .  rt'^:ilit(' 

(=-i)'-"=./'°0-i)«-'— 4' 

comlmt   iimiiiilialeiiieiil  au  lôsultal  l-hoiicl'. 
Soit  Pii-iiiile 

nous  aurons  |)ai-eiil(>inonl 


I 

JT 


io 


;  loga  =   /       \\{x)e'^'^  dx. 


Lis  inlt'i^ralcs  i[iii  ^dlln  ni  dans  ces  deux  relalions, 
/      F(.r)c"*rfj"     Cl       /      Vi{x)e'^^  dx, 

piésenlcnl  Inae  et  raulre  la  même  circonstance  que  la  quantité  a 
n'y  figure  que  dans  le  facteur  e"'^ .  Elles  sont  finies  sous  la  condi- 
iion  que  nous  avons  admise,  ;  <C  i >  elles  s'évanouissent  pour  une 
valeur  infinie  de  a,  et,  jiar  là,  il  est  immédiatement  établi  qu'on  a 
asjm[)toti  que  ment 

log  r(a  -i-f)  =  J-!-  (\ )loga=  («-*-; )  logr/  —  a  -+-  log  sflr^. 

Je  me  propose  maintenant  de  tirer  de  ces  intégrales  des  déve- 
loppements en  série  suivant  les  puissances  décroissantes  de  «,  en 
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obtenant  les   valeurs    des  coelficients    cl    l'expression  des   restes 
lorsqu'on  les  limite  ;i  un  nombre  fini  de  termes. 

Soit  S„(S)  la  fonction  de  Jacob  Bernoulli,  le  polynôme  de  degr(' 
/)-\-i  qui  est  égal,  pour  ç  entier,  à  la  somme  i"+ 2" -|-...  +  (q — -i)", 
on  a  d'abord 

el^  —  i        ,      v'  S„(  ;  ).r" 


el,  par  conséquent, 


L  e^ —  I        '  J  a-      .^    1 . 9, ...  « 
J'emploie  ensuite  l'identité 

-  =  7,- : 7. (/?  =  I,  ■>,  o,  ...), 


[ 


I  II 


X      j^         \  .1. .  .m 

I        1 


où  B,,  B.,,  ...  désignent  les  nombres   de  Bernoulli,  -,   --; 

"  "  G      3o 

nous  aurons  d'abord  en  ajoutant  membre  à  membre 


FW=2^-; 


S«(ç)^"-'       V^— i)""'B„.r2"-2 


.j....n         Jm^  I  .  > . .  . ■>. n 

et,  en  second  lieu. 

Cela  étant,  il  suffit  de  recourir  à  la  formule 


X'"  e"-^  dx  —  [  —  1)  '« 


pour  obtenir  les  expressions  suivantes 

rF(..,.-.>rf.=y<-'>"-'^"'»-y    '-'^'-"^•-  , 

*-     -30 

Fi(a-)e"-^ffa  =  y  ■""""'  ^"^^^  (/*  =  I.  2,  3,  ...). 


/_ 


na' 


Mais  les  développements  de  F(j:)  et  F,(\c)  supposent  le  module 
de  la  variable  inférieur  32::.  On  ne  peut  donc  les  employer  dans 
les  intégrales,  les  séries  qu'on  en  lire  sont  divergentes,  B,<  et  S«(ç) 
croissent  rapidement  lorsque  n  augmente.  Pour  obtenir  l'extension 


SUH    I.\    H)Ni;TION   l(»t;ri'/i.  ilj 

i|iic  i  .li  (Il  vue  lit-  l.i  lorimilt'  ilr  Stirlinj;,  \i-  \.ii>  v  |».irvfiiir  |>.ii 
mit'  .mire  voie  atiii  ilf  \r-^  linnlii  ,  <  (niiiin'  il  c^l  in-cessaire,  à  un 
iioinltre  liiii  de  termes. 

.Ifiiiiiloic  dans  ce  Iml  les  exjiressions  de  \'(^j')cl  V\[x)  (pi  on 
(d)liriil  p. Il-  rii|i(>licali()n  du  lli(''orème  de  M.  Millag-Lelller.  Les 
pôles  de  ces  fonclions  sont,  en  exiinaiit  .r  i=  o,  <|ni  esl  un  piMe 
ii|)parcnt,  les  r.ieines  .r  =;  \nii-  de  léipialion  r''=  i.  Hennissons 
li's  liaetions  simples,  (|ui  correspondeul  aux  enlieis  ///  cl  —  ///  on 
.iiira,  en  dt-si^naiil  par  G(j::)  une  fonction  lioiomoiplic. 


Vi.r\=  r,<x) 


^1         xsini/«7:; 

~ ^  m  TA  4  iir---—  .V-) 


Si  nous-snpposons  ç  compris  cntie  zéro  el  I  imité,  cette  fonction 
esl  nulle  cl   roii  ir.>ii\cra  pareillement,  pour  h',  (a;),  la  formule 

\'  .(x)  =  >   ■ ■ — -^^ >   —  (  /«  =  I  ,  2,  .)  .   .  . .  )  ■ 

\ii  inoven  de  ces  expressions,  les  intégrales 

/      \^(x)  e"-^  flx  et  /      I" ,  (>  )  6""'  dx 

prennent  les  formes  suivantes.   Remarquons  d'abord  qu'il   vient, 

,  2  m  T.  X 

en  cnanijeanl  x  en » 

"  a 

"    xe'^^cix  r^  X  e-"^'^'^  dx 


r       X  e'"^  dx     _    r    X  e-"'"^^  d. 
J_  ,  4  /«==  -^  -^  x-^  ~  J_  ^     a-^  --  x-^ 

r 


■  > 


posons  donc  pour  abréger 

9(^)=2j  — 


/H 


d/(ar)  =  >  ^  r/n  =  I,  2,  3,  .. .). 


ÎHlTtX 
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cl  l'on  aura 


r      ^,               ,1     r    xo(x)dx        ■).     r^  a^{x)dx        I     r     a-/   x)dx 
I        F(.r)e"'-dx=  -    /       — '— :; /      — ^- — \ /       —^ 

/"".,,,  ,  I      /"     xo{x)dx        T     /•"  a'h(x)dx 

L    —  X  ^  —  oo  *^  —  m 

Voici  les  conséquences  à  tirer  de  ces  nouvelles  expressions.  Je 
remarque  en  premier  lieu  que  la  variable  x  étant  négative  dans  les 
intégrales,  l'exponentielle  e^  est  moindre  que  l'unité,  et  l'on  a 

C3(x)  =  arc  taiiir -, 

<l{x)  =  -log[i  —  -2  e27:.t-  cos2-$  -^  e'*'^'] 'ogfi  —  e-''^-'-'). 

4  ■  2         '  ' 

■/^(t)  =  —  logfl  —  e^Ttjr), 

Dans  la  première  égalité,  l'arc  tangent  doit  être  pris  entre  les 

limites  —  -  et   -î-  ->    's(x)  est  donc,  quel  que  soit  x,  du  même 

signe  que  sinar:;;  (piant  aux  deux  autres  fonctions,  les  dévelop- 
pements montrent  qu'elles  sont  positives  pour  toutes  les  valeurs 
considérées  de  la  vaiiable.  C'est  là  ce  qui  va  nous  permettre' de 
remplacer  par  des  séries  finies  les  développements  illimités  précé- 
demment obtenus,  à  savoir 


F(^)  e"-^  dx  =  7 h  >   — :; — -, 

■   ^    ^  ^  na"  ^  2n(>«  —  i)a2"-' 


/. 


,-.0  .^ 

/      F|(.r)  e""^  dx  =  y^ 


•2n{în  —  I  )«■-"'' 

(-i)"-is„(0 


na" 
(«  =  i,  2,  3,  .  ..)■ 


A  cet  efifet  j'observe  que  l'ensemble  des  puissances  paires  de  — > 
qui  est  le  même  dans  les  seconds  membres  des  deux  égalités,  est 
représenté  par  —  /     ''    >„.  ^^  provient  par  conséquent  de  l'inté- 


grale 


1    r   xç 


X  o{ x)  dx 


X' 

-     ,   oo 

En  employant  l'identité 

X  X  X^  f—  l)"-l.r2"-l  ('_i)".r2«+l 


a--ha:'-        a'        a*  a^"  a-"{a--r-  x-) 


J 
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et  égalaiil  l«  s  leiines  en  — —,  nous  parvenons  don»   à  celle  rxpies- 
sion  digne  de  reinai(|iie 


i/ 


j-î"    '  *(t)  rfa?  = 


an 


Kl  If  niniili  ••  (jiif  la  fond  ion  d  indice  pair  S2«(;)  a  le  même  si<;ne 
que  ( — i)"~' sina—; ,  |)iO|)riélé  im|)orlanle  hien  connue,  et  (|iii 
suppose  ;  compris  enlre  zéro  cl  I Unité.  En  même  lemj)s  nous 
voyons  (ju'on  peul  écrire 


f_ 


a- -(- J*  2a*  Aa'' 


in  a-" 


-I  )"    r    .r2"-^'  '■^(x)dx 


il  esl  donc  facile  d  ol)lenir  une  liniilo  de  l'inlégrale  qui  représente 
le  terme  complémentaire.  La  fonction  c3(j7)  ne  changeant  pas  de 
signe,  on  a  en  ellet 

> (Il  ! .  , 


r    j-î'^-^i  o{x)dx  _f.f 


a 


2«-t-2 


ô  étant  un   nombre  positif  inférieur  à  l'unité,  et  de  là  se   tire  le 
résultat  auquel  je  voulais  parvenir 


''X'^(x)dx  S2(ï)  S;(l)  S2„(^)  0S2„  +  o(O 


a'^^x-  ia-  4a»  -ina^''        (2/i -H  ■2)a2«-t-2 


Considérons  en  second  lieu  les  puissances  impaires  de  — >  ame- 
nées par  les  intégrales 

I      r    rt  'jy  ( X )  dx  I     r    n  -/  {x)  dx 

La  seconde  est  connue  par  la  série  de  Stirling,  et  nous  avons 
immédiatement,  en  désignant  par  80  une  quantité  plus  petite  que 
l'unité 


u 


ay  (x)  dx  _  Bi  Bj 


a-  -T-  x^  la        3 .  j  a^ 


(-i)"-iB„         ,  (-i)«02B„+, 


2n(2«  — i)a2«-i        (an  -)-  2)(2n-+-  [)a2«-Hi 
C'est,  par  conséquent,  de  la  première  que  vient  l'ensemble  des 


H.  —  IV. 
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termes  représenté  ijar    7  ^"        , — -  en  faisant  /^  =  1,  2,  3, 

Opérons  comme  tout  à  llieiiie  el  employons  l'itlealilé 

a  1        x^  (— iV'-'.r^"  2  ( — i)'t  x^" 

= h. . .  + ■ 1 ^ ) 

nous  obtenons  d'abord  la  formule 


d'où  se  tire  la  proposition  que  So«_)(^)  est  conslammenl  du  signe 
de  ( — i)",  lorsque  ç  varie  de  zéro  à  l'unité,  l'intégrale  du  premier 
membre  étant  positive.  Nous  avons  ensuite  l'égalité 


X-in  i|/(.r)  dx 


où  Ion  peut  éciire,  eu  désignant  [)ar  0|  un  nondire  inférieur  à  un, 

'  "     X-"  ^{x)dx     _         r  "  .r 2"  'i; ( .r  )  f/.r 


r"     x''-"<^{x)dx     _         r"  ■r^"'i;(j 


On  en  conclut  comme  précédemment  cette  expression  finie  avec 
un  terme  complémenlaire 

■2    /-"  «'H^)^-^  ^i(i)       ^3(0 


■2    r    «'H 


X-  a  '3  «^ 


(  2  /i  —  I  )  «■-"-'  (  -2  /?.  -t-   I  )  «■•'"+' 

et  nous  obtenons,  en  définitive,  les  séries  suivantes  : 

log  r(a  H-  ç)  =  /^a  +  ^  —  -  Mog«  — rt  -H  log  y/^l: 


B,  B,  (_,)«-!  B„  ,  (-,!)"  6,  B„+, 


log 


■2  a  3.4  a*  î/iii/i  —  i)a2«-i     •  (an -t- 2)  (-2/1  +  I  )a-"^ 


1 


!■  [on  a  — 


V(a)  ^    "  2a2  4rt4  •■  2/ia*'  (  2rt -i- 2)a'-"'+2 

Si(0      83(0  s,„-i(^)  eiS,,,+i(0 

"^      a      "^     Sa»         '"^  (2ft  — i)a-i''"i        (2/1 -+-  i  )a2«-^J  ' 
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l^llos  oui  lii  |>r()|>riélé  caraclérisliqiie  de  la  formule  do  Slirliiij;, 
i|ii Vil  s'arrèlanl  .1  iiii  lorine  de  ranj;  (|nelcon(Hie,  l'erreur  a  pour 
liinile  supérieure  le  lernie  suivant. 

Si  l'on  suppose  ;  =  -,  la  seconde  éj|;alilé  donne  ce  rësiillal 


(-.;) 


'"fî 

I  ,  I  I  I  (—  i)"(-i*"—  i)l5„ 


ipii  (Si  la  ton.sctpieiiee  des  rehilinns 


,■"     1     \  /     l     ^' 


n.i 


tu 


Post-scriptuni.  —  Je  iiraperçois  ([uon  peut  obtenir  les  expres- 
sions des  inléjjrales 


.0 


/     ¥{x)e'^''  dx,       I      Vi(x)e''^  dx 

par  une  inélliode  plus  facile  el  plus  simple  ;  la  voici  en  peu  de  mots. 
Je  pars  de  celle  identité,  qui  se  vérifie  en  diderentiant, 

el  doù  l'on  conclu  L 
/•°  ^  ,  F(o)         F'(oi  F2''-«(o)         r^  F2"(.r)e''-^ 

»/  ,0  '^  00 


dx. 


Cela  élanl,  les  quaulilés  F(o),  FVo),  ...  se  délerminenl  au  moyen 
de  la  relation 


•(-)=2^T^è^-2 


i  .•!.  .  .in 


» 


ou  bien  en  séparant  dans  la  première  somme  les  puissances  paires 
et  impaires 


^^     I . -2 ... 2 n       '  .^   \  .2.  .  .xn  —  I        j^ 


\  .7..  .  .7.11 
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On  en  tire  immédiatement 

2/1  in  —  r  -iniin  —  i  ) 

d'où  résulte  par  conséquent  la  série  finie  qui  a  été  précédenimetit 
trouvée;  mais  le  point  le  plus  important  concerne  le  terme  complé- 
mentaire représenté  par  l'intégrale 


/ 


"  F2"(a')e"-'-    , 
dx. 


a- 


Revenant  à  cet  effet  à  l'égalité 


V 


„.    ,       v^         a:  51112  m -ç  "V^    45111-7 

j'observe  que  les  formules  connues 

^  —__  r  e-"''^y  s\n  TV  dy, 

/      e-"''^y  cosxy  dy 

.1  i/HT.  "        -^ 


4  m-  7ï-  M-  .r 


permettent  d'écrire 


F(x)=  —  ^    /      e''"''^y  sin'im-^sinxy  dy 

—  2_,l      — ~  e^/nnj  sin2  m  -ç  cosa^y  dy 

^ oc 

■4-  V    /     _!_  e2'«7îr  cosxy  dy. 

^    X  * 

Les  fonctions,   désignées    précédemment  par  cp(^),  '^{x),  y{x), 
s'introduisent  alors  d'elles-mêmes  et  l'on  trouve  ainsi 

F{x)  =  —-    /      '^(y)  sinxydy 

■>  r' 

/      'T'(y)cosxydy 

I    r' 

-1-  -    /      ■/{y)cosxy  dy. 

*y  —  oc 


l^a  variai»!»'  jt,  par  siiile  «le  celle  transforniahon,  nCiilr*'  jilii>  (\\if 
dans  les  quaulilt's  sin.r^  et  cosx^,  nous  avons  donc 

(— I)"  F»'»(j:)  = /      o{y)  sin.ry.y*»  dy 

'  *  —  • 

/      •\>(y)cosxy.y-"  dy 

-^  Z    I      X(y)'^osTy.y-"  dy 


el,  par  codslhjiu'iiI, 

.0  ,,0       -0 


(—  I  )"  /      V-"(x)  e"^  dy  — /        /      'i(  y)  -^'xnxy  .y^"  e"-^  dx  dy 

1         I      '!^(y)coixy  .y^"  e'^^  dx  dy 

^  -'_  „  ^_  , 

H /         /       y(y)C0STy.y-"e"''</.rdy. 

■^  '  -  »  «^-  »   ' 

On  peut  effectuer  les  inléyralions  par  rapport  à  cette  varial)le  x, 
ce  qui  donne,  après  avoir  divisé  par  rt^"  l'expression  du  terme 
complémentaire  à  laquelle  j'étais  parvenu, 

—  0"  /      7^ df  =       -    /         ,    ,     ,  •    •    ,       dy 

et  nous  aurons  pareillement  pour  le  reste  de  la  seconde  série 
(—1)"   /  .  f/^=      -    /       ~ ,  '       ..        dy 

J'ajoute  enfin  en  considéianl  Tune  quelconque  des  trois  inté- 
grales, la  première  par  exemple,  que  si  l'on  pose 


.0        ..,„^,   ..  /  .    x  .         .^0 


*-    —    30  •/-/  •-      —  go 
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avec  la  série  correspondante 

1  r  2_iizirf^==i]„_u,+...+(-i)"-iu„+(-i)-R„, 

la  relation 

où  R«,  Rrt_i  et  U„  sont  positifs,  donne  immédiatement 

R„<U„         et  R„>-U„, 

2 

lorsqu'on  a  R«_i  <!  Iv^.  Ces  deux  limitations,  du  reste,  ont  été 
indiquées  à  l'égard  de  la  série  de  Stirling  par  M.  Bourguet  dans  sa 
belle  Thèse  de  doctorat  Sur  le  développement  en  séries  des  inté- 
grales eulériennes  (^Annales  de  V Ecole  Normale  supérieure^ 
année  i88o). 


SUR 

LK  I.OGAIIITIIMI':  IIK  L\  FONCTION  (iAMMA. 


imcricii/i  Jourmit  o/Mittlifnialiis.  I.   Wll,    iS()j.  |i.   i  i  i     i  iG. 


Je  Viiis  revenir  encore  à  l'inlégrale  de  Raabe  pour  présenter  son 
rôle  sons  un  noiiveaii  jonr,  en  considérant  l'ex|iression  plus  j^éné- 
rale. 

et  rnontrani  qu  elle  en  donne  la  valeur  asvni|)lolique.  sous  la  con- 
dition <pie  ;  soit  positif  et  moindre  que  Tunilé.  Ce  résultat  a  été 
déjà  établi  dans  un  article  sur  l'extension  de  la  formule  de  Stirling 
{Matlienidlischen  Annalen,  t.  XIJ,  p.  58i);  on  va  voir  qu'on 
y  parvient  plus  facilement  par  la  nouvelle  méthode  que  je  \ais 
indiquer. 

Soit  F(^)  une  fonction  qui  ne  change  pas  lorsqu'on  y  rem- 
place X  par  I  —  x\  \G  partirai  de  l'égalité  suivante 

/     xV'iTjdx-^-  I  .rF'(x)dx=F(^)—   j     F(x)dx, 

qui  se  vérifie  immédiatement  en  observant  qu'on  a 

f   xF'{x)dx=zi^FCz)—  C   Fix)dx, 

•■'0  •-'o 

puis 

'     F(x)dx-^  F(x)dx=         F(x)dx, 

sous  la  condition  admise  à  l'égard  de  F(.r). 
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Prenons  maintenant 

F(x)  =  Iog[r(flf  -{-X)  r{a  -h  r  —  x)], 

en  désignant  par  J  l'intégrale  de  Raabe,  on  aura  évidemment 

0.5=  I     \og[T  (a -\- t)  r  {  a -{- f  —  x)]dcc. 

Soit  ensuite 

I 

Jj(a)=       -    /  ce  Dx\og[T(a -^  x)T(a -h  i  —  x)\dx 

H /  .r  D.t  log[r(a -H  .r)  r(a  +  I  —  ar)]  û?^, 

«'  0 

nous  en  conclurons  cette  relation 

-log[r(a-i-ar)r(«-M  —  :r)]  =  J-4-J,(a), 

et    le  résultat  annoncé    sera    mis    en    évidence    au    moyen    d'une 
expression  de  J,  (a)  que  je  vais  obtenir. 
J'observe,  à  cet  efiPet,  que  de  la  formule 

on  tire  aisément 

D^\o^[Y{a-^x)V{a-^i  —  x)\dx^j      ^ ^^_  ^      dy, 

il  en  résulte  qu'on  peut  écrire,  en  désignant  par  y^  une  certaine 
valeur  de  la  variable  qui  dépend  de  «, 


/      -^ dv  = /      e«r  dy 

/  ey  —  I  -^  eyo  —\J 


(  e.^0  —  \)a 


Cela   posé,    cherchons    une    limite    supérieure    de    la   fonction 

Qxy Q'A—x)y  1  1      r 

•1  et,  dans  ce  but,  mettons-la  sous  la  rorme 


çy—\ 


Y  y 

e  -  —  e  ' 

>  ( 

pi  —  p'^   l 


SIH    I.K    r.CHiAHITIIMI      riK     I. A    KONTTION    «iAMMA.  il' 

l'^u  (If'v  ilit|»[»;iiil  en  série,  vWr  iIcnicmI 
(ix-i)y-h        '        [(aj-i)^]»-^  *  ,        |(<.r  — i)7p-t-... 

^    ■    ~    ■  '  ■  ■     ■  ■     ■'  ^     —  -   ■  ■  —  ■  -        ■  , 

V'  H : r  >■*  -f- .  .  . 


c'est-à-dire 


(ax  —  1  ) 


a.S.Î^-^  -2. 3.4.  i. 2* 


On  voit  (juc,  si  Ion  suppose  .r  compris  entre  /éro  et  I  unité,  le 
nnmcratenr  de  la  (luaulilé  (|iii  niiillij)lie  2X — i  est  toujours 
moindre  que  le  dénominateur;  il  en  résulte  qu'en  faisant 


e>  —  I 


la  fonction  ^{x)  sera  j)Ositive,  moindre  que  l'unité  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  la  variable  y  et,  par  conséquent,  de  a\  on 
aura  aussi  la  condilion 

^{x  )  =  <l>(i  —  x). 

Cela  étant,  Texjjression  de  Ji(«)  prend  celte  nouvelle  forme 

5  1  —  ç 

J,(a)=  —   /     x{'i.x  —  \)^{x)dx-\ /  x{ïx  —  \)'i>{x)dx^ 

OU  bien 

la 
qui  suffit  à  notre  objet,  la  quantité 

M  =   /     x{■^x  —  \)^{x)dx-\~   I         x{7.x  —  i)i^(x)dx 

étant  finie  évidemment  quel  que  soit  a.  Mais  nous  irons  plus  loin, 
en  obtenant  les  limites  indépendantes  de  a  entre  lesquelles  elle 
reste  toujours  comprise. 

J'emploie  pour  cela  la  relation  générale 

f^f{x)dx^  f      ^f{x)dx=  f'[f(x)-f(i-x)]dx-^  f  f(x)dx. 
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qui  se  vérifie  en  remarquant  que,  par  le  changemenl  de  ^  en  i  — x^ 
on  Lroiive 

/         f{^)dx=l     f(x)clx—   i    f{\  —  x)dx, 
ou  plutôt  encore  celle-ci 

/    f{x)dx-^  I         f{x)dx 

s  1 

■        =  f   \fi^)—fi^-x)]dx-^^--    f   {f(.r)+/(y-x)\dx. 

Cfla  étant,  soil 

/(x)  =  x(ix  —  i)<ï>(^); 

de  la  propriété  qui  a  été  indiquée  tout  à  Theure  de  la  fonction  $(^), 
on  tire 

et  nous  avons,  en  conséquence, 

1  S 

M  =  -   I    {\  —  ixf^{x)dx—j     (i  —  ■ix)^{x)dx. 

La  première  intégrale,  en  se  rappelant  (|u'on  a  f^(x)  <  i ,  s'ex- 
prime par 

or'  ,0 

-    I     (i—  ixy-dx  =  -, 

0  étant  moindre  que  l'unité;   la  seconde,  si  l'on  suppose,  comme 
on  peut  le  faire,  ^  <  ->  aura  pour  valeur 


'  f  (i--2x)dx  =  Cç-i^)n', 


6 


f)'  étant  aussi  compris  entre  zéro  et  un,  nous. avons  donc  ce  résultat 
qu'il  s'agissait  d'obtenir, 


D 


si:n   I.I-:   i.OGVHiTiniK  i>K   i.v   ponction  r.AMMA.  \j.- 

Soii.  ru  pui'lirulirr,  ;  =:  i ,  ce  qui  cIdiimc 


«  =  •; 


on  trouve  al(MS  la  relation 


-iogrr(a-f-i)rrrt)|  =  J  H — —, 


d'où  l'on  conclut 


I  0 

logr(a)  =  J  -  -log«^-^. 


Cesl  re\prcs.sioii  as\  n»|)lolit|iie  à  laquelle  jélais  |jar\ciiu  pré- 
cédemmenl  par  une  autre  niélliode.  f^a  quantité  J,(«),  représentée 
par  l'intégrale 

-    /     jr  D,.  Ingrr(a -I- a")  r(« -+- I  —  x)\dx. 

coïncide,  dans  ce  cas,  a\ee 

J(a}=-   f   (x  —  x'')V)l\ogT{a  +  x)dx; 

voici  comment  on  passe  de  la  première  formi;  à  la  seconde  :  chan- 
geons X  en  I  —  X .  nous  aurons  d'abord 

J,(a)  =  — -    /     (i  —  a:)  Dj^lcgf  r(a -!-a^)  r(rt-hi  — 37)]  </a7, 

en  ajoutant  membre  à  membre  avec  la  valeur  précédente,  il  vient 
J,(a)=-    f   ('}.x  —  i)Djc\o^{V{a^x)T{a-^\  —  x)'\dx. 

Le  facteur  9.x — i  étant  la  dérivée  de  x- — x,  une  intégration 
par  parties  donne  facilement,  si  l'on  observe  (|ue  x  —  x"^  ne  change 
pas  lorsqu'on  remplace  x  par  i  —  x, 

2j,(a)  =  -    C   {x  —  x''-)Yil\o^[T(a^x)V{a-\-\  —  x)'\dx 
=        f   {x  —  x'^)ï)l\ogT{a^  x)dx. 

^0 
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c     •  -ri 

cjoit  ensuite  ç  =  -»  on  trouve 

9. 

M  =  .;  -  -; 

6  4 

il    est   nécessaire  alors,   pour  avoir   une    limite  plus    précise,   de 
recourir  à  l'expression  générale 

M=   /     x{-ix  —  i)<ï>(;r)  dx  -+-   1  x{ix  —  i)^{x)  dx, 

d'où  l'on  tire 

M  =       ■<  /     x{ix — i)  <t>{x )  dx 
I 

2 

=  —  7.  I     x(i  —  ixj^ix)  dx. 

Le  facteur  ^(i  —  2x)  étant   positif  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale et  ^(x)  étant   moindre  que  l'unilé,  nous  avons  celte  valeur 

M  =  —  2 e  /     x{\  —  -2x)dx 
__  J9_ 

12 

et  l'on  en  conclut  l'expression  asjmptotique 

log  r  (  a  +  i  )  =  J 


2/  24« 

Je  reviens  maintenant  à  la  formule  générale 


Ji(a)  =;       -    /  a?  Da^  log[r(a -+- a?)  r((7  4- I  —  x)\dx 

-\ /  xï)x^og{V{n  -^  x)Y{a  -^\  —  x)]dx, 


afin  d'en  tirer  une  autre  expression  de  J,  [a)  qui  |)ermet  d'obtenir 
son  développement  en  série,  suivant  les  puissances  descendantes 
de  a.  Ce  résultat  important  se  déduit  aisément  de  l'égalité 

/"  "  f  g.ry f>(\-.r)y\g(i\ 

Dxlog[r(a  +  ^)l^(a+ I  — ;r)]=   /      — ^ — -dy, 

•  7  ^  ' 

"-^   on 


suH  i.i;  i.oi.xiu  I  iiMi;  m:  i.v  fomiihn  i.wimv  .|?.«j 

•m  iinivtii  (les  inlégralfs  siiiv;mtcs, 


6-.>  —  1 


Va\  les  ajoutant,  on  trouve  la  (|uanlili'' 


—  1 


y  y^ 

ce  »|iii  donne  immédiatcnienl 

J_^l-^yiey-0      y'] 

Sii[)i)osoiis  ç  =  1,  on  en  lire  la  iornuile  de  Slirling, 

B,  li,  B,, 


J 1  (  a  ) 


\  .f.a        '^.4 .«'        :').G.a~^ 


où   B,,  Bo,   ...   désif^nenl,  suivant    l'usage,   les   nombres   de   Ber- 
noulli.    l'^n   faisant  c  =  ~  ^  on  en  conclut  la  série  de  Gauss, 


•  •  ■  1 


ce  second  développement  pouvant  se  déduire  du  premier  au  mojen 

de  la  relation 

J ,  ( a  )  =  J(->.a)  —  J  ( a ), 

qui  découle  facilement  des  expressions 

J^A'^yi^'-')     y^\ 
J_„L2r(e-^-u      y-\         -^ 

Remplaçons,  eu  ellet,  dans  la  seconde  y  par  —  et  retranchons 
membre  à  membre;  il  vient,  après  une  réduction  évidente, 


J(2 


r\  i'    .1 
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c'est-à-dire  la  valeur  de  J((«)   pour  i=  -•  Dans  le  cas  générai 

où  i  est  (juelconque,  je  rappelle,  en  terminant,  que  si  Ton  désigne 
par  S„(i)  le  polvnome  de  degré  n  +  i  de  Jacob  Bernoulli,  égal, 
lorsque  ^  est  entier,  à  la  somme  i"  4-2"+ . .  .  4- (;  —  1)",  on  a  la 
série  suivante  : 


vrf-i)"-»B„  ,  :>.S2,^•-l(^)]    I 

Ji(«;-2jl_«(2n-i)  2«-i     J  a2"-' 


( n  —  \.  ■>.,  J,  . . .;. 


On  trouvera,  dans  l'arlicle  des  Matlienialisclien  Annalen  qui 
a  été  cité  plus  haut,  la  démonstration  de  celle  formule  et  les  con- 
ditions de  son  emploi. 


I 


KXTI5MT  DIM:  LliTIIU-:  AltKKSSi:!-   A   M.   I..   Il  CIIS 


SLK    UNE 

KXTI'NSION  DU  TlIKOlîKMI':  llK  LAUlillNT. 


.lonnuil  lie   Crrtic,   t.   Ilti,   1S9G,   |>.  (Sj-89. 


.  .  .  [!^n  considérant  les  racines  d'une  <'C|nali()n  alj;<'l)ri(|iie  quel- 
concjue  et  leurs  disconlmnilés,  points  cnli(|iics  ou  pôles,  j'envi- 
sajje  l'enseniMe  des  circonférences  qni  ont  leurs  centres  à  l'origine 
cl  pour  rajons  les  modules  de  ces  disconlinuilés.  Elles  décom- 
posent le  phui  en  couronnes  circulaires  auxquelles  succède  un 
espace  inluii,  et  les  racines  sont  à  i'inlérieur  de  chacune  de  ces 
régions,  des  fonctions  finies  et  continues  mais  non  uniformes. 
Leurs  \aleurs  s'échangent  d'une  certaine  manière,  si  l'on  fait 
décrire  à  la  variable  un  contour  fermé  comprenant  l'une  des  cir- 
conférences limites  et,  par  conséquent,  des  points  critiques  à  son 
intérieur.  La  différence  de  nature  avec  les  fonctions  uniformes  se 
manifeste  par  cette  circonstance,  qu'il  est  nécessaire  de  décrire 
plusieurs  fois  le  même  contour  potir  obtenir,  au  départ  et  à  l'ar- 
rivée, les  mêmes  valeurs.  Désignons  ce  nombre  par  /j,  pour  l'une 
des  racines,  représentons  la  variable  par  x  et  posons 

L'image  fournie  par  cette  substitution  est  une  courbe  fermée, 
décrite  une  seule  et  unique  fois,  au  lieu  du  contour  répété  p  fois 
successivement.  La  quantité  considérée  devient,  par  suite,  une 
fonction  uniforme  de  ç,  dans  l'es|)ace  limité  par  deux  nouvelles 
circonférences,  transformées  des  précédentes,  ajanl  comme  elles 
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leurs  centres  à  l'origine.  On  |Deul  donc  faire  l'application  du 
théorème  de  Laurent  et  en  conclure  que  la  racine  s'exprime  par 
une  série  de  puissances  entières  positives  et  négatives   de  ç    ou 

de  x''.  Pour  le  cas  où  la  variable  est  supposée  dans  la  dernière 
région,  on  la  considérera  comme  une  couronne  circulaire  limitée 
par  la  circonférence  relative  à  la  plus  grande  des  discontinuités  et 
une  autre  dont  on  fera  croître  indéfiniment  le  rayon.  Cette  seconde 
circonférence,  lorsqu'il  s'agit  d'une  fonction  uniforme /(a;),  étant 

prise  pour  contour  de   l'intéorale  —^    (  ^  " — -,  dont  se  tire  le 
'  °  nir.  J      X  —  z 

théorème  de  Laurent,  conduit  à  une  (onction  holomorphe  dans 
son  intérieur,  et  qui  devient,  en  faisant  croître  le  rajon,  holo- 
morphe dans  tout  le  plan.  Nous  en  concluons  alors,  comme  pré- 
cédemment, les  expressions  analytiques  des  racines  dans  cette 
région,  mais  il  faut  observer,  ce  qui  est  le  côté  imparfait  de  cette 
méthode,  que  les  ayant  obtenues  dans  le  plan  tout  entier,  on  doit 
exclure  de  la  représentation  les  circonférences  sur  lesquelles  se 
trouvent  les  points  de  discontinuités. 

Pour  donner  un   exemple  dans   un   cas  facile,  je  vais  chercher 

l'expression  de  la  quantité  en  supposant 

\f{x  —  a)(b  —  X  ) 

\a\<\x\<\bl 

de  sorte  que  la  variable  sera  dans  la  couronne  limitée  par  les  cir- 
conférences de  rayon  \a\  et  \h\. 
Soit,  pour  abréger, 

1 . 3 . 5 . . .  (  2  /«  —  I  ) 

(m)  = ^ ; 

^        '  2.4.6.  ..2//i 

nous  aurons  les  deux  séries 


I     -«^  (  m) a' 


\/x  —  a        y/, 


s/x^ 


X 


m 


V     -^^  (  n  ix" 


-^y. 


(m,  /i  =  o,  1,2,..  .), 


v/6  —  X        \lb  -^     6" 

puis,  en  multipliant  membre  à  membre, 

I  _    _i_  ^  {/n)(n)a' 


\/(x  —  a){b  —  x)       \/bx^     h"x'n-'>- 
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Soit  iiiiiiiilfiKiiil  ///  —  n  =  p:  sii|)j)os(iii-« />  [noilil  cl  'lillércnl  tl<' 
/,iTu,  If  Ici  iiif  en  —  srra  iIoihk-  |>;ir  la  ximine 

af  y^  I  n  \i  n  —  p  )a" 

.77'  .^  77'  ' 

(jiii  se  ra[)|Kirle  aii\  \aUMir>  //  =  o,   i ,  •/ 

Fui  sa  lit  (jonc 

muis  oLilenons,  pour  IVnscnihK'  des  termes  en  ->  la  série  suivaiile  : 

r  .r 


■  /' 


./■/' 


(/'   =    !,',     ),    .  .  .). 


I  >(•  la  iiKMiiP  iiiaiiiric,  ^c  lioiivc  cii-^iiilc   la  seconde  série, 


l'"t 


où  entrent  les  piiissanecs  p<»silives  Je  la  variable;  en  écrivant, 
pour  siiiiplilîer,  S  au  litii  de  S„,  on  m  conclut  le  résultat  clierclié, 
à  savoir 


=  1,  •>.,  3,  ..  .)• 


y/(x  —  a)  {h 

m 

On  peut,  coinine  je  vais  le  laiie  voir,  le  démontrer  a  jjoslcrioii. 
Soit  pour  cela  a  =  bL'-.  puis 

j'emploierai  la  relation  suivante 


/•'  y^i>  dy  ^-^ 


qui  résulte  du  dé\eloppeinent 
et  de  la  formule  élémentaire 


1 


V  i—y- 


=     -  (/i   -T-  p). 


H.  —  IV. 
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J'observe  ensuite  que  les  proj^ressions  géométriques  ^  ( — —) 

V^  /j">-2\/'  ay-  ^        xy-  ,     , 

el   7     — r-       ont  pour  somuies et  -, — -■<   on  est  donc 

^  \    b    J  '  X  —  ay-  h  —  xy^ 


fxy^Y 
amené  à  1  é";ililé 


et  à  elierclier  riiilé"4ralc  délinie  qui  lii^iue  dans  le  second  uiembre. 

Je  fai 

donne 


Je  fais, .à  cet  efï'et,  j'' =  sn^,  je  pose  aussi  -=/i-sn-a,    ce    qui 


j  =  A-2snH3t  -f-  tiv'). 

d'après  la  condition  admise 

a  =  bk'-. 

L'intégrale  relative  à  la  nouvelle  variable  étant  représentée  par 

J^      L'^  i-A^sn^asn-^ï  ^  i  —  A-^  sii^^  ■+- ^  K')  sn^  :  J     ' 

s'exprime  au  moyen  des  fonctions  comj)lèles  de  troisième  espèce. 

Ti»    1   •    !•                       en  a  du  a  .^  .  •    , 

Multiplions   par   et    remarquons    (|ue    cette    quantité    se 

reproduit,  cliangée  de  signe,  quand  on  remplace  a  |)ar  a-(*fR'; 
on  aura,  en  effet, 


en  a  du  a  .        en  a  dn  a 


J  = 


sna  *ii2 


K  ^W^  K,  y.)  -]^(  Iv,  ■■<-  -  'K'). 


Cela  étant,  la  formule  des  FuiidaineiUa, 
nous  donne 

e(  a) 


TT(Iv,  a)— [Ti  K,  a  ^  /K'(  =  KD-^Iog 


tt  I  a  —  /  K'  ; 
En  recourant  à  Tcoaliié 


ei'a  —  i\\  }  =  iU(oL)e    ^^   ' 


on  a  ensuite 


^     ,  Six)  I-         ^     ,        H(a)         /-         cnadna 

L'a  lOS  rrrr-    ^    — ;-     —  U -,  luiT =    — rr 


SUR    INE    i:\TKNMii\    |»r     IHIDUI  MC    hl     I MIlKNT. 

el  une  réductioii  rviilente  coiuliiii  .1  l.i  \;ilfiir  cliciclié»' 


I   »  » 


I  -  «Il  2 

J  «M  — — 


•t.    iii  ï  «In  2 

piiisqn'on  a 

//> 

en  2  =  j  i 

L'expression  du  radical 


011  hifii  J  =  — 


v/Z 


'jjr 


'•*  /(  X  —  a  H  '^  —  ^  ) 


n  2    =  4   /    —  ,  nn  -.    —    f  »    /    *•! 


v/(  .J a){  T  —  b) 

dans  les  detix  régions  où  l'on  suppose 


-v^ 


est  il  nue  autre  nature 


|:f|<|«|         el         |r|>|^  . 

l'.u  désignant   par  P'"'(.r)  le  polynôme  de  I^egendre  du  degn'  //, 
on  olilient  alors  les  séries 


^'ub 


•i  J ab )  \Jabj 


et 


n  =  (>,  I ,  ?,,  ...  I 


(  //  =  I,  '2,  3,   .  .  .  I. 


Une  application  des  résultais  que  nous  venons  dohtenir  s'ollre 
(relle-niéine  à  l'itjtégralt;  elliptique,  en  prenant  a  =-.  1 ,  />  =  /»-,  el 
cliangeant  x  en  ./-;  elle  est,  je  crois,  à  reniunpier  dans  le  cas  on 
l'on  suppose 

i<  I  .r  l< 


je  l'indiquerai  succinctement.  Nous  avons  alors  la  fonnide 

'         =  =  -  S  ^  -  y  S„  (4-  -  k^-i'x-^A    (p  =  y,'^,i,--  ■), 
/^^ï_,;(,_  7,2^2)       X  X  Au    '  \x'-i>  ) 

el  I  on  en  tire,  en  désignant  par  C  une  constante, 

dx 


f 


'1     \/(x''-  —  i){i  —  A-x-  ) 
Faisons  successivement 


=  C  +  S  log.r  -V  ^  (-^  -  /c^-i'xv>)  . 
°         jLd  ip  \x-^i'  I 


a"  =  I  el  ar  =  — ) 
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on  aura  les  égalités  • 


K'=€:-+-siogi-y-^a-^."-i);  i, 

A  J0M  ^  jO 


2/> 

en  les  ajoutant,,  les  séries  infinies  se  détruisent,  on  obtient 

K'=2C-f-Slogi, 

d'où 

G  =  S  log  v/Â-  +  ^-  k' 
et,  par  conséquent, 

r  ^^"         =  =  s  log(.  v/Â)  +  -K'-y  ^  (-477  -  A-^-^'-O- 

Employons  ensuite  l'expression  de  K',  qui  a  été  donnée  par 
Legendre,  le  logarithme  de  k  disparaît  dans  le  second  membre, 
et  l'on  parvient  à  la  formule  suivante 

r  '^^  =  s  log(2.r)  -  y  ^  ('—  _  k^-Px-^p\ 

où  n'entre  plus,  comme  il  le  faut,  que  le  carré  du  module. 


EXTHAIT  DUNH  I.KTTKE 
l)K  M.  IIKinUTK  A   M.  SOMN.   A  SAINT-PÉTKKSnoiRd. 


SUR 


LES    POr.VNOMES   DE    RERNOl  LLI 


Journal  de  Crelle.   t.  IIG,  189G.   p.  \'V\-\'A\. 


|{KIM)NSK  l)K  M.   HKIIMITE. 

La  lettre,  que  vous  in'a\e/,  fait  l'honneur  de  m'adresser,  m'a 
intéressé  au  plus  liaiil  poiiil  ainsi  que  ce  que  j'ai  pu  saisir  de  voire 
Mémoire  Sur  les  nombres  de  BernoiiUi^  qui  est  écrit  en  russe, 
et  où  il  ne  ma  été  permis  de  comprendre  qu'au  moyen  des 
formules  les  résultats  auxfpicis  vous  êtes  parvenu.  Je  me  suis 
empressé  d'informer  M.  b  uclis  de  mon  devoir  de  reconnaître  que 
vous  aviez  déjà  j)ul>lié  les  séries  finies  qui  représentent  avec  leurs 
termes  complémentaires  les  quantités 

los — Y— —  et  logI^(^-(-a7)  — logr(7), 

en  les  tirant  comme  conséquence  d'un  théorème  général  de  déve- 
loppement des  fonctions  suivant  les  polynômes  de  BernouUi.  Mais 
nos  recherches  se  sont  si  étroitement  liées  que,  après  vous,  j'ai 
aussi  obtenu  cette  formule  de  développement  dont  j'ai  donné 
communication  à  M.  Lerch  dans  le  mois  d'août  dernier;  voici 
comment  j'y  suis  arrivé  : 

J'ai  employé  d'abord,  au  lieu  de  vos  polynômes  C!„(^),  la  fonc- 
tion   de  Jacob    Bernoulli    S,, (j?)  =  -^-^^^^^^ ,    qui    est    définie    par 

l'égalité 

.  ,  e=^y — I       -^  S„C:r) 
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OÙ  jai  posé  [//]  =  1  .;>-.. ./^.  Soit  ensuite  symboli(|uemenl 


e^y. 


e^  —  I 


avec  la  convention  de  faire  dans  la  série  exponentielle 


1= ,  X2'=  (— i)'-iB/,         X2/+i  =  o; 


1 
je  remarque  qu  on  jjeul  alors  écrire 

e^y—  I  _  e'^r  (  e-r.v  —  i  ) 


y 

d'où,  par  conséquent,  celte  formule 


S„(a7) 


n  -+-  I 


Cela  étant,  je  considère  l'expression 

^h')  =  fiy  ^x-^i)-  fiy  +  À 


[c\ 


f'iy)       (c  =  I,  •^,  '^,  .-.), 


y(y  )  désignant  une  fonction  quelconque,  et  j'opère  symbolique- 
ment, comme  tout  à  l'heure  sur  A.  Le  développement  de  f{y  +  ^.) 
donne,  par  suite,  la  série  d'Euler;  on  a  ainsi 

/,^  _^  ,  _H  À  . -/(j^  +  X)  = /'(j-); 
cela  étant,  il  vient,  en  changeant^  en  j'H-.r, 

et,  en  retranchant  membre  à  membre,  nous  parvenons,  au  moyen 
de  l'expression  de  F(jk),  à  la  relation 

F(y  +  ^)-F(y)=f'(y^x)-f(y). 

AT      •  V  (X  -+-   lY—  X<"      ,  .  ,  ,  ,         „ 

Mais,  en  même  temps, devient  le  polynôme  de  ber- 

noulli,  S£._i(^),  nous  obtenons  donc  la  formule  générale  de  déve- 
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lopponienl 

^"  I C        I  J 

on  liifii,  xl  l'on  rem|ilace/' (jk)  ^^^f(y)  ^l  t"  l'-""  <"  -i-  '  ? 

La  série  ainsi  Iroiivée  se  déinoiilrc  iniinédialeiiienl  sans  l'em- 
ploi des  sjmholes.  l-'n  fais.tnl,  m  rllel,  y(  7)  =  A  e"*,  où  A.  el  rt 
sont  des  ronsinnles,  il   vicnl,  aprt-s  a\oir  divisi-  par  A  e''-^'{e" —  l), 


ce  qui  reproduit  l'égalitc'-  (ij.  La  int'ine  vcrificalion  a  lieu  pouriine 
somme  d'un  nombre  (pielconque  de  termes,  A  e"-*  +  Be*^+...  et, 
par  consétpient.  pour  une  fonction  «jnelconque. 

Mais  il  sajiil  d'avoir  cette  formule  avec  un  nombre  fini  de 
termes;  la  méthode  donnée  par  Jacobi  dans  le  célèbre  Mémoire  : 
Dr  usa  légitima  formula'  summaloriœ  Maclaurinianœ  pour 
obtenir  l'expression  du  reste  de  la  série  d'EuIer  et  de  Maciaurin, 
conduit  facilement  au  but.  A  cet  ellet,  je  ferai  usage  d'une  re- 
marque qui  se  tire  de  l'identité 

g.o_i  eif-t-ïJy — (î.rs 

e>-—  

ey   —  I  ey  —  I 


ey  —  I  ey  —  I 

Le  premier  membre  étant  le  produit  des  séries 

le  coefficient  de^"  est  donné  par  la  somme 

Z         \c\        ' 
en  prenant  c  =  o,  i,  ;>.,  . . .,  n,  on  a  donc  cette  relation 

^''^  [n]  -2é[c\[n-c\' 
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J'observe  encore  que    si    nous  égalons   les   termes  en  y"  dans 
l'identité 

[c\    -"   ' 
il  vient 

f    '^  [771  ^Zd\c][n  —  c\' 

mais  alors  la  somme  se  rapporte  aux  valeurs  c  =  o^  1,2,  ...,  />  —  i . 
Soit  maintenant,  avec  un  nombre  fini  de  termes, 

'  (  c  =  o,  I.  2.  . . . ,  /i )  ; 

j'emploie,  en  suivant  l'analyse  de  Jacobi,  la  série  de  Taylor 

(c  =  o,   i,  1,   .  .  .,  n). 
Je  pose  aussi 

Dans  cette  égalité,  l'entier /pi end  les  valeurs  c-+-i,  c-r2i  •••,  " 
et,  pour  /=  /?,  on  a 

fn ( jK  +  I )  — /"  {y)=  f  /"- '  (  7  -  ^  ;  û?-  ; 

•  0 

cela  étant,  la  relation  précédente  devient 

^     [c]  [njj„  /   ^         .^  ^,,] 

-Z4    [c][i-c\  [n]jLJ^  [c][n-c]       ■'  -^ 

et  l'on  voit  immédiatement  que  les  termes  qui  contiennent /'ij') 
se  détruisent.  Nous  devons  faire,  en  etlet,  c  ^  o,  i ,  2,  . . .,  /  —  1 
dans  le  second  membre,  la  réduction  résulte,  par  suite,  de  l'égalité 
qui  vient  d'être  obtenue 

X'         "^        ?>r( or  ) 
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I/t'qiialion  (2)  nous  donne  ;iiissi,  en  cli;iii^:e;tnl  ::  vu  1  --  3. 

S„l  ./    —   l    -'    Z  )  S„l   C  )  ^    S,  I  ./ri  J  )'' 


l'I-. 


C\\   Il   —  C\ 


el  l'on  en  conclut  l'expressiDn  cln-n  Ik'-c 

R„  ^        f     {T—  z)"  f"^^{y  +  z)  dz 

'  0 

-  f    [S„(^-'-i—  =;-S„.  z)\f'>-^^{y  -^z)dz. 

Une  uulre  loiiue  du  reste  s  ohlienl  en  décoinposanl  la  seconde 
iuti''gral('  en  deux  partie^,  ronipiise^  entre  les  limites  o  el  r,  x  et  i  ; 
cela  étant.  ;ni  iiiovcn  de   la  relation 

S„(J'  -+-  I  —  z)  —  (x  —  c)"—  S„(.r  —  5), 
on  trom  e  aiiiM 


0 
1 


+  f    [S„(3)  -  S„(a^  +  I  -  z)]/«^'(ar  +  z)dz. 

Ce  sont  vos  résultats,  Monsieur;  ces  ("ormules  ne  dillèrenl  pas, 
ail  fond,  de  celles  que  vous  avez  données  à  la  page  29  de  votre 
Mémoire,  lorsqu'on  suppose,  en  particulier,  A  =  i.  Les  lelalions 
dont  je  viens  de  faire  usa<;e,  vous  les  avez  aussi  obtenues,  ce  sont 
les  équations  des  pages  i.Wl  i4, 

(  n  -+-  \)x'*  =  2,  (  «  -+-  I),-  'Oi(x), 
o„(:r  —  z)  —  On(z)  =^  ni^i{x)z"-i. 

Mais  vous  m'avez  bien  dépassé  dans  les  applications  que  vous 
avez  faites  au  produit  Op[x)oq{x),  les  conséquences  que  vous  en 
avez  tirées  pour  les  nombres  de  Bernoulli  (p.  •")),  la  relation  si 
intéressante 

et  beaucoup   d'autres  cboses  e^ncore.  J'attache  surtout  un  grand 
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prix  à  la  seconde  partie  de  votre  Mémoire  où  vous  traitez  des 
importantes  et  difficiles  questions  sur  la  sommalion  des  séries. 
Malheureusement,  je  n'ai  guère  pu  la  lire,  je  me  trouve  arrêté  à 
chaque  pas,  il  ne  m'a  pas  été  possible  de  comprendre  le  sens  d'un 
certain  symbole  que  vous  employez  continuellement. 

Cependant  une  noie  de  la  pa^e  55  ne  m'a  demandé  aucun  effort, 
et  jai  vu,  une  fois  de  plus,  combien  nos  recherches  ont  été  voi- 
sines. Comme  vous,  j'ai  étudié  avec  soin  la  fonction 

I  II 

^(■'')  =  -:. ^  -' 

e-*  —  I        X        -2 

et  aussi  l'expression 

d ( .r )         e-^( X  —  -i)  -h  x 


X  -îx-ie-^' — I) 

qui  s'oflre  dans  la  relation 


2 

—  5 


log  1  (a)  =  (  (7 1  logrt  —  a-T-  log  V' 271  +   /      — -  ax. 

\  /  «^  —  ce 


Je  démontre  qu'elle  atteint  son  maximum,  qui  est  — »  de  la  ma- 
nière suivante.  Changeons,  pour  avoir  une  expression  plus  simple, 
jc  en  2X',  divisons  haut  et  bas  par  <?•*',  et  soit  alors 

-^  .r(e-''-+- e--»-) —  (<?■'  — e^-^') 

/  (  X)  = 

On  prouve  que  la  diUérence 

(|ui  est  nulle  pour  x=o,  est  toujours  négative,  au  moyen  de  la 

fraction  continue 

e^—  e-^  X 

e-^-+-e-^'  x- 


'ix 
\jA  seconde  réduite  étant      .      ..  >    nous  avons,  en  elFet,   si  l'on 

x-  -+-3 

suppose  X  positif  comme  il  est  permis,  car,/(jr)  est  une  fonction 

paire, 

e^ —  €-■'■'  3x 

e-^  -+-  e^^        x'^-i-  '6' 
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c'esl-à-dire 


3 jr (<;■«•-(- «-•*■)  —  (x*-H  'iJie-'—e-*)  <  o. 


Noii>i  pouvons  <lonr  vcnre  /(jc  )  =  —  avec  la  coud  II  ion  o  ^<;  0  <[  i 
el,  de  là,  résulte  IVxnrcsNion  :isvin|)toti<|iir  précise 

lo^  \'{  a  )  =  (a j  lo>;<^/  —  r/  -H  lo;;  \/-/.ix  H • 

Au  jioiiil  lie  \  lie  df  la  xiiii mal loii  d<;s  -finies,  jf  nie  SUIS  horné 
aux  formules  géin'rales  :  eu  premier  lieu,  à  celle  qu'on  tire  de  la 
relation  (4)  en  prenant  la  déri\ée  par  lapporl  à  J\  el  remplaçant 
ensuiley(y)  pary'(y).  <  )ii  trouve  ainsi 

-.■^"'"^i';.,-^"'-''s„(.)  ^ 


.- 1 


\i\\  Noici  une  autre  qui  se  lire  des  polynômes  y„(j:^)  délînis  par 


légalité 


el  dont  je  vais  indifpier  les  propriétés  les  plus  simples.  Nous  avons 
d'abord  les  relations 


S„(^^j-  S„(^jJ  =  /.«<^). 


On  démontre  encore  qtie  ( —  \)'^  ■/■,n{x)  et  '■^"  ' sont  po- 
sitifs en  supposant  o  <[  ^  <C  i  ;  <>n  a  même,  pour  la  seconde  quan- 
tité, la  condition  plus   large  {ix  —  i)-<^3.  J'indique  encore  les 


séries 


<— i)"/î/i      (x)  =  2r(2n-Hi)>   -3 — - — - 


'—  i,)"/.2«-H-r; 


COsrf-! 


l  (in)  7    — ; 


(d=zi,  3,  5,  ...), 
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lorsqu'on  a  o  <<  ^  <C  '  •  Ces  poljnomes  condiiisenl  à   la  formule 


suivante 

I    /•' 

et  voici  la  conséquence  à  en  lirer  pour  la  sommation  des  séries. 
Soit 

F(^)  =/(^)  —  /(-'^ ■+■  0  -^/'!^-t-  '•'-^  — •  •  ■+  (—  ')''  f(^ ^ p); 
on  obtient  l'égalité 

F(J  -•^)  =2j  — — ^^j-^^^ — — —  y.ci^) 


I     r 

~  M  J      /.«  (  .r  -4-  I  -  ^  )  F"+>  (y  -z)  dz 


(C  =  O,    I,    '2,     .  .  .,    «). 

Elle  montre  que  les  sommes  à  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs  peuvent  s'obtenir  direclemenl,  au  lieu  de  les  conclure  de 
l;i  différence  de  deux  autres,  à  termes  de  même  signe. 

J'ai  aussi  considéré  des  polynômes  plus  généraux  et  analogues  à 
ceux  de  Bernoulli  en  employant  la  fonction 

et  le  développement  de   r-; —  suivant  les  puissances  de  y.  Je  les 

désignerai,    pour  ne  pas   multiplier  les   notations   par  cp^fa^),   de 
sorte  qu'ils  sont  définis  par  l'égaliré 

-  y"- 


Ces  polynômes  sont  du  degré  n  en  x,  ils  satisfont  à  la  condition 
caractéristique 

A  ■'Onix  -f-  a)  -f-  B  cp„(.r  ^  6  )—...-+-  L  'f„(>  -t-  /)  =  x'^, 


>rn  II-  i'iii.\  MiMi-  iiK  m  »\(ii  Ml.  i^'. 

e\  ils  conJiiiscnl  cmid»'  à  une  loiimilc  <;('iiérale  tle  dévcloppeincnl 
en  série;  je  vais  in(li<|ucr  en  peu  dr  mois  mes  r<'sullals. 

So\lJ(x)  une  lonclion  i{iielc()ii<|uc,  et  posons  pour  al)réj;er, 

\/(.r-h  a  I-+-  B/(;r  -^  h)  -t-.  .  .-+-  \.  f(  x -^-  I)  =  F{x), 

on  a  eelle  expression  cpii  proeèdc  suivant  les  polynômes  '■2n{x)  el 
•  ionl  lescoeriirlcnls  sont  les  dt- rivées  successives  df  la  roiutiou  F(j)'), 
à  savoir 

f^y^X}=2^}^c(y)._.  ^    __  (c  =  o,    ,,  .,,    ...,   «), 

le  terme  coinplémenlairc  élanl 

\\„  —       I     X'^nia -h  3- —  z)/"-*-Uj' -h  Z)  dz 
*-  Il 

-h  M '^„(  b^  X  —  z  }f"-^^(y  ^  z)dz 


-t-   /      \. 's,„t  l -~  X  — z)/"*Uy-^  z)dz. 

Mais  cette  formule  n"a  lieu  cprautant  que  4>(x)  ne  s'annule  pas 
avec  x;  supposons  maintenant  que  la  fonction  contienne  le  fac- 
teur x^^  on  posera 

^-"^  TiJ)  "Zu   \>î\'  ^"' 

en  désignant  encore  par  '^n{x)  un  polvnome  de  degré  n  en  x  qui 
donne  lieu  aux  relations 

A  <fs+n(oc-+-  a)  -^  B  'i,+„(x  -^  6)  -r-.  . .-+-  L  Og+,i(x-\-  l)  =  L — _!  x", 

A  ©c     ( a: -i- a j -H  B  çpc      i  :r -+- ^) -i-. .  .-i- L  o^      (x-\-l)  =  o 

(  c  =  o,  1  ,  2,  .  . . ,  5  —  i). 

Intégrons  maintenant  s  fois  de  suite  [)ar  rapport  à  a?,  à  partir 
de  :r  =  o,  les  deux  membres  de  l'égalité  (5),  et  posons 

*(/;[    ■  I       ■••      L^--']J     ^   ["]   ^   ■ 

Le  polynôme  0«(^)  est  du  degré  s  4-  n  et  contient  x*'  comme 
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facteur;  il  satisfait  à  la  condition 

/V0„(.r  +  rt)4-  BO„(.r  ^- A)+...^-  I,0„(a;^/)  =  x" 
et  s'exprime^  au  moyen  de  cp„(x),  par  la  furauile 

\n\     -   [s^n\' 

en  convenant  de  supprimer  dans  fe  second  memhre  les  puissances 
de  X  dont  l'exposant  est  inférieur  à  .^.  Cela  étant,  on  parvient  au 
développement  que  voici 


(r  =  o.   1,2,   ...,  rt) 
avec  cette  expression,  du  reste, 

\\^^  =       f    {x  —  z)"  /"-^Uy  ^  z)clz 

-  f     ^\^„(b-^x-z)-^,,]f"^\y 


z  )  dz 


z)dz 


Ç    L[0„,  l  ^s-  —  z)~  ^,\f"^Hy^z)dz, 


où  Ton  a 

Sa  =  0  (  rt 


o;,(a 


3  ) H  . 

I 


O;,  >(a-3) 


5~''" 


.s-1 


[.-Il 


et  semblablemenl  pour  S^,  S,.,  .... 

Ces  j^éucralisalions,  Monsieur,  ne  me  font  pas  perdre  de  vue  les 
belles  et  importa  ni  es  applications  de  la  formule  sommatoire  d'Eu  1er 
et  de  IMaclaurin  que  vous  avez  traitées,  dans  votre  Mémoire,  avec 
une  entière  rigueur;  et,  sans  être  entré  jusqu'ici  dans  cet  ordre  de 
questions,  je  ne  puis  m'einpèclu'r  de  vous  exprimer  encore  tout 
l'intérêt  que  j  y  ai  pi's.  Eu  particulier,  jaltache  un  grand  prix  à 
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r«;x|)ressioii  asvniplotKjiu',  pour  //  Irt's  jx'lil,  de  la  série 

e-'''       e-'A'       <•-"'' 

(jiii'  \uiis  avez  donnée  sons  la  forme 

C         1..-// 


on  C  est  la  constant»'  d  l^nlcr.  I^lle  se  place  à  côté  de  Icxprcssioii 
([n'a  obtcnnc  M.  Scldiiiiiilcli  [lonr  la  série  de  Laniherl,  et  d'antres 
seinblaliles  s  ollrnaienl  ciicorc  dans  la  tliéotie  des  loiiclions  ellij)- 

liqnes. 

Paris.   Il   no\eiiil)rc  i.S()."». 


SUR 

UNE  FORMULE  DE  M.  G.  FONTENÉ. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  -i^  série,  t.  XX,  iSyG,  p.  ■i.i'd-i'io. 


En  désignanl  par  f{x)  «ne  fonction  doublement  périodique, 
ayant  deux  pôles  simples  yO  etyo',  et  par  R  le  résidu  qui  correspond 
à  /),  M.  Fontené  a  donné  dans  les  Comptes  rendus^  t.  CXXII, 
p.  «72,  la  formule  suivante 

Ce  résultat  intéressant,  dont  l'auteur  tire  comme  conséquence 
immédiate  les  expressions  des  quantités  sn{_x -\- y)^  cni^x  ~{- y) 
et  àn[x  +  y),  peut  s'obtenir  par  une  autre  voie  cju'il  ne  me  paraît 
pas  inutile  d'indiquer. 

Si  l'on  désigne  par  c  =  'j(^),  la  fonction  inverse  de  l'intégrale 

,__.  ^.r,  où  R(ç)  est  un  polynôme  quelconque  du  quatrième 

degré   en   ;,  on  établit,  au  moyen  de  la  seule  définition  de  celle 
fonction,  celle  égalité  (') 

(D{x+y)  —  o{a)  "        ^{a^y}  —  o{a)   "^    cp(«  — 7)  —  cp(a)  ' 

o'(a  -\-y)  —  o'(x)        o'(a  —  y)  -h  'fi'(x) 
cp ( a  -+- jK )  —  'f  ( ^ ^  ? ( ^''f  —  y)  —  ? ( ^ ) 

que  nous  pourrons  encore  écrire  sons  une  autre  forme,  en  chan- 


(')  Noie  ajoutée  au  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  J.-R.  Sériel, 
t.  II,  p.  !~!74;  Œuvres,  t.  II,  p.  laS. 


j 
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f^eanl  Ips  deux  membres  de  si^ne,  ;"•  savnir  : 

-hrD,.-^-ir>v)l<.gt9(a)  — o(a— ^)] 

(  iela  élant .  suit  d  ^^  f  -\-  i,  i>  dt-sif^naiU  iiii  piMc  simple  de  '^{jo) 
et  £  une  quantité  inlinimenl  petite,  ^ious  développerons  suivant 
les  puissances  croissantes  de  î,  et  nous  remarquerons  que,  si  l'on 

uéj;lige  les  termes  en  î,  i^ on  a  simplement  '^{(i)  = h  C, 

R  étant  le  résidu.  C  une  constante,   puis  'j(  rt  +  j')  = 'i  (/) -f- ^). 
iJe  là  résulte  pour  le  premier  membre  d'abord 

los[r^{a)-'^(T-hy)]  =  log     -  -^C  -cp(a--4-7)    , 

et,  en  prenant  la  (h'-rivée  par  rap[)ort  à  e  qui  est  la  même  (pie  par 
rapport  à  a, 

n     I       r     /     X           /                1              '         C  —  tt.(>-l-.r) 
Da  log [&(«)  — cp(ar+j',]  =—-  H -^ 

On  trouve  ensuite  dans  le  second  membre 

log[o(a;  — (p(r-^j)]  =  log     -  +C  —  (?(/>-+- 7)    , 


:=     loj 


t    ^  H 


La  dérivée  par  rapport  à  r  donnant  un  terme  en  t  peut  être  né- 
gligée, de  sorte  qu'il  vient  immédiatement 

(D„-2Dv)log[cp(a)-9f«-i-7,]^-^-^  G--^(>+.r)^ 
puis  par  le  même  calcul 

1  C  —   !S(JD  —  1') 


(  Da-i-  2Dy)  Iog[!p(rt)  —  ç(a  —  j  )] 


R 


Si  l'on  substitue  maintenant  dans  la  relation  considérée,  on  voit 
que  les  termes  en  -  disparaissent  ainsi  que  la  constante  C,  et  l'on 
H.  —  IV.  29 
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|)arvienL  à  celle  égalité 

2  cp(ar  -+- y  )  -  'f  (p  +JK)  +  'f  (/>  -7  )  -  K(  D^+  Dv)  log  l^l^_l^^Zy)  • 

Cela  élanl,  j'observe  que  si  l'on  fait  x  ^  p'  -\-  t,  en  désignant 
par  p'  le  second  pôle  de  'f  (^)  et  R'  le  résidu  correspondant,  on  a 
pour  c  infiniment  petit,  d'après  ce  qui  précède, 

mais  R'=: —  R;  celle  relation  devient  donc 

'^^ip'-+-y)  =  ?(/>^-r)-^-?(/'— r  )  —  ?(/• -^-r)-+-  ?(p— j'), 

ou  bien 

?(p'^y)  =  9(p—r)- 

Nous  pouvons,  par  conséquent,  écrire  sous  une  forme  plus 
symétrique,  en  introduisant  le  pôle  />', 

i<£>(x-h  y)  =  'sip  4- r)  -+■  '•?( p'-^  ■>')—  R('D,^.M-  Dy)log  ^— — ,    »  ,  \  ' 

iv  ^/        1^/        ./•'        i'        -'  j  z>{  X)  —  co(/5-i-y) 

ce  qui  donne  le  résultat  obtenu  par  M.  Fontené  en  remplaçant 
cp(/>H-j)  et  'f(/>'H- 1')  par  '■?(/>'  —  /)  et  cp(/J —  y).  J'ajouterai 
encore  une  remarque  :  on  en  tire,  si  l'on  change  y  en  —  y, 

ou  bien 

o(x)  —  o ( /d'-4-  y ) 

En  retranchant  membre  à  membre  avec  l'égalité  précédente, 
nous  aurons  donc  la  relation  fort  simple 

/  ^        on    I       ^{x)  —  o(p^y) 

«D(jr  +  y    —  o( T  —  r)  =  RDc  loir  ^— — ■ -■> 

'  ^  -^  '        '  '  "  9  (  .r  )  —  cp  (  />  H-  ,7  ) 

et  l'on  en  conclut  celte  iulégrale  délinie 

/      \'^(x^Y)-'^{x  —  y)\àx=  Rlog^-^-! '-^ — ■^. 
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Soit,  en  général, 

R(j-)  =  A^'— iJj-''-^  Cj-î-f- Dj--^- K        el        \=^^{x) 

la  fonclion  définie  par  l'égalité 


cl\ 

X   =    ^        ^ 


où  je  laisse  la  limite  inférieure  entièrement  arbitraire.  Je  me  pro- 
pose de  montrer  comment  on  peut  obtenir  le  théorème  de  l'addition 
«les  arguments  dar)s  cette  fonction,  sous  une  forme  simple,  où 
n'apparaissent  pas  explicitement  les  coeflicients  du  polynôme  R.(^), 
et  qui  conduit  aisément  aux  formules  concernant 

sn:r,     cna7,     dn:r     et     J'(^)- 

En  désignant  par  a  une  constante  quelconque,  je  pose  a  =  '^{^cl\ 
et  je  considère  l'expression 

y  =  log(ï  — a), 
que  je  dilFérentie  deux  fois  par  rapport  à  x.  Il  vient  ainsi 

d^y  ^  i\-f^.  \\:(\)--x^{\) 
dx-  i{\  —  %f  * 
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el  Ton  aurait  pareillement 

d^y  _  (g  —  ^)  R'(a)— :^R(g) 

da-   ~  2  (  ç  —  a  )••! 

Retranchons  membre  à  membre,  on  obtient 

d^y        d\y  ^  (£-a)[R'(g)+R-(a)]-.2[R(i)-R(a)] 
dx^        da'''  2(J  — aj2 

d'où,  après  une  rédaction  facile,  Téquation  suivante 


d.v^        da- 


dont  je  vais  écrire  l'intégrale. 
Soit,  à  cet  effet. 


'\{x)=  f    (xi-^^l-wAdx, 

•  *  n 


on  aura  celte  expression,  où  f{x)  et  f\{x)  sont  deux  fondions 
arbitraires 

y  =  f(x  —  rt) +/i(^ -i- rt) -h   /      <l(x)dx-\-  I     <h(a)da. 

Différentions  maintenant  par  rapport  à  ^  et  par  rapport  à  «;  en 
posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

f(x)  =  t\x),         /[(x)  =  F,(x), 

on  parvient  à  ces  relations 

o'(x) 


o(x)--(s{a) 


=  F{x  —  a)-\-¥i(x  ->r  a)  -+-  <\t(x), 
=  F{x  —  a)  —  F]  (x  -+-  a)  —  <!'(«)• 


Elles  montrent,  en  pertiiutant  x  et  a,  que  la  fonction  F(j;)  change 
de  signe  avec  la  variable,  el  de  là  découle  une  conséquence  im- 
portante. 

Soit,  pour  abréger, 

<P{x,a)=  ~-^ -, 

'j'I  X  )  'f  I  «  ) 
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on  forme  aiséinent  l'éKalilé 

4>(x  -Jr-y,  a)  —  fplT  —  Y,o)  —      F  (jr-+-^  —  a)— F  (x  —jr  —  ,i  ) 

-f-  F,(j-— ^H-a)—  F,(ar4-^-Hrt), 

dont  le  second  mend)rf  se  trouve,  d'après  celle  remarque,  symé- 
tritjup  en  x  et  n  :  il  m  rrsullo  <|iii'  nous  pouvons  écrire 

<l>(jr  -f- K.  «  )  —  «!•(  j-  — y,  fi)  =  'l>{a  -h_y,  X)  —  'P(a  —y,  r). 

('iliani;eons  mainlenant  dans  ia  relalion 

<P(  X.  a  )  =:  F{x  —  a)  —  Fi(x  -h  a  )  —  'H^)» 

a  en  (t -{- y.  puis  on  a —  }'  el  ajoulons  membre  à  membre,  on 
trouve  ainsi  < 

^(x,  a-^y)-h'P{x,a  —  y)  =      F(x  —  y  —  a)  —  F^ix  -h  y  -^  a) 

-T-  F(x  -\- y  —  a)  —  Fi(j-  —  y  -h  a) 

—  '^(a-hy)  —  <l(a—y). 

Nous  aurons  encore,  en  remplaçant  jc  successivement  par  x  ^y 
el  X — ^  et  ajoutant . 

4>(x  -^  y,  a)  -{-  ^{x  — y.  a  )  =      F  (x  -^  y  —  a  )  —  Fi(  x  -^-  y  -+-  a  ) 

-h  F(x—y  —  a)—'Fj{x—y-+-a) 

—  2  <!'(a). 

Ces  deux  éii;alités  conduisent  à  une  troisième  où  n'entrent  plus 
les  fonctions  F  el  F|,  à  savoir 

«t»(T  -+-_/,  a)  -(-  «l>(:r  —  r,  a)  =      ^(x,  a  -\- y)  -\-^(x,  a  — y) 

-f-t^(a-i-7)       -f-'^(«— j) 

—  i'l(a). 

C'est  un  théorème  sur  l'addition  des  arguments  dans  l'intégrale 
de  seconde  espèce,  qui  est  représentée  par  la  fonction  '}(jk)-  éli- 
minons cette  quantité,  en  supposant  :c  =  a,  et  retranchant  les  deux 
égalités  membre  à  membre,  nous  obtenons  ainsi 

^{x  ^y,  a)-h^(x  —y,  a)  =      ^{x,  a  ■+■  y)  -h^(x,  a  —y ) 

-h^(a  -^y,a)  -h  <P(a  —y,  a) 

—  *(«,  a  ^y)  —  <P(a,a—y). 
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Ayant  donc  déjà  l'expression  de  la  dilTérence 

^{cc  -h y.  a)  —  <î>(x  — y,  a), 

nous  en  concluons  la  relation    que  nous  nous    sommes  proposé 
d'établir,  à  savoir 

•2^(x -i-y,  a)  =      'i>{x,  a -+-y) -^  fi>(x.  a — y) 

-h^(a-^y,cc) — *(a — y,  x) 

—  ^(a,a-r-y)  —  ^{a,a—y), 

et,  sous  une  forme  entièrement  explicite, 

2tp'(a)  _       'i.'C« -f-.y) -ï- '■&'(«)  cp'(rt  —  JK) -!- ç'(«) 

cp(^-HjK)  —  o{a)  ~        ci(a+j)  — cp(a)  o(a—y)  —  ^{a) 

'J { a -^ y  )  —  ^' {x)  ^'{a — y)  —  cp'(a:) 

es  (  a  H-  y  )  —  C3  (  a-  )  es  (  a  —  y)  —  '^{x) 

C'est  l'expression  nouvelle  que  j'ai  annoncée  du  théorème  pour 
l'addition  des  arguments  dans  la  fonction  '-^(x),  qui  est  l'inverse 
de  l'intégrale  elliptique  la  plus  générale;  j'en  ferai,  en  premier 
lieu,  l'application  aux  quantités 

snor,      cnj",     clno". 
Remarquons,  à  cet  elTel,  qu'en  admettant  la  condition 

et  prenant  a  =  o,  les  deux  premiers  termes  se  détruisent,  il  vient 

donc 

'^(s'(o)     _        îp'(j')  —  cp'(a7)        o'{v)^'o'{x) 

•u{x^y)~        (s(jK)  — ç(a:)     '     cpCj) -H  o(a;) 

Ç/(;r') 'i'(  j')  —  '^'{x)^{  y) 

On  a  encore  la  formule  suivante 

mais,  sans  m'y  arrêter,  je  vais  supposer  successivement 

,     ^  'èwx  snr 

çp(ar)  =  sna?,         •,         - — , 

'  cnj"  anx 
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(|iianhtés  pour  lesquelles  ou  n  les  relalinus 


—  \   =  (i  — '*  )(i  — /-f'  I 


Ceci  élaul,  uu  calcul  facile  nous  cionne 


Mi-.r  —  su-  y 


sn  .r  (11^  ànj-  —  snj'  cnx  dno; 

%n(x-^y)_  sn-j-  — sn-K 

cn(T-!-y)        ^itx  cnx  iiny  —  su  >' cii^  dn.r 

dn  (  .r  -i-^')        sn  j"  iln.r  cii_k  —  snj'  diij'  en  j" 

et  l'on  en  dénluit  imniédialement 

sna'cnj'dnv  —  snycnv'(ln,r 

cn{x-i-  y)  =  — ^ :^- , 

f>nx  cn^  dur  —  sny  cii.r  du  .r 

,    ,  ,        sn:r  dna:- cil  K  —  snrdnyciia: 

dn{x-^y)=  — ^ : — 

snarcnj'dnj'  —  sn^cna^dno:" 

Qu'on  multiplie  ensuite  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par 

^nx  en  y  dny  -+-  snj'  cn:r  du  a:, 

on  obtiendra  les  expressions  habituelles  après  avoir  supprimé,  dans 
les  numérateurs  et  le  dénominateur  commun,  le  facteur 

En  passant  maintenant  à  la  fonction  p{x)  de  M.  Weiertrass,  je 
supposerai  la  constante  a  non  plus  nulle,  mais  infiniment  petite, 
et  je  développerai  les  divers  termes  qui  entrent  dans  le  théorème 
général  d'addition,  suivant  les  puissances  croissantes  de  cette 
quantité,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  A 
cet  ellet,  j'observe  qu'on  peut  écrire 


sous  la  forme  suivante 

*(x,  a)  =— D,,  Iog[p(a)  — p(^)J, 
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et  l'on  obtient,  de  même, 

^(a  ^  X,  X)  =  -'Dx^og[p(x)  —  p(a  -\-  y)l 
^(x,  a  -^ y)  =  —  Dy\og[p{x)  —  p(a  +  y)]., 
*(«,  cr  +jk)  =— Rj-log[p(a)  — ,p(a-i-j')]. 

Gela  étant,  nous  savons  qu'en  négligeant  le  carré  et  les  puis- 
sances snjiérieures  de  a,  on  a 


M«)-i^ 


il  vient,  par  conséquent, 


*(a7,  a)  =  -  D«  log -J- ^  =  -  -  D^  log[i  -  a"-  p^x)\. 

Prenons  seulement  le  premier  terme  du  développement  en  série 
du  logaritlime  et  l'on  trouve 

<î>(ar,  a)= h  ■?.«  p{x). 

J'emploierai,  dans  les  deux  équations  suivantes,  le  développe- 
ment borné  à  ses  deux  premiers  termes  de 

iog[p(.^)-p(«^r)]; 

j'aurai  ainsi 

*(a  +7,37)  =  -  D^  log[p(^)  -  P(r)l  -  a  D^^  log[p(a:)  -  p{y)\ 
^{x,a-\-y)  =  -\iy\o%{p{x)  —  p{y)\  —  a\)]    \oz\p{3c)  —  p{y)\  ■ 

J'écris,  pour  la  troisième, 
'P(a,  a  -^  y  )  =  -  Dylogl  ~  ~p{a^y)\  =  —  Dy\og[i  —a-^p(a^y)\, 

et  l'on  voit  qu'en  négligeant  a-  on  obtient 

<i>(a,  a  -^y)  =  o. 

Nous  avons  enfin 

■>. 

Changeons  maintenant  y  en  — »',  et  observant  que  .p(j')  est 
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une  foiiclioli  [(aire  de  hi  variable,  on  Iroiive  iiiiint-tliatemeiil 
«I>(  j-,  rt  —y)  =-t-  D,  logf  |>f.r)  —  p(  y)]  —  a  \i]     lofr[  pi x)  —  pO''l- 
♦1» (  rt  —  >-.  ^1  >  = h  5>. a  j) (  )' ). 


Le  lliéorèriH-  ilinMllion  noii>  donne,  an  moveii  de  ces  résullals, 


l'égalilé  sni\ aille 

I 


—  xa  Dî,,.log[ji(j-)  — ,p(7)|  +  1ap(j;  +  ^, 


(Ton  nous  lirons 


y(r  -+-y)  =  —  -  \)l  lo-fp(j-)  —  p(_KlJ  —  ^D.î.,  lo-[.|)Cr)  — pr^)|-(-,p(,r), 
puis,  en  pernmhnil  x  el  >', 

# 

|.(T^j)=—  _'  D*  logfp(j7)-,|)(j)]—  ^Dl,.  lojï|p(j:j  — p(7))  -^,|.(a^). 

Ajoulons    membre    à    membre    el    divisons    |)ar  a,   on    anra    h» 
relalion 

P(^-H^)  =  —  y  ^%\o^\  V{x  )  -  p(,y  )]—  7D3.,  log[p(x;  — ,|.(  j)] 
-  TDilog[p(a:)-p(j^)]-H  %.(^)+  -p(.r), 

qu'on  peut  meltre  sous  celte  forme  svmboli(|ne 

p(ar  -i-jK)  =—  7(D^-t-  n,  iMogfpf'.r)  —  p(7)]  -H  -  j)(ar)-+--  pi  y). 
:\  ■}.  x 

Elle  se   ramène,   comme    il    snil^   à    l'expression  qu'a   obtenue 
.M.  Weierstrass.  iNous  avons,  en  difTérentianl, 

Di  logf  p(:r)  -  p(7)]  +  D2  log[p(:r  )  -p(^)] 

_   \y^"  (x)  -  p"  {y)\{p{x)  -  p{  y)\—p"^{x)  -  p'H  y)  ^ 

on  lire  ensuite  de  l'équation  ditlérenlielle 

p'-ix)  =  4  jv*(a")  —  ^2p(.rj  — .A'.;, 
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la  relation 


ŒUVUKS    DE    CHARLES    HERMITE. 


il  vient,  par  conséquent, 

Dj  log[  p(:r)  -  p(y)]  --.  D?.  log[p(^)  -  p{y)] 

^^^   '     ^  -^  \     [p(^)  +  p{y)\- 

En  ajoutant  membre  à  membre  avec  Tégalité 

2pV^)p'(.r) 


2Djyl0S[p(^)  —  P(JK)] 


[pi^)  —  p{y)]- 


nous  trouvons 


Di  log[p(^)  -  pi  y)]  +  2  D|,log[p(^)  -  p(  r;j  +  D^  log[p(x)  -pi  y)] 

et  c'est  de  là  que  résulte  immédiatement  la  formule 

p'ix)  —  p'i  r)T^ 


p(.rH-j') 


qu'il  s'agissait  d'établir 


,P(-^)--<P 


Aux  résultats  qui  précèdent  j'ajouterai  encore  le  théorème  sur 
l'addition  des  arguments  dans  l'intégrale  de  troisième  espèce,  que 
Jacobi  a  définie  dans  les  F  and  a  me  nia.,  en  posant 


k-  s  n  rt  c  n  a  d  11  «  s  n  -  :r 


A^  sn^a  sn- JT 


<^x. 


On  y  parvient,  comme  conséquence  de  la  relation  établie  plus 
haut, 

ija) ?'(«) 

'f'''^)  f'(^)  rv    I       'S(ioc)—'i>ia—y)' 

=  L).r  lOg  — ■ : ■ > 


cp  (  a  -i-  ^  )  —  ^ix)        v>i  a  —  y  )  —  vix } 

OÙ  je  supposerai  '^(x)  =  snx. 
Nous  avons  ainsi 


'  r  lOg  — 


ciirt  dnrt 


en  a  dn  a 


in(x-\-y)  —  sna        sn(.y — y)  —  sna 


=  D.,  log 


snx  —  sn(a  — y) 
sna:  —  sn(rt-l-j') 
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Cl  11(111-%  en  lirons,  en  rcMiiplaçanl  ./•  |i;ir  ./■    •-  /K'. 

X-  ct\(i  (lu  <i  oiK  j'  —  V  I         /  (Il  /t  lin  ft  SIX  T  — y  ) 
I  —  X  MW»  su  (  .r  -r- j'  )  1  —  /i  sn  ^/  su  (  .r  —  >'  ) 

I  —  /•  su  j"  su  (  «  —  »'  ) 

=  I •  r  log ; '■ 

I  —  A  su  J-  siK  <i  -f-  K  I 

Cliangeons  a  en  — «,  ou  aura,  par  suite, 

A  CM  (I  di\a  siK  .r  -H  ^  )         /•  en  a  iln  //  sn(T  —  }'  ) 
I  —  A- sn  a  su  (  j" -f-_y  )  i    >- X  sn  «  sii(a; — y) 

-.     ,       I -l-X  sn j- sn(rt -)- r) 

=  D-r  lofr ; ^  ; 

"  I -+- X- snj- sn(  a  —  k) 

j'ajoulf    inenihrr   ;'i    mcmhre   ces   doux    <'f^alit(''s,  et    Ton    liouvora, 
a|»r(''s  avoir  divisi'  par  a, 

X^  '■na  ciirt  dn  a  sn-(a:  -f-  r )        X-  sna  en  a  dna  sn-(j:  —  y) 
1  —  X-  sn^^a  sn^( X  -h _y }  i  —  X-  sn^a  sn2(a^  — y) 

1  ,      ,        I  —  X- sn-x  sn'-(a  —  V  ) 
=      I),.  log 


•2  ''    I  — A-''sn2jrsn2(a -r-_x) 

Cela  étanl,  rinlégration  nous  donne 

/"  '  X- snr/ cn*^/ (In  f/ sn2(^ -f- y)    ,  IT/  ^        IT/ 

j(  i-X-^sn-->.sn-^Kr^/    d.  ^IJi- -^ 7,  a) -^y,  a)  ; 

puis,  si  l'on  observe  que  , 

JJ(-jK,  a)=-|'J(7,  a), 

/■  ^ass^^  "- fl'- ^' «)  -  n^-' "'■ 

Nous  avons  donc  la  relation 
en  permutant  x  el  y,  on  en  tire 


JJ(r  +7,  a)  ^  J J(-^ —y,  «)  —  2]~[(^,  «)  =  ^ 


I  I  —  X2  sn'-jK  sn'(a  —  x) 


los 


1  —  X-2  sn^j)^  sn''(«H-a:-) 


et  il  suffit  d'ajouter  membre  à  membre  pour  obtenir,  après  avoir 
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divise  par  2,  l'égalité  cherchée 


lli^^7.r^)-lli-,a)^ll( 


r,  ('  ) 


__   1      ^[i  — /r- sn^-xsn^'(a —  r)][i  —  /ci  $n^ysn-^(a~  x}] 
"~  4      ^  [i  — A-- sn^^r  sn2(a  -H  J  )J  [1  —  A-2  sn2j'5n2(«  -i-a:)]* 

On  remarquera  que  le  second  membre  se  présente  sous  une 
forme  bien  dilFérente  de  l'expression  donnée  par  Legendre,  à  savoir 

I,        i -\- k^  sna  snx  sny  s,n(x -^  V -^  a) 

—  \0Cr  . :£ ^ ^ i  , 

•2      °  1  —  A- sna  snx  sny  sn{x -hy  —  a) 

et  de  celles  qu'a  ensuite  obtenues  Jacobi,  dans  le  paragraphe  33 
des  Fiindamenta, 

I  —  /i^sn^  -{x  —  y)sxi^-  -{x  -\- y  -h  •ia)\     1  —  k^  ^xv^  -  {x -\-  y)  sn*  -{x  -^  y  —  ■?.«) 


-lo 


I  —  A-  sn^  -{x  —  y)  sn-  -  (  X  -\-  y  —  ia)\      1  —  /•-  «n^  -(x  -^  y)  sn^  -  (.r  -h  j'  -t-  2  a) 


et 


I         [i  —  k^  ?>n^(  X  —  a)  'èw^i y  —  «  )]  [1  —  k-  sn-a  sn'-(a7  -^ y  -\-  a )\ 
1  "''  [1  —  A-2  ?,n-^{x  -Fa)sn2(^-+-a)]  [\  —  k^  ?.n^ a  ^.n"^ (  x  -+- y  —  a)] 

Sans  m'arrêter  à  leur  comparaison,  je  reviens  à  l'égalité 


t^{x)  —  o{a) 


¥  {x  —  a)  —  Fi  (  07  -H  rt  )  —'lia), 


pour  en  indiquer  encore  une  conséquence. 

Supposons  comme  tout  à  l'heure  ^{x)  =  sn^  et  prenons 

6 ( a; )  =   /      k-  sn^x  dx, 


on  en  conclura,  après  avoir  mis  x  -\-  i'R'  au  lieu  de  x, 

Acnadnasnr        ,^  .,.,         „  ^  .,^,^        ,,     ^ 

=  \  {^x  —  a  ^  i\\)  —  Vx(x  -^  a^  iK)  —  (^(a); 

I  —  Asn<7sn.r  /        t\ 

puis,  en  changeant  a  en  —  a, 

kcna(\na?,nx       „,  .,.,,        „    ,  .„,, 

=^F(x.^a  -{-  iK')  —  Fi(x  —  a  ^  iK')  —  'l(a). 

i  -h  k  sn  a  sn  X 

Pietranchons  ces   deux  égalités  membre  à  membre  et   posons, 
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|>(ilir    (111    llKMIK'Ill  . 

l'"o  i  X-  ;  =  I'"  I  j-  -H  /  K   )  -r-  I- ,  (  .r  -r-  /  K   ), 

(Ml  aura  vrWr  relalion 

>  k'^  su  II  (Il  (i  i\i\ii  su*  X 


I  —  /-'  sii-«  sn'x 


=  Fo(x  —  a  )  —  l'o <  X  -+-  rt  )  —  ■j'.'l(a), 


où  il  est  aisé  tie  «IcHerininer  la  fonclion  ^^^(x). 
La  sii|)position  de  ^  ;=  o  nous  tloniie,  m  ellcl. 

on  trouve  ensuite,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x  et  faisant 
encore  J7=o,  la  condition 

f;(— a)  =  F;(rt). 

îVous  avons  donc 

F„(-rt)=C-Fo(a), 

C  (K'sijinanl  uno  ronstante  et,  par  ronsérpient, 

F„(rt  )  =  -  C  —  ■!/(«), 
ce  qui  conduit  à  l'égalité 

•>./.- su  r/ rn/7  (In  <r  $1)2 ^' 

on   en  conclut,  en  permutant  .r  et  «,  si   l'on  observe  que  '^(r) 
change  de  signe  avec  x, 

lA- snx  cnx  (\nx  sn^a        ,,  ,/ 

— — =  i,(x-^a)-i-'!^(x  —  a)—i'l(x); 

I  —  A-  sn-rt  sn^a?  .        /  ' 

puis,  en  ajoutant  nieuibrt;  à  membre  et  divisant  par  2, 

,„  cna  i\na  ^nx  -h  ?,na  cnx  ûnx        ,  ,  .        ,  ,  ,  ,     ^ 

> /c^  snrt  snx t- —  >ii(x  -h  a)  —  <it(x)  —  '^(«). 

(^est  le  théorème  pour  l'addition  des  arguments  dans  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce,  qu'on  peut  écrire  plus  simplement  sous 
cette  forme, 

/{'-  sn a  sn X  9-n (x  -h  a  )  =:  'l ( X  -r-  a )  —  'i^^j  —  '\'{('  )• 
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H^nfin,  je  remarque  que  la  réduction  à  des  fonctions  d'un  seul 
argument  de  Tintégrale  de  troisième  espèce  est  immédiatement 
mise  en  évidence.  Qu'on  intègre,  en  effet,  par  rapport  à  x,  depuis 
la  limite  a:=  o,  les  deux  membres  de  la  relation 

^^(jr  +  a)  —  <!^{x  —  a}  —  -2'}^(a), 

I  —  /{'  sn-(7  sn^x 

on  trouvera,  en  posant 

rf  (^,  a)  =  -y^x  -!-  a)  —  -  /.(ar  —  a)  —  x  'l(a). 


NOTICE  SLK  M.  WK1EUSÎI5ASS. 


Comptes  reniiiis  de  l  Académie  des   Sciences, 
t.   l'H.   1897.    1».    i)()-i>j. 


Le  savant  illustre,  dont  1" .-Vcadémie  déplore  la  perle,  parlai^e  avec 
Rietnann  et  Caiiclij  la  gloire  d'avoir  découvert  des  principes  fon- 
damentaux qui  ont  enga^;é  TAnalysc  dans  des  voies  nouvelles  et 
sont  devenus  l'origine  des  grands  progrès  de  celte  science  à  notre 
époque.  Le  monde  matljématique  réunit  dans  le  même  sentiment 
d'admiration  ces  génies  créateurs  dont  la  trace  restera  à  jamais 
dans  la  Science.  Leurs  noms  se  trouvent  dans  tous  les  écrits.  Leurs 
disciples  s'inspirent  de  leurs  travaux  et  ne  cessent  d'accroître  le 
domaine  de  l'Analyse  en  poursuivant  leur  œuvre  ;  aucun  d'eux  n'a 
eu  une  plus  grande,  une  plus  féconde  influence  que  VVeierstrass. 
Le  grand  géomètre  a  exercé  une  part  considérable  de  celle  influence 
j)ar  son  enseignement  où  il  a  prodigué  les  trésors  de  son  invention 
à  une  foule  d'auditeurs  venus  de  lous  les  points  de  l'Europe.  Ses 
leçons  donnaient  les  prémisses  de  ses  découvertes;  elles  avaient 
pour  sujet  le  calcul  des  variations,  la  théorie  des  équations 
difTérentielles,  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  et  il  v  répandait 
libéralement  de  précieuses  indications  servant  de  préparation  à 
d'autres  travaux  que  les  siens  :  elles  ont  été  l'honneur  de  l'Univer- 
sité de  Berlin.  Je  ne  chercherai  pas  en  ce  moment  à  apprécier 
dans  toute  son  étendue  l'œuvre  mathématique  si  grande  de  Weier- 
strass  ;  je  veux  seulement  rappeler,  parmi  tant  de  sujets  qui  ont 
occupé  notre  Confrère,  ceux  qui  ont  en  la  plus  grande  part  dans 
ses  travaux  :  la  théorie  des  fonctions  et  la  théorie  des  transcen- 
dantes elliptiques  et  abéliennes,  où  une  éclatante  découverte  a 
marqué  son  début  dans  la  Science. 

Weierslrass    a    donné    une     théorie     complète,    définitive     et 
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maintenant  classique  des  fonctions  uniformes.  Leurs  expressions 
analytiques,  leurs  divers  genres  de  discontinuités,  ces  notions 
absolument  fondamentales  inconnues  à  Abel,  à  Jacobi,  aux  grands 
géomètres  de  la  première  moitié  de  ce  siècle,  sont  maintenant 
familières  aux  commençants  ;  ils  savent  aussi  qu'une  fonction 
continue  peut  ne  pas  a\oir  de  dérivée,  leur  horizon  s'est  agrandi 
sans  qu'il  leur  en  ait  coûté  d'elVorts. 

Après  la  théorie  des  fonctions  uniformes,  les  découvertes  de 
Riemann  sur  les  fonctions  algébriques  ont  ouvert  un  champ  d'études 
beaucoup  plus  ardues,  que  remplissent,  à  notre  époque,  un  grand 
nombre  de  beaux  et  importants  travaux.  Dans  une  lettre  adressée 
à  M.  Schvvarz,  Weierslrass  expose  à  quel  point  de  vue  entièrement 
nouveau  il  s'est  placé  dans  ces  profondes  et  difficiles  questions. 
L'analyse  qu'il  communique  à  notre  éminent  Correspondant  est 
un  chef-d'œuvre  d'invention.  Elle  jette  jusque  dans  son  origine 
élémentaii'e  une  vive  lumière  sur  la  question,  en  représentant  les 
varial)les,  qui  satisfont  à  une  équation  algébrique  par  un  nombre 
fini  d'expressions  qui  contiennent  une  indéterminée  auxiliaire  et  se 
déduisent  toutes  d'une  seule  d'entre  elles.  Elle  conduit  à  la  notion 
du  genre  par  un  chemin  bien  difTérent  de  celui  du  premier  inven- 
teur, en  employant  seulement  les  considérations  algébriques,  en 
excluant  absolument  les  considérations  du  Calcul  intégral;  elle 
donne  un  exemple  de  plus  de  cette  évolution  des  théories  mathé- 
matiques qui  se  perfectionnent  en  multipliant  les  voies  d'accès 
aux  vérités  nouvelles,  et,  par  là,  rendent  de  plus  en  plus  abor- 
dables les  résultats  cachés  qu'on  ne  pouvait  atteindre  qu'au  prix  de 
grands  efforts. 

Celte  circonstance  se  remarque  aussi  dans  la  théorie  des  inté- 
grales eulériennes  dont  Weierstrass  a,  le  premier,  fait  connaître  la 
véritable  nature,  qui  était  restée  inconnue  après  les  grands  travaux 
de  Legendre,  en  démontrant  que  l'intégrale  de  seconde  espèce  est 
l'inverse  d'une  fonction  holomorphe.  De  nombreuses  méthodes 
permettent  maintenant  d'établir  cette  importante  proposition  dont 
la  découverte  a  été  comme  le  prélude  des  recherches  de  notre 
Confrère  sur  la  théorie  générale  des  fonctions  uniformes. 

Mais  aucune  théorie  n'a  présenté  une  succession  de  points  de  vue 
différents  et  de  méthodes  variées,  qui  donne  l'idée  de  la  richesse 
en  Analyse,  comme  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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lin  premier  lieu,  le»  mélliodes  d'Ahel  et  de  J;ico|ji,  jmis,  sous 
des  formes  variées,  les  procédés  où  les  fondions  B  servent  de 
point  d«'  départ,  enfin,  la  iIhihm-  des  loactions  doiiltlement 
périodi<|ut'S.  CiC  n'est  pas  encore  à  un  pareil  degré  de  développe- 
ment (pu*  r  Viiaivse  est  parvenue  dans  cet  ordie  de  ipieslions  aussi 
diflioiles  (piimportantes,  qui  se  lient  étroitement  aux  fonctions 
ellipti(|ues,  ettpie  Jacobi  a  ouvert  en  posant  le  problème  de  l'inver- 
sion des  intégrales  livperelli[)tiques.  Gopel  et  Rosenliain  ont  donné 
de  ce  problème  une  solution  admirée  des  analystes  dans  le  cas  le 
plus  simple  des  intéj^rales  de  première  classe.  Elle  est  fondée  sur 
la  considération  de  fonctions  de  deux  variables  analogues  aux  fonc- 
tions 8  ;  maison  rencontre  dans  cette  voie,  à  partir  des  intégrales 
de  seconde  classe,  des  difficultés  insurmontables,  qui  montrent 
que  la  même  méthode  ne  leur  est  pas  applicable.  La  découverte  de_ 
la  solution  générale  appartient  en  entier  à  Weierstrass  ;  elle  est 
Tune  des  plus  importantes  et  des  plus  belles  qui  aient  été  faites 
en  Anaivse  ;  je  m'v  arrêterai  un  moment. 

Les  transcendantes  dont  il  s'agissait  d'obtenir  l'expression  pour 
résoudre  le  problème  de  Jacobi  sont  des  fonctions  de  plusieurs 
variables.  La  nature  propre  de  ce  genre  de  quantités  est  extrême- 
ment cachée  ;  à  tous  les  poit)ts  de  vue,  elles  diffèrent  essentielle- 
ment des  fonctions  d'une  seule  variable  ;  les  analogies  qui  les  rap- 
prochent parfois  échappent  le  plus  souvent  ;  elles  offrent,  dans  nos 
connaissances  analvtiques,  une  lacune  qui  ne  sera  peut-être  jamais 
comblée.  C'est  alors  cependant  que,  en  procédant  comme  pour  les 
fonctions  elliptiques,  Weierstrass  établit  que  les  quantités  cher- 
chées sont  à  sens  unique,  qu'elles  appartiennent  à  la  catégorie  des 
fonctions  auxquelles  on  donne  maintenant  la  dénomination 
d' unifor'mes.  A.u  point  de  vue  de  la  doctrine,  ce  résultat  est  extrê- 
mement remarquable  ;  il  anticipait  sur,  notre  époque,  il  dégageait 
en  Analyse  une  de  ces  idées  fondamentales  préparées  par  une  lente 
élaboration,  qui  contiennent  en  germe  les  progrès  de  la  Science. 
Une  méthode  profonde,  des  calculs  rappelant  la  perfection  et 
l'élégance  de  Gauss  et  de  Jacobi  conduisent  ensuite  au  quotient  de 
deux  fonctions  holomorphes,  généralisalioa  de  la  transcendante©. 
Les  beaux  résultats  de  Gopel  et  Rosenliain  sont  retrouvés  et  dé- 
passés, sous  un  point  de  vue  nouveau,  avec  une  plusgrande  puis- 
sance d'invention  avec  la  découverte  de  l'expression  logarithmique 
H  —  IV.  3o 
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des  intégrales  de  Lroisième  espèce.  «  Je  ne  crois  pas,  dit  justement 
Weierslrass,  qu'on  puisse  traiter,  |)ar  les  méthodes  de  ces  deux 
géomètres,  des  fonctions  abéliennes  d'un  ordre  supérieur  au 
premier.  »  Nous  avons  vu-de  nos  jours  une  voie  toute  différente 
ouverte  j)ar  Riemann,  fondée  sur  les  principes  propres  au  grand 
i^éomètre  pour  résoudre  le  problème  de  l'inversion  des  intégrales 
de  fonctions  algébriques  quelconques,  pour  obtenir  aussi  l'expres- 
sion générale  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables, 
à  un  nombre  double  de  périodes  simultanées,  et  Weierstrass 
poursuivre  par  d'admirables  travaux  la  marche  en  avant  dans  ces 
questions  les  plus  élevées  et  les  plus  difficiles  de  l'Analyse. 

La  vie  de  notre  illustre  Confrère  a  été  en  entier  consacrée  à  la 
Science  qu'il  a  servie  avec  un  absolu  dévouement.  Elle  a  élé 
longue  et  comblée  d'honneurs  ;  mais  devant  une  tombe  qui  vient 
de  se  fermer,  nous  ne  rappelons  que  son  génie  et  cette  universelle 
sympathie  qui  s'accorde  à  la  noblesse  du  caractère.  Weierstrass  a 
été  droit  et  bon  ;  qu'il  reçoive  le  suprême  hommage  plein  de 
regrets  et  de  respect  que  nous  adressons  à  sa  mémoire  !  Elle  vivra 
aussi  longtemps  que  des  esprits  avides  de  vérités  consacreront 
leurs  efforts  aux  recherches  de  l'Analyse,  au  progrès  de  la  science 
du  Calcul. 


iNOTir.i:  SLK  M.  F.  i;  RI  use  m. 


(^nmptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences^ 
I.  \i.\,   i«97.  p.  ui9-ii4i. 


La  carricrc  de  noire  illiislie  Coi  re.spoii(i.inl,  doiil  la  perle  cause 
des  regrels  si  profonds,  si  unanimes,  a  élé  Tune  ties  plus  remplies 
el  des  plus  honorées  dans  la  Science  de  noire  époipie.  Pendant 
plus  de  (piaraulc  années,  ses  Iravaux  se  sonl  succédé  sans  inlerrup- 
lion,  embi'assant  les  diverses  branches  de  l'Analyse,  la  Géométrie 
supérieure,  l'Algèbre,  la  théorie  des  équations  difFérenlielles,  des 
fonctions  elliptiques  elabéliennes,  la  Mécanique,  la  Physique  malhé- 
matique,  et  laissant  parioul  l,i  trace  inefiaçable  de  son  beau  talent. 
A  son  dt'but,  lorsque  les  éludes  malhémaliques,  peu  cultivées  en 
Italie,  n'avaient  d'organe  que  le  journal  de  l'abbé Tortolini  à  Rome, 
Brioschi  pidjlic  dans  ce  recueil  des  Mémoires  qui  révèlent  un  géo- 
mètre de  premier  ordre.  Ils  ont  pour  objet  le  problème  des  trois 
corps,  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  problèmes 
de  Mécanique,  un  important  travail  de  Diriclilet  sur  l'ilvdrodyna- 
mique,  la  question  des  intégrales  communes  à  plusieurs  problèmes 
de  Mécanique,  sur  laquelle  notre  Confrère,  M.  Bertrand,  avait 
appelé  rattention  dans  un  de  ses  plus  beaux  Mémoires.  Ces  pre- 
mières publications  lui  ont  obtenu  le  privilège,  le  rare  honneur  de 
donner  une  puissarite  impulsion  à  la  Sciences  mathématique  de 
son  pays.  Sous  son  influence,  l'Analvse  jjrend  sa  part  dans  le  mou- 
vement des  esprits,  un  nouveau  recueil  remplace  le  journal  de 
Rome  :  les  Aniiali  dl  Matenialica  secondent  avec  le  plus  grand 
succès  cette  activité  el,  sous  la  direction  de  notre  Confrère,  se 
placent  au  niveau  des  plus  importantes  publications  périodiques 
de  la  France,  de  rAllemagne  et  de  l'Angleterre. 

La  vie  scieiitilique  de  Brioschi  devient  dès  lors  un  exemple  pour 
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ses  disciples,  et  Testime  universelle  qui  s'attache  à  son  nom  est 
un  encouragement  pour  ceux  qui  suivent  ses  traces;  il  mérite  que 
l'Italie  lui  attribue  avec  reconnaissance  l'illustration  qu'elle  doit 


maintenant  a  ses  géomètres. 


Je  rappelle  succinctement,  parmi  tant  de  travaux  qui  hono- 
reront sa  mémoire  :  en  Géométrie  supérieure,  ceux  qui  con- 
cernent la  théorie  des  lignes  de  courbures,  les  propriétés  des  sur- 
faces dont  les  lignes  de  courbures  sont  planes  ou  sphériques, 
l'intégration  de  l'équation  des  lignes  géodésiques,  les  tangentes 
doubles  des  lignes  du  quatrième  ordre  qui  ont  un  point  double;  puis, 
dans  le  Calcul  intégral,  un  travail  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre,  un  autre  sur  la  distinction  des  maxima 
et  des  minima  dans  le  calcul  des  variations,  un  Mémoire  sur  une 
propriété  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
qui  a  été  traduit  par  Boole  et  inséré  dans  le  Traité  des  équations 
différentielles  du  célèbre  géomètre  anglais.  L'Algèbre  a  aussi  une 
part  considérable  dans  l'activité  scientifique  de  notre  Confrère;  je 
citerai  les  travaux  sur  les  déterminants  gauches,  Télimination,  la 
généralisation  des  propriétés  de  ces  déterminants  particuliers  sur 
lesquels  se  fonde  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  de 
premier  ordre,  l'interpolation,  les  fonctions  de  Sturm. 

Brioschi  a  été  le  collaborateur  de  Sjlvester  et  de  Caylev  dans  la 
longue  élaboration  de  la  théorie  des  formes  à  deux  ou  un  nombre 
quelconque  d'indéterminées  qui  a  été  l'une  des  œuvres  mathéma- 
tiques principales  de  notre  temps.  Il  serait  trop  long  d'énumérer 
tous  ses  écrits  sur  cette  partie  importante  de  l'Analyse,  où  l'on  est 
frappé  par  une  puissance  singulière  de  calcul  et  qui  se  distinguent 
également  par  la  clarté  et  l'élégance  des  méthodes.  Mais  je  ne  puis 
omettre  de  rappeler  cette  partie  si  importante  des  recherches  de 
notre  Confrère,  où  l'Algèbre  se  joint  à  la  Théorie  des  fonctions 
elliptiques  et  abéliennes,  et  qui  conduisent  à  la  résolution  des 
équations  du  cinquième  et  du  sixième  degré.  Son  talent  s'y  montre 
avec  éclat,  il  jette  une  complète  lumière  sur  les  propriétés  cachées 
de  l'équation  de  Jacobi  qui  détermine  le  multiplicateur  au  moyen 
du  module  dans  la  transformation  du  cinquième  ordre;  il  donne 
le  secret  de  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  qu'en 
a  tirée  Kronecker,  et  que  l'illustre  géomètre  avait  communiquée 
à  notre  Académie,  sans  démontrer  son  beau  résultat. 
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Pour  rt''i|iialiiiii  du  >i\it'mc  tK-j;rc.  lii  voie  suivi»'  e>l  loiil  aiilrt'. 
<  >ii  sort  <lii  domaiiK'  des  fondions  elliplif|ues  et  II  est  fait  appel 
aux  Iranscoiidanles  plus  t'Icvées  qui  naisseiil  de  I  iii\frsioii  des  inl«'- 
gr.iles  livptMellipli(|ii«'s  de  |>reiiiièie  elasse.  On  eiiiploic  les  fonc- 
tions de  deux  varial)les  analoj^ues  à  l;i  I  lanscendiiiilf  H  de  Jacobi, 
et  parmi  «dies  les  tiix  expressions  ipii.  t-laiil  des  fonctions  paires, 
ne  s'évanoiiisseul  pas  pour  des  valeurs  inillcs  des  ar};uineuls.  Ce 
sont  les  quantités  ,iu  in()\<'ii  ilfsquelles  sont  représentées  les  racines 
et  (jui  donnent  la  résolution  de  rétjuation  du  sixième  dej^ié,  grande 
el  belle  découverte  qui  a  été  le  couronnenienl  de  hi  carrière 
inathéinatiqiie  do  liriosclii. 

Le  premier  géomètre  de  Fllalie  a  été  Sous-Secrétaire  d'État  et 
Sénateur  du  lovaume.  Il  a  |)ris,  au  Sénat,  une  grande  part  dans  le 
travail  des  Commissions  du  budget;  il  a  été  l'organisateur  des 
cliemins  de  fer  de  la  péninsule;  il  a  été  délégué,  parle  Gouver- 
nement italien,  à  la  Commission  internationale  du  Mètre,  à  Paris. 
Notre  illustre  Confrère  appartenait  à  la  plupart  des  Académies  el 
Sociétés  savantes  de  l'Europe  el  de  1'  Vinéricpie,  il  était  Président 
de  l'Académie  royale  des  l.incei  ;  les  plus  hautes  distinctions, 
les  honneurs  dont  il  a  été  comblé,  les  grandes  situations  qu'il  a 
occupées  l'ont  toujours  laissé  simple  el  modeste. 

J'ai  été  associé  aux  travaux  de  Brioschi  ;  nous  avons  souvent  mis 
en  commun  noseUorts;  j'ai  suivi  sa  carrière  ([ui  a  été  si  belle, 
remplie  par  l'étude  et  de  grands  services  rendus  à  son  pays.  Nul 
ne  ressent  plus  que  moi  la  perle  du  grand  géomètre  et  de  l'homme 
d'honneur,  le  souvenir  de  son  amitié,  d'une  étroite  liaison  remon- 
tant à  notre  jeunesse  me  restera  à  jamais  comme  l'un  des  meilleurs 
et  des  plus  chers  de  toute  ma  vie. 


SUR  QUblLQl  ES  DEVELOPPEMENTS  EN  SERIE 
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THÉORIE   DES  FONCTIOXS  ELLIPTIQUES. 


Bulletin  delà  Société  physico-mathématique  de  Kasan. 
■4'"  série,  t.  ^  I.  18(17,  1^-  i-2i- 


La  Iraiistormalion  du  second  ordre  est  d'une  grande  importance 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  elle  a  été  le  fondement 
du  théorème  célèbre  de  Landen  qui  exprime  un  arc  d'hyperbole 
par  deux  arcs  d'ellipse.  Elle  a  été  aussi  l'origine  de  la  méthode 
d'approximation  de  l'intégrale  définie  représentée  par  la  quantité  K, 
que  les  travaux  de  Gauss  et  de  Borchardt  ont  rendue  célèbre  sous 
le  nom  de  moyenne  nrithmético-géomé trique^  Dirichlet  a  montré 
encore  dans  ses  Leçons  qu'elle  ouvre  une  voie  ayant  sa  place 
marquée  à  côté  des  autres  méthodes,  pour  parvenir  aux  nouvelles 
transcendantes  de  l'analyse  qui  donnent  l'inversion  de  l'intégrale 
de  première  espèce.  A  ces  beaux  résultats  s'ajoute,  sous  un  point 
de  vue  beaucoup  plus  particulier,  une  détermination  diiecte  du 
coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  la  variable  dans  le  dé- 
veloppement de  cn;r,  que  j'ai  sommairement  indiquée  dans  les 
Comptes  rendus  et  (|ui  a  été  exposée  en  détail  par  Briot  et  Bou- 
quet dans  leur  Traité  des  fonctions  elliptiques.  Cest  une  nouvelle 
application  de  la  transformation  du  second  ordre  qui  sera  l'objet 
de  cette  Note,  je  me  propose  d'en  tirer  ces  développements  : 

-k'       ,      16       1  ,,      i3  , ,        ■>.3    , , 

-—  =  loir  -î- /.2 k* X«  — 

«  =  -î- A2^  1- /4+ IL  A-c^. . . , 

x^  x"  a'** 
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puis,  en  fais.'iiil  /=  ^^,  réyallli- 

I    r-  v'A 


^-i'-G'y--(:')' 


donnes  dans  |T)tivrage  eélèbre  île  M.  Scliwarz  :  Fornuilcs  cl  />ro- 
pi)silii)ns  />,)((/■  rempli)!  des  fonctions  clliplif/urs,  <l'ap?'ès  les 
Leçons  et  les  Notes  manuscrites  de  M.  Weierstrass ^  liadiiit 
par  M.  Padé,  et  f|iie  je  ferai  suivre  de  <jiiel(jues  remarques. 

En  ronsidériinl   d  abord   la   première    séiic,   je   me   fonderai   sur 

celle  proposilion  cpie,  si  I  on  remplace  le  n)odide  A"  par  A'^  =  — "X/ ' 

le  rapport  —  devient -j^- •  Il  en  résulte  qu'en  récrivant  sous  celte 
forme 


-K        .       i( 


=  ''>gT:.  -F„(A)-^^"^2S(/,,, 


K  "  / 

où  S(/")  désigne  une  série  entière  et  F„(/.  )  un  polynôme  de  degré 
in  en  /•",  on  aura 

^  =.=10^1^-  V„{k,)  -  kl>^^^  Sik,  ). 

Cela  étant,  je  dixise  par  :i,j'a joule  et  je  retranche  log -7;^  J^"S  le 

second    membre,    je  remplace  ensuite  log  7:;  — log  7^  par  log-T^> 
cetle  égalité  devient  ainsi 

^=Iogi^-iF„(^.)-iosi^-Ur'-S(/-,). 

Je  la  comparerai  maintenant  a\ec  la  relation  dont  elle  a  été 
déduite,  et  dans  ce  but,  je  remplacerai  /vo  par  son  expression  en  k. 
Il  esl  nécessaire  pour  ceJa  d'avoir  les  développements  en  série  des 

puissances  de  /.^  et  de  log^^,  qu'on  obtient  facilement.  Il  suffit 
de  remarquer  d'abord  que,  si  l'on  pose  yp  =  -,  on  a 


k.,= 


P  —  \'P 


I 


P  -^  ^P"-  —  1 
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et  par  suite  d'empJoyer  la  formule  suivante,  donnée  par  Lagrange 
dans  ses  Leçons  sur  le  calcul  des  fondions, 

(p  —  v//>2— i)"'=  ; h-  m -— —  H ^ 


ni  (  m  -f-  4  )  (  /'<  -+-  î  )  I 


\ili-^6 


1.2.3  (2/^,)' 

On  en  conclut,,  en  changeant  m  en  2/w, 

•im{xm  -+-  4)  {-irn  -^  5)  /  i     \2'«^6 

-+- -  Al"  I  -i-  .  .   .  . 

i.a.3  \i    ) 

Soit  ensuite  /-=  x^  ce  qui  donne 


/.-2    _    /  I  —  V/I 


X 


A-2        V  X 

et  posons,  pour  un  moment, 


y 

•^  X 


j  =  log4(^ ï 

Il  vient,  en  prenant  la  dérivée 

■^    I  .  3  .  .  .  -2  /? I 

^êà      2.^.  .  .-in 
(n  =  I,  2,  3,  .  ..), 

puis  en  observant  que  y  est  nul  pour  .r  =  o, 

■v^  I  .  3 . .  .  2  /*  —  1   X" 

"^  ~  j^         2  .  4  ...  -2  «  ^ 

et,  par  conséquent, 

îAo       v^  I.3..  .2/«  — I  A2'' 


.«— 1 


,  Ao        V'  I  .  j.  .  .2/«  —  I    A2" 

"  A-2         ^      2 .  4  .  .  .  2  /?         n 

2  2^  2^.3 

La  première    conséquence   à    tirer  de  cette   substitution   de  la 
valeur  de  ki  en  fonction  de  k  concerne  le  terme  -/>;;"^"S(A2),  qui 
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devient  le  |)i(>(lnil  <le  Â'"^*  |j,»i-  une  série  entière  en  A.  Gela  étant, 
convenons    d'arn-ler   à    la    puissancMi    A"'""*"-'    Ifs    développements 

de  V„i/\i\  et  ïo'^^Yf-  Kn  posant,  «-omnie  le  fait  Kronecker, 


«|.(  A)  s  K„(X-,) 


,/,  (modA''«+*), 


Li(l:)  =  Ioïï;^ 

on  obtiendra  d  une  part  tin  poljnonie  de  degré  i/i  +  2  représenté 
par 

'  '!•(  A)  —  il{A) 

et  de  l'autre  une  série  que  nous  réunirons  à  la  précédente  puis- 
([u  elle  contient  en  facteur  A'""*"*.  Nous  pouvons  donc  écrire 

et  l'on  voit  (|ue  cette  relation  reproduit,  en  y  changeant  n  en  ■>.  /?  +  i , 
celle  qui  a  été  notre  point  de  départ,  puisque  S,  (A")  v  désigne  une 
série  entière.  Elle  met  en  évidence  le  résultat  auquel  je  voulais 
parvenir,  à  savoir 


2 


C'est  une  loi  de  récurrence  qui  permet,  en  partant  du  cas  le  plus 
simple  ou  /?  =  i ,  d'obtenir  de  proche  en  proche  pour  toute  valeur 
de  n  le  polynôme  F„(A),  et  par  conséquent  la  série  qui  entre  dans 

l'expression  de  —r-'  et  l'on  remarquera  que  c'est  aux  termes  près 

en  A'',  /{^,  /.'",  ...  qu'on  la  conclut  de  ces  approximations  succes- 
sives. Ayant  ainsi 

on  trouvera,  en  remplaçant  A  par  A-,, 


nous  prendrons  ensuite 
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et  la  relahon 


¥,(/,}=  If, (/.-,) +  o(/.-) 


donnera  sur-le-champ 

Voici  maintenant  le   calcul  de   la   troisième  approximation,  on  a 
d'abord,  suivant  le  module  A''", 

/.?  ^  -L  y^i  +  4 /,6 H_  Z  A-8  +  4  /. '"  +  —  A '-^  +  -^  A» S 

2+  2*  2'  2^  2''^  2 '2 

A- .5  =  -!-  A-8  +  -î-  A'o  ^  IL  A12  -  if  A-ii, 
r    ..„        3 


2' 


'2—    0I2-         ■      ol: 


et  de  là  nous  conclurons 

2»  2*^     .  2'*  2^-'  2'*.  3  2"* 

En  employant  ensuite  le  polynôme 

2  2*  2*.  3  2»  28.5  2"  2l'.7 

on  obtient,  au  moyen  de  l'égalité 


F-:{k)  =  -*(A-)-t-t>(A-), 


l'expression  suivante 


Une  conséquence  de  la  méthode  précédente  est  de  mettre  immé- 
diatement en  évidence  le  résultat  énoncé  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Schwarz,  que,  si  Ton  pose 

les  coefficients   An  sont  des  nombres  rationnels  positifs.  Je  m'y 
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arn'lo  un  iiiuinriil  pour  en  (l«Mliiiie  une  liiml»'  siipi'nciirc  du  re^l<' 

•ioiis  la  liirtiK- (li)iiii('('  ad  |)ai'ii<4ra|)li('  iO  de  cii  Oiivi.i^i'.  On  v  |)ai'- 
vieiit  racilt'ineiit  en  ol)s(M\aiil  ilalionl  i|iii'  le  nioiliilf  t'-lanl  iiifriieiii' 
à  lu  ni  té.  on  a 

Gela  étant,  posons  dans  I  t'i^alilt-  ci-dessus  /,  :=  i  ;  on  trouve 
ainsi 

1A„=  IngiC, 
d  où  1  on  lire 

A„+,  -(-  A„-H2-^-•  .  •=  Ilik  '<">  —  Al—  A2  — . .  . —  A„ 

et,  par  conséquent, 

R„  <  A -''-^'  (  log  I (i  —  A ,  -  A,  -  .  .  .  —  A„  ). 

J'arrive  maintenant  à  l'expression  de  cy  qui  est  d'une  grande 
importance  pour  les  applications  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques à  plusieurs  questions  de  Mécanique  céleste,  l'aile  pourrait  se 

conclure  de  la  série  que  nous  \  enons  d'oljtenir;  la  formule  q  =  e     " 
donne  en  effet 

de  sorte  qu'on  est  ramené  au  dévelo[)pement  de  l'exponentielle 
suivant  les  puissances  de  A".  Ce  procédé  fait  reconnaître  qu'en 
posant 

les  coefficients  a„  sont  encore  des  nombres  rationnels  positifs  et 
l'on  voit  aussi  que  de  la  condition  2rt„  =  1.  qui  se  trouve  en  po- 
sant /•  =  I ,  on  conclut  pour  le  reste 

la  limitation 

/•/i</*:*''+*(i  — «1  — «2  — .  .  .—  ««). 

Nous  allons  obtenir  la  même  conclusion  relativement  aux  coef- 
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fîcienls,  et  un  mode  de  calcul  facile  pour  le  polynôme 

en  recourant  de  nouveau  à  la  transformation  du  second  ordre  et 
changeant  A  en  ko  dans  l'égalité 

où  S(X)  représente  toujours  une  série  entière.  Ayant  ainsi 

je  remplace  A^  par  son  développement  suivant  les  puissances  de  A", 
puis  je  détermine  un  polynôme  <I>(A")  de  degré  4 /'  -H  2  par  la  con- 
dition 

*(/■)  =  F„(A-2)         (modAi"+i), 

ce  qui  permet  d'écrire 

^2=.ï.(A-)  +  A-i«+4Si(/.-; 
et  plus  simplement 

g^-~^(k)         (mod  A-^«+^). 

Ce  polynôme  contient  le  facteur  A  '',  il  est  de  la  forme 

en  extrayant  la  racine  carrée  on  en  déduira  un  autre  n(A)  de 
degré  in  tel  qu'on  ait 

*(/{•)  =  n2(  A)         (modA*«+2) 

et  par  conséquent 

^2  =  n2(A)         (modA'"+-^). 

De  là  on  conclut  aisément 

q  =  T](k)         (modAi"-^-2); 

c'est  donc  dire  que  n(A)  représente  le  poljnome  F^ni^),  dont  on 
a  ainsi  la  détermination  par  un  procédé  algébrique  au  moyen 
de  F„(Ar).  On  remarquera  que  la  loi  de  récurrence  diffère  de  celle 
qui  a  été  précédemment  trouvée,  où  l'on  passe  de  F«(A")  à  F2«4.(  (A). 
Nous  allons  en  faire  l'application  en  partant  de  F,(A")=  -^  A- 

et<I>(Af)=:  —A*  H A",  dont  il  faut  prendre  la  racine  carrée,  ce 
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nui  donne  iinniéilialenienl 


(  )ii  icùiivr  cnsiiil*' 


*(  X- ,  =  1  A,  ^1a6^:^a»^11  Ai" 
el,  en  extiiiviint  <i<'  nouvciui  la  racine  cariée, 

Ce  sont  les  reclierrlies  de  M.  Tisserand  sur  l;i  lihralion  des 
petites  planètes,  où  les  fonctions  elii[)ti(jues  sont  a|)|)liqiiées  avec 
succès  à  une  (jueslion  iniportanle  et  difficile,  qui  ont  été  l'occasion 
du  travail  que  j'expose  ilans  cette  Note.  On  les  trouvera  dans  le 
quatrième  volume  du  beau  Traité  de  Mécanique  céleste  qui  a  mis 
>^on  auteur  au  premier  rang  des  astronomes  de  notre  époque  ('). 
.l'en  avais  donné  communication  à  mon  éminent  Confrère  et  ami 
(|ui  a  poursuivi  les  calculs  beaucoup  plus  loin  que  je  ne  l'avais  fait, 
en  y  joignant  des  remarques  intéressantes,  comme  on  le  verra  dans 
cette  lettre  qu'il  a  bien  voulu  m'adresser. 

Paris,   19  décembre  i8()5. 
.  .  .    En  développant  les  calculs  d'après  votre  métliode  el  posant 

j'ai  trouvé,  sans  trop  de  peine, 


■A*   a, 

= 

1 

2»  a-. 

= 

l 

■Z'f«3 

= 

21 

•2"a; 

= 

3i 

2"«5 

= 

6257 

■220  ae 

= 

10293 

2^5  <T- 

= 

279  025 

'22«a8 

= 

483  127 

2'6  arj 

= 

435  306708 

23' a, n 

= 

776957575 

■.i'*^aii  =  22  4  17  045  555 
2*3  «12=  40  784  671  953 


(')   Voir  Chapitre  X\V.  p.  43- 
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On  remarque,  dans  la  suite  des  exposants  de  2,  qu'il  y  a,  de 
deux  en  deux  places,  deux  exposants  conséculifs  qui  diflerent 
seulement  de  1 .  La  chose  est  très  facile  à  démontrer  en  suivant  de 
près  l'application  de  votre  méthode.  Tous  mes  nombres  sont  exacts  : 
je  les  ai  vérifiés  par  l'application  de  votre  formule 


a. 


(—  i)"-'  A"-ia, 


On  a  les  rapports  approchés  suivants 


«V 

«3 

= 

0,7)8 

«5 

«i 

= 

0,788 

«6 

«0 

= 

0,822 

a- 

«6 

= 

0,867 

«8 

«7 

= 

0,866 

«9 

:  f^% 

= 

0,880 

«10 

:  «y 

= 

0,892 

«Il 

•"'in 

= 

0 ,  902 

0,2 

«11 

= 

0,912 

de  sorte  que  la  série  converge  très  lentement  lorsque  k  est  voisin 
de  l'unité;  mais  on  a  alors  d'autres  moyens  plus  faciles  de  se  tirer 
d'affaire  avec  la  relation 

log5'log^'=  --■'- 

La  formule  employée  par  M.  Tisserand  est  la  conséquence  de  ce 
théorème  de  Jacobi,  c|u'en  changeant  /."  on  -p  q  se  change  en  —  q 
{Fundamenta,  §  37). 


On  tire  en  effet  l'égalité 


et,  en  posant  /,-=  x, 

X  .T- 


'"& 


=  «1  /. -  -I-  a^k'* -+-  a,  k^  ■ 


«0 


as 


X 


.  .  .  =  i7 1  X  -H  «2  :r^  -H  «3  a"*  -+-  . .  . , 


(1  — :r  )2  ■  (I  —  x)'^ 

Il  suffit  donc,  comme  on  le   fait  dans   la  démonstration  d'une 

formule  célèbre  d'Euler,  de  remplacer  les  puissances  de  — ^ —  par 

leurs  développements  en  série. 

A  l'égard  des  coefficients  K„,  on  parvient  à  un  résultat  analogue 
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ik 

/ 


rii  ("liitnjîeuiil  /.  t'ii  -,   •  ilans  |  (M|iKitH)ii 


(0  qui   (loiino 

T:(K'-i-tK)       ,       —  iC.X'»       v»  .     /'k'^r-" 

j^ ='''"'-7T-  -Z  ''[t) 

el,  en  (-{j'alanl  les  jjarlics  réelles, 

rK'       ,       16/.Î       v^  ,     fif^'V" 

ou  l)ien 

rK'  i(i  ,      ^        //7'    2" 

Uc  là  résulte,  si  Ion  (ail  cucore  A-  =  x, 

et  Ton  conclut,   au   moyen  du  développement  de  log(i — x),   les 

égalités 

A,  =  I  —  A,, 

A  •»  ^=  —  —  \  I  -^  A  ■> , 
•>, 

A3  =   ^  —  Aj^V.A.,—  A:,. 
) 

A„=  -  --(—  i/'A"-'A,. 
n 

I^es  relations  suivantes  qui  s'en  déduisent 

-     =A,-A„ 

l'2 

—        =    A3—    J.Ai  —  A;;, 
60 

-—  =  Ai—  3  A3 -H  :>A,;—  A7, 
•280 

ne  suffisent  pas  pour  la  détermination  des  coefficients,  mais  on  en 
tire  une  vérification  facile  des  valeurs  précédemment  obtenues. 
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Je  reviens  inalntenanL  à  l'expression  de  q  en  fonction  du  mo- 

dule,  afin  d'établir  qu'en  introduisant  la  variable  H  =  -^  le  nouveau 

développement  en  série  auquel  on  parvient  a  tous  ses  coefficients 
entiers.  Cette  remarque  rapproche  des  fonctions  algébriques, 
d'après  le  théorème  célèbre  d'Eisenstein,  la  transcendante  si  com- 
plexe dont  nous  faisons  l'étude,  et  j'observerai  qu'elle  s'applique 
aussi  à  la  quantité 

=,+      -)    /■2-H  (-^       k'*^...-\- A-2"  +  .... 

•JT  \1  I  \'i'-A  /  \2.4...2/l/ 

Elle  devient,  en  etlét, 

2K  ,,       ^.,„  /r.3...2/i  -  i\2    ,    , 

TT  \        2  .  4  ■  .  •  2  «       / 

le  coefficient  de  ^"  étant  le  carré  du  coefficient  moyen  dans  la 
puissance  2  n  du  binôme,  c'est  ce  qu'on  reconnaît  en  écrivant 

I.3...2/Î— -I      „  1.2.  ...an —  I.2«     „  1.2.  ..2rt 


2.4...2rt  (2.4.  -.2/1)2  (I.2...n)2 

Pour  la  démonstration,  je  partirai  de  l'expression  du  module  en 
fonction  de  q,  qui  est  donnée  dans  les  Fiiiidamenta^ 

En  élevant  les  deux  membres  au  carré,  on  en  tire 

^     r(i  +  «7  )(i  -f-y3)(iH-7S)..  n 8 


et  si  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  q^  dans  le  second 

membre, 

g-  =  ^(i-r-ai^y +  «2^2  +  .  ..), 

les  coefficients  a,,  a^,  .  .  .    étant  évidemment  entiers.  Cela  étant, 
soit 

«/   =   ^(1  +  C,ï  +  C2t2^...)^ 

puis,  pour  une  puissance  quelconque  /?«  H-  i , 
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f)n  Irmive,  en  suhstiliiant  <l;iiis  !\''i;.ililt''  précéilemmenl  posée, 


t  (  I  -  c,  «  -^  Cî  fî  -t- . . .  )  =  s  -t-  a,  =-•(  n-  c,  $  ^  c,  t*  -f-. . 


iJe  là  r»' suite,  pom-  la  fii-teiMiiiiiatiiui  ije  <;, ,  c^.  r, ,  ....  les  l'•(|u;1- 
li^)ns 

r,  =  a,. 

fj  =  Xl  Cl  —    ^2, 

C3=:  a,ro-i-  aocj  -i-  a,. 


et,  en  général, 

c/^i=  a(,c/-r-  a2c/_,  -f-  a,  c?  j  — .  .  . -H  a/c',"  '  H-  a/^,. 

Cela  étant,  il  suffit  d'observer  (|ue  les  cjuantités  c\,  s'expriment 
en  fonctions  entières  et  à  coefficients  entiers  de  C\^  c,.  •  •  .,  c„, 
pour  en  conclure  (pie  le  calcul  donnera  de  proche  en  proche  pour 
les  inconnues  des  valeurs  entières.  On  a.  |)ar  exemple, 

c,=  a,, 

c'2  =  otî  -+-  ato, 

C3  =  a-|  -t-  3  'y  I  Xo  -i-  as, 


mais  si  l'i^n  veut  obtenir  une  expression  de  c„,  il  faut  suivre  une 
autre  voie  que  j'indiquerai  succinctement. 
Soit,  pour  cela, 

y"( a:  )  =  I  -4-  a,  X  -)-  a, .r2 -i- .  .  . . 

La  solution  de  l'équation 
est  donnée  par  la  série  de  Lagrange  sous  la  forme 

en  convenant  de  faire,  après  les  dérivations,  x  =  o.  Désignant  parN 

le  coefficient  de  .r"~'  dans  le  développement  de  f"{x)  suivant  les 

H.  —  IV.  3i 
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puissances  croissantes  de  x,  on  aura  dans  celle  hypothèse 

\)';~^f''{x)  =  \.f...  ./i  — i.N 

et,  par  conséquent,  pour  l'expression  cherchée 

C  -^. 

n 

Mais  ce  résultat  ne  peut  servir  à  l'objet  cpie  nous  avions  en  vue 
à  cause  du  dénominateur  n,  et  c'est  ce  qui  a  rendu  nécessaire  de 
recourir,  comme  nous  l'avons  fait,  à  la  méthode  élémentaire  des 
coefficients  indéterminés.  Nous  pouvons  d'ailleurs  énoncer  la  con- 
clusion à  en  déduire  sous  cette  forme  un  peu  plus  générale  :  en 
supposant  que  de  la  relation 

a?  =  ;  (  ao  H-  a,  .r  -+-  ao  ,r  -f- .  .  .  ) 
on  lire 

x  =  ï(Co-+-Gi^-^G.,^-i^-...), 

les  coefficients  0^,  Ci,  ...    s'expriment  en  fonctions  entières,   à 
coefficients  entiers  de  a^,  a, ,  a^,  ....  On  a  ainsi 

Cl  =  'l-çsO,\, 

Go  =   îf-O^f  -+-  ^î  «2> 

G3  =  ao^i  -H  3a3  «1  «2-+-  '^i)'';). 


J'ajouterai  sur  les  coefficients  c„  une  remarque  que  suggère  la 
formule 

\  -^  iq  -\-  iq*  ^  .  .  . 

en  montrant  qu'elle  donne  un  moyen  facile  d'en  obtenir  la  valeur 
prise  suivant  le  module  2.  Remarquons  à  cet  effet  que  l'on  a  la 

relation 

(a  +  6-f-cH-...)2=a^-t-62+c2-h.  ..         (mocl  2), 
d'où 

( a  +  6 -f- c -I- . . . )*  =  a* -+- 6^ -H  c^  H- .  .  . 

et,  en  général, 

(  «  -H  ^>  +  c  -+-...)'"=  a"'  -H  />'"  -^  C"  -t-  .  .  . , 

lorsque  m  est  une  puissance  de  2. 
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Kn  élevant  à  hi  quutrièine  puissance,  nous  obtenons  donc 
l'e\|)ressioii  sui\ante 

;  =  ^  H- 7»-t- 9*»-i- 7*'-+-.  . .  (mod-2). 

Cela  étant,  je  dis  ([u  un  en  liie 

9  =  $-+-;'  -^  ; "  -^  î'' ^  ;•' -^  ;"—;'•  -^  ;■'  ^ ■•  •        (  '""f^  ■» ). 

Ce  résultat  se  vérifie  en  Iniinanl  les  puissances  q'\  (/-'  et  q^'' 
qu'on  obtient  facilenu-nl  si  l'on  re|)résente  les  exposants  par  une 
somme  de  puissances  de  -a.  Avant  ainsi  9  =  8-+-  i,  2.*)=i()-r-S-(-i, 
4()  =  33  4-  i<)  4-  I ,  il  suffît  d'employer  les  expressions  suivantes  : 
g^^^  5*-r  ç",  <7'^^  ç'",  <7'^  ^  ;^-,  où  l'on  néj^lige  successivemeni 
;"■'%  ;'"•'',  ;^"-",  pour  trouver  sans  peine, 

g,«=,  Jîi^  Ï33_  ^il  ^  tô:^_  tT3_^.  .  ., 
/7V9  =  t49  j,  Ïô:  _;_  tfiô  _• 

Substituons  Miaiiitcniiiil  dans  régiliié 

$  =  7  +  7'-'^7-'-t-7'9, 

ou  voit  imiuiihalenienl  qii ClIe  est  satisfaite  si  l'on  su|ij)rime   les 
puissances  de  ;  dont  l'exposant  est  su|)éiieur  à  -i . 

En  revenant  de  la  série  q  =  '^a„k-'%  j'ajouterai  une  reniarqui- 
que  suggèrent  les  valeurs  des  12  premiers  coefficients  dont  If 
calcul  a  été  fait  |)ar  M.  Tisserand.  Ils  satisfont,  si  l'on  excepte  «, 
et  «2}  3  ^^  condition 

a„  ^  n        (mod  3  )  : 

on  aurait  donc,  si  celte  relation  était  vraie  en  général, 

..,        .  ,^  a/-  (mod  3  ). 

Un  dernier  point  nie  reste  à  traiter  qui  concerne  la  formule  de 
M.  Weierstrass  où  figure,  au  lieu  du  modide  /. ,  la  quantité 

Je  dois  encore  y  ajouter  la  relation  suivante  donnée  par  M.  Lin- 
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deN'if,  dans  laquelle  j'ai  posé 

i-A' 

A  == -, 

I  -H  k 

à  savoir, 

r/  =  —  AH A^  H ^  A-^  H A  '  -4-  .  .  . 

et  qui  a  été  employée  par  le  savant  géouiètre  dans  son  beau  et 
important  travail  sur  la  trajectoire  dun  corps  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  la  surface  de  la  Terre,  sous  l'influence  de  la  rotation 
terrestre  (').  Ces  résultats  sont  d'un  grand  intérêt,  on  peut  les 
démontrer  en  les  rattachant  à  une  seule  et  même  formule,  comme 
je  vais  le  faire  voir. 

Revenons  à  cet  effet  à  l'expression  de  —rr-  qui  a  été  établie  en 
premier  lieu, 

-  K'       ,      16        I  ,         r  3  , ,         ;t3    ,  „ 

J'y  remplace  k  par  le  module  relatifà  la  transformation  d'ordre  n 
qui  sera  désigné  par  A,  et  dont  la  propriété  caractéristique  consiste 

K'   ,      .  ,  iiK' 

en  ce  que  -j—  devient,  par  changement,  ——  • 

Il  vient  ainsi 

n-K'       .      ifi        I  ,         i3,,        23   ,, 

ou  bien 

1 
T.VJ       .      /i6\«        I   /i  ,,       i3,  ,         23    , 

=  loff  I  — (  -  A-  H A^  -J A''  -+- 

et  l'expression  de  g,  au  moyen  du  module  \,  s'en  déduit  sous  la 

forme  suivante  : 

1 

^  _  /  _  j    e«^2        2»        3.2''-  ;_ 

Cela  étant,  il  suffît  d'effectuer  le  développement  en  série  de 
l'exponentielle  pour  en  conclure  le  résultat  que  je  me  suis  proposé 
d'obtenir.  En  poussant  le  calcul  jusqu'à  la  huitième  puissance  de  1, 


(^)  Acta  Societatis  scientiaruni  Fennicœ,  l.  XVI,  p.  4oi. 
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Oïl   lr(iii\f 

I 

lin    r-  s.  ,        /,6«î-+-  3q«     -  8,  . 

■  A  ' 


•i'.i./t' 


Sic")»'  -I-  7(iif)/j'  ^-  -2 i()6/j  -f-  2 j(>  .  1 

Soil  en  premier  lieu  n  =■  -2,  <»n  iiiliodiiii  le  nioilnlc  rdilil  à  la 
transformaliKii  du  sorond  (irdrf 

I  -  A-' 

/    =     Tl, 

I  -»-  A- 

ce  cjui  donne  la  f(uinule  de  M.  Lindel<»f, 

Supposons  ensuite  n  =  j;  nous  devrons  prendre  pour  ).  le 
module  (|ui  provient  de  la  Iransiormation  du  second  ordre  apj)li- 
([uée  deux  fois  de  suite;  on  a,  par  suite, 


=  fe^) 


,,-r-V    /. 

Kn  posant,  comme  fait  M.  VN' eierslrass, 

i-y/P 
I  ^  v//.  ' 

nous  parvenons  donc  à  la  série 

où  les  exposants  des  puissances  de  /  sont  e^  i  (  mod  4)-  -le  remar- 
querai enfin  que  l'expression  de  q  en  fonction  de  ).  peut  être 
obtenue  d'une  manière  directe,  en  recourant  encore  à  la  transfor- 
mation du  second  ordre;  je  vais  l'indiquer  en  peu  de  mots.  Soit 
F(a)  le  polynôme  de  degré  2 m  —  2,  tel  qu'on  ait 

1 

-^j    F(X)  Vino.lX         "/. 

1mi  désignant  par  Ao  ce  que  devient  a  lorsqu'on  change  q  enq-, 
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nous  en  déduirons  celte  nouvelle  relation 


,1 
ry2s(-|j    F(Xo)  [modl,  " ) , 


où  Ton  a 

I  -  v/ 1  —  X2 


A,  = 


I  -+-  v/ 1  —  À  ^ 


Cela  étant,  j'emploie  d'une  part  les  développements  en  X  des 
puissances  entières  de  Ao.  puis  de  la  puissance  fractionnaire  qui 
est  donnée  par  la  formule  suivante  : 

I  2 

\i6/         Vi6/    [         n  '  ^  i.ï^.n^  '     '  2.3. iKn'- 

(  5  «H-  4  )  (  6  n  -t-  4  )  (  7  rt  -F  4  ) . 


X8- 


]• 


■i.'i.^.i^.n'' 
et  je  pose  afin  d'abréger 

^  n  i.T.^-.n'^  -2. 3. 2*.  «3  •  •  •• 

Au  moyen  de  ces  expressions  je  détermine  un  polvnome  ^(À) 
par  la  condition 

<i>(X)  =  9(X)F(X2)         (modX^'") 
et  j'en  conclus  légalité 

^2=  (le)    *^~^^^  ImodX         "/. 

Soit  encore  11  ()^)  un  autre  polynôme  qu'on  obtient  par  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  de  <Ï>(a),  nous  aurons 

«î>(À)=n2()0         (modX^'"), 

d'où  résulte  immédiatement  la  relation 


<7  =  (  —  j    n(X)  (modXi'«+2). 


C'est,  en  y  changeant  m  en  2m,  la  condition  qui  définit  F(X); 
nous  avons  donc  obtenu  un  algorithme  permettant  de  calculer  de 
proche  en  proche  tous  les  termes  jusqu'à  un  degré  aussi  élevé  qu'on 


TIIÉORIK    HES   FONCTIONS    KIJ.IPTIQUES.  487 

veut,   dans   Tt-xpression  en   série  de  q  en   partant  du  cas   le  j)lus 
simple  où  l'on  suppose  wi  =  i . 

On    a    alors,    F'("/.)  =  i,    <I)|^).)  ^  i  H /.-.  et,   par  conséquent, 


n(  a)  =  I  H ;  ntnis  lelrouvons  conitne  il  le  fallait  les  deux  nre- 

^    '^  2/1  ' 

niiers  termes  de  l'expression  précédeinincnl  obtenue 


"-mi'-i-A 


Il  est  clair  <[ue  les  opérations  sont  entièrement  analogues  à  celles 
(jue  nous  avons  précédemment  données  pour  le  cas  de  a  =  /.  (^  '  ). 


(')  Qu'il  me  soil  [)crmis  d'exprimer  ma  douleur  de  la  perle  cruelle  de  M.  Tis- 
serand, enlevé  à  la  Scienre  pendant  l'impression  de  celle  Note,  en  me  joignant  à 
tous  ses  amis  et  aux  admirateurs  de  son  talent,  qui  garderont  à  jamais  le  sou- 
venir de  l'homme  de  cœur  et  du  savant  illustre. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  CRAIG. 

1»AR  M.  IIEHMITE. 


American   Journal  of  Matheniatics, 
t.  XVII,  1895,  p.  6. 


....  Permeltez-moi  de  vous  offrir  pour  \' American  Journal 
of  Matlienxatics  le  résultai  d'une  recherche  qui  a  fait  le  sujet 
d'une  de  mes  Leçons,  sur  la  valeur  asymptotique  .de  logT(a) 
lorsque  a  est  supposé  un  grand  nombre.  En  étudiant  les  diverses 
méthodes  par  lesquelles  a  été  traitée  cette  question  importante, 
j'avais  déjà  remarqué  que  l'intégrale  de  Raabe, 

(logr(rt  -I-  ,r)  dx  =  a  \oga  —  a  -h  log/ar, 

peutyêtre  introduite  avec  avantage,  mais  la  considération  de  cette 
quantité  s'offre  plus  naturellement  que  je  ne  l'avais  encore  vvi, 
sous  le  point  de  vue  nouveau  que  je  vais  vous  indiquer. 

Je  pars  de  cette  identité  élémentaire  où  U  et  V  sont  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x, 

C  UV"  dx  =  U  V  -  VU'  -4-   Au"  dx, 

puis  je  fais 

U  =  .r  —  a"2, 

V=  F(a-+-a7), 

a  désignant  une  constante,  et  je  |)rends  les  intégrales  entre  les 
limites  a:  =  o  et  a?  =  i . 

On  obtient  ainsi  la  relation 

'     {T  —  x'^)¥"{a^  x)dx  =  ¥{a-^\)-^¥(a)  —  'i  I     F(a-H,rw/.r. 
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Cela  élaiil,  soil  l'  (^)  =  loglVjr),  posons  encore 

J=   /      \ii<^V(a -h  X)  d.r, 
•  0 

■'■ .  '„ 
au  nioven  de  ré^alilé 

lo<:  r(  a  -h  i)  -h  logTi  «  j  =  ».  logr(a)  -1-  l<>^'  a, 

on  trouve  l'expression  suivante  : 

Elle  met  iniinéJiatenit;al  en  évidence  (juc  la  (jiKintilf' 
.1  —  -  log  a  =  (a j  log  a  —  n  -h  log  /?.  - 

est  la  valeur  du  |iieniier  membre,  pour  a  1res  grand,  il  est  facile* 
en  cfl'el  (robtenir  une  limite  supérieure  de  J(rt),  si  l'on  remarque 
que  le  facteur  D^  logr(cf  ■+-  x)  qui  figuic  sous  le  signe  d'intégration 
est  toujours  positif.  C'est  ce  que  montre  la  série 

Dj.losV(a^x)  =  :  -+- ■  -h  . . . 

ou  encore  la  formule 

ygla-hx)y  dy 


D\\os;V(a^x)=  f 


e>  —  I 


conséquence  de  l'ex|)ression  de  Çauchy, 

l()gr(a)=/ (fl,_,)ev_^, 

la  quantité  —r- —  étant  positive  pour  toutes  les  valeurs  dey.  Celle 
limite  est  donnée  par  la  relation  suivante  où  ç  est  compris  entre 
zéro  et  l'unité, 

Jr«)  =  I(ï-î-0  r   Dllogr(a  +  a7)rfa7=  ^-=^. 
Le  maximum  de  ;  —  ;-  est  y.    on   peut  donc  écrire  en  désignant 
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par  8  un  nombre  positif,  inférieur  à  rtiiiilé, 

^     '       %a 
Nous  pouvons  même  aller  plus  loin  et  parvenir  à  la  limite  précise 

J(a)  =  , 

\ia 

comme  je  vais  le  faire  voir. 

Je  tire  pour  cela  de  la  relation  géoérale 

r   ^(x)dx=  f  [F{x)-^¥{ï—x)]dx, 
cette  nouvelle  expression 

](a)^-    f   {x  —  x'-)Di[logT(a^x)-^logT(a-i-i  —  x)]dx, 

et  je  remarque  que  les  quantités 

X  —  x"^     et     DJ.[logr(a-+-a:)-hlogr(a  4-1  — a?)] 

varient  en  sens  contraire  entre  les  limites  de  l'intégrale.  La  pre- 
mière est  croissante  tandis  que  la  seconde,  qui  a  pour  valeur 


/  y  _  y 


est  au  contraire  décroissante,  comme  on  le  reconnaît  au  moyen  de 
la  dérivée 

'  "  y^  e"y  [  e-^y  —  e< < -•*•*.>•  ]  dy 


f 


ey  —  I 


\Li\  effet,  le  dénominateur  e-^  —  i  est  négatif,  et  si  nous  suppo- 
sons X  ■<  I  —  X,  c'est-à-dire  x  <<  7'  on  a,  puisque  la  variable  y  est 
négative,  e-*"-^  >  e^'"-*"^.' .  jNous  pouvons,  en  conséquence,  appliquer 
le  théorème  de  M.  Tchebichef  qui  consiste  en  ce  que  les  fonc- 
tions o[x)  et  '^j{x)  étant  l'une  croissante,  l'autre  décroissante, 
lorsque  la  variable  croît  de  a  à  6,  on  a 


f      cp ( a:- ) (^  (  .r  )  </j;  <    /     o{x)dx   j     'h{x)dx. 

a  "-Il  'Il 
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Il  vienl  iiinsi 

I  I 

J(rt)</     {T  —  T^)dj-I     l)^\og[r( u -h  t)V{  a -T- i  —  T)]dT 

*-  I)  »-  (I 

et  PU  iMiiplovanl  la  it.'Iation  doiil  il  a  t'-l»'-  <l''|à  f;iit  iisa}i;e, 

f  V(x)dx=  f    \Vix)-ï-V{\—.r)\dx, 
nous  trouvons,  sous  une  forme  plus  simple, 

i(a)<  I     (.r  —  x*)d.rl     [)%  \nii\'{a -^  x)  dx. 

•    0  *    Il 

On  en  conclut  la  limitation  à  laquelle  il  s'agissait  de  parvenir 

0 


J(  a) 


\-i(t 


La  valeur  de  la  (juanlité  J  (c/  m(U(,'  nous  avons  obtenue  au  moyen  de 
l'intégrale  d'une  fonction  uniforme,  n'ayant  que  des  discontinuités 
polaires,  conduit  à  des  conséquences  analytiques  importantes. 
\jant,  en  effet, 

on  \nii  que  l'expression 


X 


l 
(  JT  —  J72)Dj;  logr(a  -+-  T)  dx 


sera  finie  et  déterminée  avec  un  sens  unique.  |)Our  toutes  les 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  «,  à  moins  qu'on  ne  suppose 

a -1- X  =  o,  — I,         — 2,  .... 

La  variable  J7  croissant  dans  l'intégrale  de  zéro  à  l'unité,  les  valeurs 
négatives  sont  à  exclure,  nous  excepterons  par  suite  la  partie  illimitée 
à  gauche  de  l'origine,  de  l'axe  des  abscisses,  en  représentant  a  par 
l'affixe  d'un  point  rapporté  à  des  axes  rectangulaires  dans  un  plan. 
J'ajoute  que  le  long  de  cette  ligne  la  différence 

J  (  a  +  j  X  )  —  J  (  a  —  il) 
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ne  lend  pas  vers  zéro,  pour  une  valeur  infuiimenl  petite  de  A  que  je 
supposerai  réelle  et  positive;  la  partie  négative  de  l'axe  des 
abscisses  sera  ainsi  une  coupure  pour  la  fonction  J(«). 

Soit  en  eflet  «  =  — n  —  ç,  /?  étant  un  entier  quelconque  et  q 
une  quantité  positive  moindre  (pie  lunité.  J'envisage  l'expression 
qu'on  lire  de  la  formule 

iia)--=-   f   {t —  .r'-)DUoQria-i-x)d,i; 

au  moyen  de  la  série  qui  représente  Dj.logr(«  4- a?),  et  après  avoir 
remplacé  a  par  «  + /À,  j'observe  qu'entre  les  limites  de  l'inté- 
grale, tous  les   termes  seront  finis  pour  a  ^  o,   sauf  un  seul  qui 

correspond  à   la   fraction  -,   cest-à-dire 7-—-   Les 

^  (a-\-n-^x)'  {x — ç)- 

termes  finis  disparaissent  dans  la  diOV'rence  de  .1  (r/  -\-  /),)  — }[a  —  ù) 
qui  sera  par  conséquent  donnée  par  l'intégrale 

On  la  ramène  d'abord  si  l'on  intègre  par  parties  à  la  suivante 

-   /    (i  —  -ix)    ^ ^ 1 ^    dx 

et,  en  simplifiant, 


I 


K  ix —  I ) dx 


Cela  étant,  faisons  x  —  ç  =  ).j',  et  l'on  trouvera 


1 


l(ix  —  ])dx         f    '■    {i\  —  1  —  -2 hy )  dy 


r    \{ix  —  \)  dx  _    /" 


I  ^r- 
j. 
( 


/  I—  '  ^ 

■2;  —  i;  (  arc  lang  — ; — ^  -h  aie  tang:^ 


Xloi 


).2 


La  limite,  pour  A  infiniment  petit  et  positif,  est  (2;  —  i)-;    on  en 
conclut  la  relation 

J  («  -r-  Ta  )  —  J(a  —  />>)  =  ('i;  —  i)i-, 
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(iiieje  me  >uis  |>ro|»os«'' li'ohlenir:  i-llf  s't'crit  hahituelleincnl  sous 
la  (orme 

J  >  rt  )  —  J  (rt)  =  (aÇ  —  I  )t  r, 

t't  1  on  i'i.'iiiai'(|iicra  !*■  raractère  ariliiinéli(|ii('  «le  la  <{iiaii(it(;  ;  (jiii 
est  l'cxct's  (le  la  (|iianlil(''  posilive  — a  sur  le  nombre  enller  le  plus 
voisin  par  <l«'l'aiil. 

C'esl  M.  Slicltje-»  «pii  a  U-  premier  oblenii  l'extension  de  la  fonc- 
lnMi  J(rt)  à  tout  le  plan,  aireclé  d'ime  cou|)ure,  dans  son  beau 
Mémoire  Sur  le  développement  de  logr(x)  [Journal  de  Mathé- 
matiques de  M.  Jordan,  i.  \  .  |).  î'.>.8).  F^e  point  de  vue  auquel  je 
me  suis  place'  est  entièrement  dillérenl  de  celui  de  l'illustre 
géomètre,  et  conduit  en  suivant  une  marche  inverse  à  conclure  de 
la  nouvelle  expression  de  J(«)  «pn  sert  de  la  base  et  de  point  de 
départ,  les  formules  précédemment  obtenues  par  Binet  et  Guder- 
mann.  De  lintégrale 


\     r'  (x  —  xi)dx        I  I  \  ,      /  I      \ 

-    / =  I  rt  -I-  «  -t-  -     lof;     I  ~. —  r 

"i  J„     y  o  -r-  X  -\-  Il  )-        \  i  J         \  a  -T  n  I 

je  lire  d'abord  la  série  de  Gudermann, 

L'expression  dont  j'ai  fait  usage  plus  haut, 
l}%\o^V{a  +  x)=  /      ^' 


e.'  —  I 


flonnc  ensiiile  dune  manière  facile,  en  remarquant  que  l'on  a 


/ 


,  I   X  .7-'  I  IX  l 

(x  —  x^-) e^y  dx  =  e-^.' 


y  y-        y' 

et,  par  conséquent, 


i 


\x-x^)e^ydy=  '^'(y-^[-y-\ 

y' 


la    formule    de  Binet   employée    [)ar   Cauchj  dans   son    Mémoire 
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célèbre  sur  la  série  de  Stirling,  à  savoir  : 

'"  e^.'  [ey(  y  —  -i.)  -^ y  -^  ■>  |  dv 


J(a)=  f 


■ijHe.y-i) 


En  parlant  de  cette  expression  et  par  diverses  mélhodes  on  parvient 
enfin  à  un  autre  résultat,  dû  encore  à  Binet, 

I     r'"  alogii  — e-^~-^)dx 
Ma)—-    I , 

qui  permet  comme  on  sait  d'arriver,  par  une  voie  plus  facile  et 
plus  simple  que  celle  de  Gauclij.  au  reste  de  cette  série  de  Stirling 
et  à  l'importante  conclusion  obtenue  par  le  grand  géomètre. 


lINTEItMKblAllti:   l)i:S   MATHKMATICIE.XS. 

T()\ii;  l\'.   iSi(-.    p.    I. 


Question  951. 
La  formule  de  Liigraiii;e  donne,  pour  la  solulioii  de  léqualion 

la  série 

2x"  D'J  -^  fiz) 
^^ ( /i  =  I,    2,    J.    .  .  .  ) 
\  .  >..  .  .11 

en  convenant  de  faire  ;^  (»  dans  la  (|uantilé  D''~' /'(:;). 
Supposons  (|uc  i"(m  ait 

j{  ■3 )  =^  Afl  -f-  \\  z  -7-  Ai ^-  -f- . . . 

et  re[)résenlons  par  i\  le  coellicienl  de  z"    '  dans  le  développement 
de  la  puissance/"    '(c);  on  a  aussi 

Cela  étant,  on  demande  de  prouver  que  — >  qui  est  une  fonction 

entière  de  Aq,   V,,  ...,  a  tous  ses  coefficients  numériques  entiers. 
Pour  11  =0.  on  trouve 


pour  n  =  4^  on  trouve 


^  =  Ai|A3-+-3A?,A,A2--AoAÎ 


etc. 
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REMARQUE  SUR  LA   DÉFINITION 

DU 

LOGARITHME   DES    QUANTITÉS    IMAGINAIRES. 


Casopis,   t.  XXII,   i89i-i894,  p.  ii^. 


Il  s'agit  de  la  définition  du  logarithme  des  quantités  imaginaires, 
qu'on  fait  résulter  de  l'équation  suivante  : 

Iog(aM-  ib)  =  -\og(a^-+-  b"^)-^  i{o  -4-  a/.-) 

où  l'angle  cp  est  déterminé  par  les  égalités 

a  .  b 

cost;  =  -  >  sino  = 


y/a^-i-  b'-  '        /a'^-hé^ 

de  sorte  qu'on  obtient  une  infinité  de  valeurs.  On  arrive  au  con- 
traire à  une  détermination  unique,  si  l'on  part  de  l'intégrale 


log(i-^^)=  I 


dz 


^'0         ' 


en  faisant  décrire  une  ligne  droite  à  la  variable,  depuis  l'origine 
jusqu'au  point  dont  l'affixe  est  x.  Soit  en  effet  z  =  Ix^  ce  qui 
donne 

r'  xdt        r'    (it    _ 

X 

on  aura,  si  l'on  pose 

a;  =  a  -H  ib^ 


% 
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puis,  afin  il  i«l>r«''{^»'r, 

X 

r<'X|»rcssi<»n  suivant*'  : 
Ioc(  I  -h  a  -i-  i/>  )  =    /      77 

•Urt  —  il-^ndt 


=/" 


I,       (i-i-a)*-+-3î         .r        ,          i-t-a  a] 

"  .^  '"" ^2  ^  >jî '  I  ''"■<^  '''"S  — â ^'"^  ^''"g  l  \  ' 

OÙ  les  arcs  lan<rentes.  compris  entre  —  -  et  H-  -  »  ont  une  seule  et 
unujue  délennination.  On  en  conclut,  pai-  un  calcul  facile, 

log(i -4- a -^- /^  )  =  -  log  [(  I -I- a  ,2 -4- /v- ] 


r                  a-i -t- //^ -^  <^/  a'\ 

arc  tan;; ^ arc  laii^*  — 


<'t,  en  changeant  r/  en  « —  i , 

log(a  M-  t6)  —  -  log(a2-T-  6^)  -h  io, 
si  I  on  fait  pour  ahréger 


a"-  -X-  h"^  —  a  a  —  \ 

ç  =  a  rc  ta  II  g -. arc  ta  n  g  — - — 


Cela  étant,  considérons  a  et  b  comme  l'abscisse  et  I  ordonnée  d'un 
point  rapporté  à  des  axes  rectangulaires,  je  dis  que  la  partie  néga- 
tive de  l'axe  des  abscisses  est,  pour  cette  quantité,  une  ligne  de 
discontinuité. 

Supposons  en  elVel  b  infiniment  petit  et  positif,  on  aura  sensi- 
blement, a  étant  négatif, 

^  i  2  '  ' 

il  vient  au  contraire,  pour  b  infiniment  petit  et  négatif,  es  =  —  t:, 
de  sorte  qu'en  deux  points  infiniment  voisins  en  regard  au-dessus 
et  au-dessous  de  l'axe,  dans  sa  portion  négative,  la  diflerence  des 
valeurs  de  -o  est  27c.  La  notion  de  coupure  apparaît  donc  nalurel- 
H.  —  IV.  32 


498  («OVRES    DE   CHARLES    HERMITE. 

lemenl  et  trelle-même,  à  l'égard  du  logarithme  lorsqu'il  esl  devenu, 
par  sa  nouvelle  définition,  une  expression  à  sens  unique. 

Ace  que  je  vous  ai  écrit  j'ajouterai  que  la  formule  bien  connue 

z  -h  i  r^       dx 


i  _  r      dx 
I      '  ,    -  — 


loi 

T    T 

«^  —  1 


donne  l'expression  que  j'ai  obtenue  par  la  voie  de  l'intégration. 
Qu'on  fasse  en  effet  z  =  y.  -\-  i''!»,  il  vient 

r^'        dx         _    r  +  '   (oi  —  x)dx    _  .  r^'         ^dx 

I  ,       (a  -t-  i)2-h  S-- 
=  —  \ocr . ; 1 — 

a      °  (a -1)2^  ,32 

.  r  I  —  a  1  +  al 

—  i    arc  tariof  — 1-  arc  tan»  — ^ —    • 

L  ^  "      ,3     J 

Posons  ensuite 

a  -H  i  3  -h  I  ., 

r-^ =  a  ^  ib, 

11.  ^  I  6  —  I 

nous  aurons  immédiatement 

et  de  1  égalité  ^ 

a  -I-  t7>  -T-  I  . ,, 

=  a-H^t^ 

a  ^  ib  —  I 

on  conclura 


(a  — 1)2-+-  62 
Ces  expressions  donnant 

!  -(-  a  rt -  —  a  ^  b^ 


I  —  y.        a  —  I 


a  6      ' 

nous  nous  trouvons  ramené  à  la  formule 

I                     .            .r                  a^  — <7-f-62  a—\^ 

Iog(a  -^  ib)  —  -  log(a2-f-  62)  -f-  ?     arc  tang arc  taiig  — — 
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Je  rfiiiiirijnerai  encore  (|ireii  faisanl 

a-  —  n  -^  />*  (I  —  I 


T=  r '         y 


h  -"  h 

on  .1 

T  —  y   _  h 
I  H-  xy        II  ' 

de  sorle  <|iit'  !••  coe  llicieiii  ili'  /  ^^l   Ihiu  l'un  des  arcs  ayanl  |ioni- 
liing^enle— ;  on   \uil   liicili-nifiit  (jn  in   supposant  n   [tosilil.  ce  sma 

l'arc  niiiuinntn  C()nipri>  l'iihe  —  -  cl  -r  -• 
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LETTRE  DE  M.  CH.  HEMITE,  ADRESSÉE  A  L.  LINDELOF. 


Ofversigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetetis  Fôrhandlingar, 
t.  XLII.  1899-1900.  p.  88-90. 


1 


L'idenlilé  dont  vous  vous  contentez  de  dire  qu'elle  vous  semble 
assez  curieuse  pour  mériter  d'être  signalée  en  passant,  à  savoir 

(r  —  n)(r  —  n  —  \  )...() 'in -+- i  )  ii-  i     n-(n  —  n" 

/•(/•  — i) ...  (r  —  /i-M)  r  i.-j.     /•{/•  — i) 

est  liée  étroitement  à  la  théorie  des  polynômes  t*„(î7)  deLegendre, 
et  ouvre  une  nouvelle  voie  pour  parvenir  à  leurs  propriétés  fonda- 
mentales, que  je  me  permets  de  vous  indiquer  en  peu  de  mots. 
J'y  apporte  d'abord  une  modification  légère,  en  changeant  r 
en  /■  —  1  et  divisant  les  deux  membres  par  /•,  de  sorte  qu'elle 
|)rend  cette  nouvelle  forme 

(r  —  n  —  i)(r—  n  —  ■2).  .  .(r  —  in) 
^'   ^  r{r  —  i)...(r  —  n) 

I  /i2  I        „i(,i  —  iy 


r        r{r  —  i)        i  .2  r{r  —  i){r  —  1) 
Cela  étant,  on  en  tire  aisément  l'égalité 

(  /•  —  n  —  I  )  (  /■  —  «  —  7.)  . .  .  (  r—  -m)  "  "^ 

r(r  — I).  ..{r  —  n) 

ou  bien,  si  l'on  pose  /■  =  5  +  «  -f-  i 


)_r-n  =     r         p,^  (  a;)  (  ,  _4_  .r  )'•-"-'  dx 


s(s  —  i) .  . .  ( S  —  n  -1-  I ) 

(5-i-l)(s-|-2)...(s-r-«-l-l) 


■'=/,"'" 


(  :r  )  (  I  -t- a- )■""  dXy 
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ce  (|iii  iiioiiliT  (jue  riiiléj;iaU'  du  second  membre  est  nulle  en  sup- 
posant .V  =  <»,   1  ,  A,  . . .,  /*  —  I  . 

Je  |iarviendrai  à  celle  conséquence  do  la  relation  (|ue  vous  avez 
donné»',  au  inoven  de  l'expression  des  poljnomes  de  Lf;,'eiulre, 
indi(iuée  par  Diri<'lilel,  avec  plusieurs  aulres,  au  ilt'-hul  df  son 
célèbre  Mémoire  sur  les  séries  dont  Ir  terme  général  dépend  de 
deux  angles, 

P„^  cosY  )  =  COS-"  -     I  —  /jf  tang-      -t-  /jj  tang*  -  — .  .  . 

où    n/i   désigne  le   coefficient   de   x*    dans  le  développcmeni   de 
(i  -hx)".  Kn  |M)sant  cosy  =  a:,  on  on  lire 

•,"  \'„(.r)  = , ,  - ^r'2 (-  ')*■"'■  (7^) 

(A  =  o,  I,  'j.,  . .  .,  n); 

c'est  la  formule  dont  je  vais  faire  usage.  Elle  s' o lire  comme  d'elle- 
n)ème,  si  l'on  écrit  l'écpialion  (A)  de  celte  manière 


(  r  —  n  —  1  )  (  ^"  —  Il  —  2  I  .  .  .  (  /■  —  ol/i) 
r(r  —  !)...(/•  —  Il  ) 

el  qu'on  remjilace  le  facteur 


. . .  A 


•V^   ,  ,  I  .  2  ...  A 


1 .  2  .  .  .  /.• 


r(r^\)...{r  —  /() 


par  rintégrale  eulérienne 


I 


a;/-- A-l(i  x)''  dx, 


I  -i-  X 


OU  plutôt   par  la  transformation   obtenue  lorsqu'on  met  — — -  au 
lieu  de  x.  Nous  avons  ainsi 


1.7...  /. 


/•(  /•  —  n  .  . .  ( 


—  =  —    /        (ï -^  X y-''-'^ (\  —  x)'- dx , 

r-k)         ■i.'J_, 


et  par  conséquent  cette  nouvelle  forme  de  l'égalité  précédente,  à 
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savoir 

(  /•  —  Il  —  I  U  /•  —  n  —  ■>.)...(  r  —  2  /?  ) 
r  \  r  —  !)...(/•  —  n  ) 

=  -L    /  y  (_  ,  )A- «|, ( I  -f-  ^ )'•-  /.-i  (x  —  X )/'  f/:r. 

Soit  enfin,  comme  tout  à  l'heure.  /•  ^  s -h /i  +  i  ;  la  quantité 
sous  le  signe  d  intégration  devenant  le  produit  de  2"P„(a:)  par  le 
facteur  (i +J7 y,  nous  obtenons  immédiatement  la  relation  que  je 
me  suis  proposé  d'établir, 

S{S  —  1)...{S  «^I)  ,  r  r.  -    /  J 

-t-I)(5   -f-2)...(S  +  n-r-l)  ./     .  ^    • 


(S-t-l)(*   -!-2)...(S-i-n-r-l) 


-1 


J'ai  pensé  que  vous  ne  verriez  pas  sans  quelque  intérêt  un  rap- 
|)rochement,  une  étroite  liaison  je  puis  dire,  entre  le  problème  du 
calcul  des  probabilités  dont  vous  avez  donné  la  solution,  et  une 
grande  théorie  de  l'analyse,  celle  des  fonctions  sphériques. . .. 

Paris.  21  décembre  1899. 


\ 


KXiHAiT  dum;  i.i-niii-;  dk  m.  cii.  iii:ii.miik, 

s  LU 


LA  SÉISIi:  ué 


2)"        (lofi;3)"       ■■■       (loga:)" 


Matlicsis^   l.   1,    ib8i,   p.    ij 


Je  me  propose  de  f;iire  voir  (|iie,  pour  toules  les  valeurs  de  l'ex- 
posant n,  ceUe  série  est  diverj^enle,  bien  que  les  termes  paraissent 
décroître  avec  une  grande  rapidilt-,  lors(|ue  .r  augmente.  Pour 
cela,  je  ferai  usage  de  la  règle  de  Raabe  (')  dont  je  rap|)elle  d'abord 
renoncé  : 

La  série  «,  +  //a  -+7  •  •  •  +  "xH-  •  •  •  ^  dont  les  termes  sont  sup- 
posés positifs,  est  diie/'o^ente  si,  en  posant 


u, 


Iti  liinil^  de  ^a,  pour  x  infini,  est  moindre  que  V unité. 
Nous  avons,  dans  l'exemple  proposé, 

Or.  on  peut  faire,  au  moyen  de  la  série  de  Maclaurin, 


*  X  X 


0  désignant  un  nombre  plus  petit  que  l'unité,  pour  toute  valeur 
de  X,  et  écrire,  par  suite. 


(')  Voir  Duhamel,  Calcul  infinitésimal,  Note  III,  n">  37  (P.  M.) 
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Nous  obtenons  donc,  en  développant  la  puissance, 

7ie  n{n  —  \)/      6 


a  = 


X  \o^x  1.2        \.rloga7 

d'où 


xa. 


logj;  1.2 


On  voit  ainsi  que  la  limite  du  produit  xv.  est  zéro,  pour  x  in- 
fini, ce  qui  démontre  le  résultat  annoncé. 


1 


,,tr. 


SrU      i;iMK(.K\Li:      /      /(siMr,cusr)./r, 

•-  Il 

l»M(    M.   Cil.    HIIUMIIK. 


Jiirnal  de  Sciencias  niatlieinaticas  e  nstronomicas 
(le  Gumos  'I"i'i\eiia,  t.  II.  iSSo.  p.  (ij. 


Je  supposerai  qiiey(slnx,  cos:r)  soil  une  fonction  rationnelle 
des  quantités  ûnx  el  cos./-,  de  sorte  qu  on  ail,  en  décomposant  en 
éléments  sini|)les,  lexpression  suivante  : 

/\sniX,  cos 37)  =  \\(x)  -\-  ^{x), 

où   n(a?)    représente    la    paiiie  entière,   et  4>(j:)   une  somme  de 
termes  de  la  forme 

D;  col-(;p  —  a). 

Ct'tle  formule,  donnée  dans  mon  Cours  d  Analyse^  P^gs  Sii,  fait 
dépendre  l'inléj5;rale  proposée  de  celle-ci  : 


/ 


col  -(.r  —  a)  dx, 


1 


et,  en  recourant  à  une  construction  géométrique,  j'ai  montré  qu'elle 
a  pour  valeur  riz  ii~\  c'est  ce  résultat  ([ue  je  vais  établir  en  sui- 
vant une  méthode  diiférente  qui  est  entièrement  élémentaire.  Je 
pars  à  cet  effet  de  la  relation 

/         -  \                     r         (  /<  —  n  -  "1 
n  co\.nx  —  colJ"  -i-  col  {x~ 1  +...-!-  col    x  h — ■_ , 

OÙ  n  désigne  un  nombre  entier  et  qu.'on  tire  'des  premiers  prin- 
cipes de  la  Trigonométrie.   Changeons  d'abord  x  en  x  —  a,  on 
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il  lira 

n  col  n  I  .r  —  a)  —  cot(.r  —  a)-f-colfj"  —  a-i-  — 

r  C  /i  —  I  )  -  "1 

-i-  col  \  X  —  X  H : 

L  /i       J  - 

soit  ensuite  -  ^  dx,  et  elle  prendia  cette  nouvelle  forme 

■n,  col  n(x  —  a)  =  fte[col(a7  —  a)  H-  colfa:'  —  a.-i-  rfa:)  -+-... 

+  col  (  ,r  —  oL  ^  (  n  —  I  )  dx  )  ]. 

Or,  la  limite  du  second  membre,  en  suj)posant  le  nombre  entier  /i 
infini,  est  précisément  l'intégrale 

/        coi(a7  —  x)  dx; 

le  premier  membre  dans  cette  hypothèse  est  une  quantité  indéter- 
minée, si  Ton  suppose  la  constante  a  réelle,  mais  si  Ton  fait 

nous  avons 

cul  n(x  —  a  )  =  /  — — 7— rr-p > 

^  '  gïiiix  -a.-ib}t J 

qui  donne  sur  le  champ  +  •  ou  — i  pour  limite,  suivant  que  b  est 
positif  ou  négatif.  En  désignant  donc  par  (b)  une  quantité  égale  à 
l'unité  en  valeur  absolue,  et  du  signe  de  />,  on  a 


/      col(^  —  a  —  ib)  dx  =  i(b)7z, 

'-■  (I  ' 

r  . 

et  il  suflit  de  remplacer  x  par  —  »  puis  a  -h  ib  par  — ; »  pour  en 

conclure  le  résultat  cherché,  à  savoir 

/        QO\.-{x  —  a  —  ib)  dx  =  -i  i{b)-K. 

Je  remarquerai  enfin  que  l'expression  de  colnx  dont  j'ai  lait 

usage,  résulte  de  la  décomposition  de  cette  quantité  en  éléments 

simples.  En  efl'et,  cette  fonction  ayant  pour  période  —,  et  devenant 

infinie  pour  les  valeurs 

T.  '  X-  (n  —  \)- 

x  =  o ,  —  ,  —  >   •  •  •  ,  —  > 

n      n  n 


SIR    l.'lNTKGRAI-K      /  / 


I  «m  .r,  cnsT  1 1 


Ix. 


)<»- 


OU  peiil  faire 


(  )r.  on  il 


n       I 


/.  -\ 


eu 


l /*  J-  =  COIlSl. -r-    7       K  col  (  ./    -      ) 


R  =  A  col/t  I  — ^  "*"  ^  )  |>"iii'  A  =  o, 

c'esl-à-cJire  R=    -;  quant  à  lii  conslantc,  ("est  la  ilenii-soniine  des 


1       I 

valeurs    de    cot/?.r  =:  /^^^- .    en    laiNaiil    :;  =^  e"',    pour 


o 


—  I 


et  z=^y..  (jui  est  nuIN*.  I- é(|ualion  ainsi  ohlenue 

/.z 


n  col  n  .r  =  ^  col  (  x — 

donne  telle  t|ue  j  ai  t-niplo^ée  en  y  cliangeani  x  en  — x. 


SUR 


LES    FORMULES   DE   M.   FRENET, 


Par  m.  Ch.  HERMITE. 


Jonial  de  Sciencias  matheniaticas  e  astronomicas 
de    Gomes  Texeira.  U  I,  1878,  p.  65. 


Une  courbe  dans  l'espace  étant  représentée  par  les  équations 
je  pose  pour  abréger 


:;'  v" 


et 


A  =yz 

n  =  z'x"  —  x'z'\ 

^^  X  y  —  y  X 
D2=  A2+B2+  O 


Cela  étant,  les  angles  (a,  {i,  y),  (À,  u.,  v),  (;,  y,,  v)  de  la  tan- 
gente, de  l'axe  du  plan  osculaleur  et  de  la  normale  principale  avec 
les  axes  coordonnés  sont  déterminés  par  les  relations  suivantes  : 

x'  ,      A  ,      B^'-cy 

cosa   =  -7  j  COSÀ  =  —  )  COS  ;  =    :^—, 5 


cosr, 


Cx'—  \z' 
Aj/'— B,r' 


o     y'  ^ 

cos3  =  ^j  cos  a  =  —  , 

'5  u 

z'  G 

COSY   =    -r'  COSV  =    —y                COS^  =             ^    , 

'5  D                                  us 

On  sait  aussi  que  le  ravon  de  courbure  R,  et  le  rajon  de  tor- 
sion r,  ont  pour  valeur 
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où 

Cela  élaiil,  I  icIiMihtc 

z  —  f^y  =  (X  s  —  X  s  )i 
donnant 

^  X    S    —  T  S  S  ^      (f    \    T     \ 

''"^^  =  — 0—  =j;ûi[.y 

on  voit  (Irji'i  (jii'on  a  ' 

dcosz        D         ^       s'        ^ 

et,  semblahlenienl, 

dcosQ)       s'  d  cos-'       s 

Ces  résultats  conduisent  à  chercher  les  valeurs  des  dérivées  par 
rapport    à   (  de    cosA,    cosu,    rosv.    qui   s'obtiennent   facilement 
comme  on  va  voir. 
On  a  d'abord 

c/cosX  _  A'  D  —  AD'  _  A  D^—  A  DP'  ^ 
dl      ~  Û»  ~  D*  ' 

remarquant  ensuite  que 

A'Dî—  ADD'=  A'(A2+B2-T-Cî)-  A(AA'-+- BB'^  CG'j 
=  B(A'B-  AB')  +  C(A'C  — AC), 

il  suffit  de  se  rappeler  les  relations  bien  connues 

B'G— BC'=  A:r', 

C'A  -  CA'=  Aj'', 

A'B  — AB'=  A;;', 
pour  en  conclure 

A'D2— ADD'=  \(Cy—Bz'). 
Nous  avons  donc 

^/cosÀ        KCv'—Bz')  s'i 

dt  D*  D2      ^' 
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et  de  même 

dcosix  s'A  f/cosv  s'A 

Enfin   la  lelation  cos-a  +  cos- [i  +  cos-v  =  i  donne   immédia- 

lemenl 

,  d  cosz  d  cos  OL  .   f/cosX 


COSç 

; =  —  cos  a COS  A  — 

dt                             dt 

^< 

et,  par  suite,  ^ 

rfcosï             D                  s'A 

dt               s^^'-"   '     1)2  ^— • 

On  aura  de  même 

dcosr              D          „        s'A 

dt       =       ,'.<^«^?+   D^^"^!^' 

dcosl             D                  s'A 
dt   "^       ,.^-V+D^^"^- 

Ce  sont  les  formules  importantes  dont  la  première  découverte  est 
due  à  M.  Frenet,  mais  que  M.  Serret  a  obtenues  de  son  côté 
presque  en  même  temps.    En  iniroduisant  les  quantités  R,  /',  et 

ds 
remplaçant  s'  par  —  >  elles  deviennent 


«y  cos  a 

cosf 

<:/ cos  p             ces-/) 

d 

cosy 

cosÇ 

ds 

R    ' 

ds       "           R    ' 

ds 

R    ' 

d  cosl 

COSç 

—  ^ 

r 

flfcOSJJl                   cos  7) 

ds                     r 

d 

COSV 
ds       ~ 

cos!! 

ds       " 

/•    ' 

rfcos^             cos a        cosX 

ds      ~          R       '       /•     ' 

d  cosr^              cos  [i         cos  ijl 

ds       ~           R       '        /•     ' 

<5?COS^                   cos  Y            COSV 

ds  K  r 

Je  remarque  enfin  qu'en  désignant  par  rt,  ù,  c  trois  constantes 
arbitraires,  et  faisant 

u  —  (a  —  X)  cos  a  +  (6  —  y)  cos^i  -+-  (c  —  s)  cosy, 
p  =  (  a  —  .r)  cos^  -+-  (f^  —  y)  cos-/;  -I-  (c  — ^  ;;)  cos^, 
w  =  {a  —  x)  cos  A  -+-  (b  —  j)  cos  [a  +  (c  —  z  )  cosv, 
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ces  iliversCN  relations  sont  (•i»in[»ri-.t's  dans  celles-ci: 

du  V 


>  1 1 


Ts==-'^ 

H* 

d\-             Il 

iV 

Ts  ~~  ÏÏ 

r 

div        v 

ds 


qui  me  seinhient  oUVir,  soii^  i.i  l'oiiiic  la  |)lus  siniplc.  1rs  t'>(]iiations 
(lillV-renticlles  pour  l.i  délenniiialion  d'une  courbe,  dont  on  iIoihhî 
le  ravon  de  courhurc  cl  le  ravon  de  torsion. 


SUR  L'ADDITION  DES  ARGUMENTS 


DANS 


LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Par  m.  Ch.  HERMITE. 


Jornal  de  Sciencias  niatheniaticas  e  astronomicas 
de  Gomes  Teixeira,   t.  XI.  1894.  P-  65. 


Soient    R(H)    un    polynôme    quelconque    du    quatrième    degré 
en  ;   et  ;  =  '^{■'^)  la  fonction  définie  par  l'égalité 

'Il 


X 


on  a,  en  désignant  par  a  une  constante,  la  relation  suivante  : 

2  cp' ( a )  _       cp'(a  -l-r)-i-  ?'(<?■)  o'(n  —  y)  -^  ^'(a) 

(p(:r-i- _/)  —  (f(«)  ""       o  (a -\- y)  —  o{a)  o(o—y)  —  (f{a) 

'-p'(a  ^  j')  — cp'(.r)  ■s.'ia  —  j)-^  p'(a7) 

'^  {a^r)  —  o{x)  '.f  {a  —  y)  —  'f  (x) 

C'est  le  théorème  pour  l'addilion  des  arguments  dans  la  fonc- 
tion o(x);  j'indiquerai  succinctement  comment  on  en  conclut  les 
formules  qui  concernent  les  quantités  sn(j7 +■)'),  en  (x' -h  y)  et 
dn(:r  -\-y)- 

Supposons  à  cet  effet  que  'f{^)  soit  une  fonction  impaire  et  pre- 
nons a  =  o  :  les  deux  premiers  termes  se  détruisent,  et  Ion  trouve 

ainsi 

•lo'fo)      _       '^'(.k)  —  o'(x)        ts' ( y  )  -h  (»' ( x) 

o(x  —  y)  "       ?  (j)  —  'f(^)    '    ?  (^.X)  ■+"  ?  (^) 
^(x)o' (y)  —  o' (x)  'o(y) 
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d'où 

,(x-^  Y)=    'f'<Q>(?»(-^)--?^'r'l 

Cela  étant,    les  résiillals  clierchës   s'obtiennent   par    nu   calcul 
facile  en  faisant  successivement 

,     ,        snj*  sn.r 

o(  J-)  =  *n  r.  œ(x)  =  »  œ(  j-  )  =  -; 

l'uiir  parvenir  à  l'iiddilion  des  arj;ninenls  dans  la  fonction  jj(jr), 
il  faut  supposer  a  inlinimenl  petit  et  employer  l'expression 

en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures  de  a.  On  est 
de  celte  manière  amené  à  la  relation  suivante  : 

p{x  -h  y)  =  p{x}  ^p{y)—  -D|,log[p(.c)  — p(7j| 

-  Divlog[p(>-)-p(7)] 

-  irHlog[p(x)-p(7)], 

d'où  se  conclut  sans  peine  la  formule  habituelle 

p(.^j)==-p,.)-p(^^-.-|_L_-^-^J  . 
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DE  LA   SOMMATION   D'UNE  SÉRIE 

CONSIDÉRÉE   PAR    ABEL, 
Par  m.  Ch.  HE R MITE. 


Bulletin  de  la  Société  physico-mathématique  de  Kasan, 
2*  série,  t.  VIII.  1898,  p.  107. 


En  désignant  par  ^{x)  un  poljnonie  en  x  de  degré  quelconque, 
cette  série  est  représentée  par  la  formule 

^^^{n)x"  ( n  =  1,  2,  3,  .  ..); 

elle  se  ramène  immédiatement  au  cas  le  plus  simple  où  o[x)^=x" 
et  la  méthode  d'Abel  consiste  alors  à  former  la  suite  des  quan- 
tités j^i,  1'25  •  •  ■  '  yh  où  l'on  fait 

y  ■■ 


1  —  X 

JK2  =  ^JK',. 


J'ai  remarqué  que  la  sommation  s'obtient  facilement  dans  le  cas 
général  au  moyen  de  la  relation  célèbre  d'Euler, 

Ao^r  -^  A, 372+ Aoif^ -+-...=  Ao  — ^ h  AAq- — ^ :  -+-  A-Aq 


i  —  x  (i  —  x)-^  "(I  — a")-i 

({lie  je  mettrai  sous  la  forme  suivante  en  changeant  x  en  —  : 


&  ^ 


An  _^  A_j_        A2  _      Ao  A  An  A2A„ 

"*        '"'       x—i     '    {x  —  1)'    '    (x  —  i;-^ 


SOMMATION    [>  l'NR    SKRIE   CONSIDKRKB    PAR   ABRI..  il  * 

Posons  en  ellcl  \,t=  ^(fi)]  on  voit  ijiie  si  l'on  suppose  ^{JO)  de 
degrt-  A",  la  tliiréreiice  (rordre  sii|iérieiii-  à  /•  éUint  niilli',  le  second 
MUMnhre  ne  contient  (pi'iin  nonihif  lini  de  termes  et  devient 

A..  AA„  A'- A,, 


.r  — I        (J-  — I)*  (J-  — i)*-^> 

^uil,  t.Mi  p.iiticiilifr-,  A„  =:  (rt  4- // )^  ;  nous  aurons  ainsi 

a*        (ff -+-!)'•  _     «'•  (a -4-1)''  —  a'' 

T  .r-  '  '  "       r  —  1  (j-  —  I  )* 

(  rt  -H  7  )''  —  v.  (  r/  -f-  I  )'•  -(-  «7^ 
f  .r  —  I  )3 


(.r  —  1/-+-' 

Je  saisirai  cette  occasion    pour  indiquer  une  nouvelle  relation 
analogue  à  celli*  d'Euler;  elle  consiste  dans  l'égalité  suivante 

Al — A„  A, —  An  A3— A„  _  AA„        A-Ao        A^Aq 

X  —  I  2(j:  —  i)-         'i{x  —  I)*        ''  X  ix'^  ix'^ 

et  se  démontre  de  la  même  manière. 

I'"lanville  (Lorraine),  21  septeinijre  1898. 


EXTRAIT  D'UNE   LETTRE   A   M.   BRIOSCHF. 


SUR    LES 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 


DU    SECOND    ORDRE, 


Aiinali  di  Matematica,  2*  série,  t.  X,   1881,  p.  loi. 


...  Dans  votre  récent  article  :  Di  uno  proprietà  délia  equa- 
zioni  differenziali  lineari  de l  seconda  ordine  (Ann.  di  Mat., 
2*  série,  t.  X,  p.  i),  vous  avez  montré,  par  un  nouvel  exemple  qui 
m'a  beaucoup  intéressé,  quel  rôle  important  joue  le  produit  de 
deux  solutions  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Per- 
mettez-moi de  vous  indiquer  encore  une  circonstance  où  inter- 
vient ce  produit  qui  m'a  été  suggérée  par  mes  recherches  sur 
l'équation  de  Lamé,  mais  que  je  présenterai  en  considérant  l'équa- 
tion générale 

/'-+.  py'-h  qy=^o. 

Supposons  que  l'intégrale  étant 

jK=GU^-C'V, 

on  connaisse  la  quantité  UV=:::F(.r)  ;  je  dis  que,  au  moyen  de  F{x) 
el  des  coefficients  p  el  q,  il  sera  aisé  de  former  l'équation  du 
second  ordre,  ayant  pour  iutégi'ale  l'expression 

quel  que  soit  l'exposant  (o. 

Considérons,  en  effet,  le  déterminant 

z       L'w  V^ 

^'     (Uw)'     (V«)' 
z"    (Uw/    (Vw)" 
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»r 


ou  encore,  après  avoir  siippririit*  dans  la  seconde  el  la  Iroisil-nie 
colonne  les  facteurs  U*"^,   \ '"   •',  celui-ci 

;  U«  V» 

:  wUU'  (oVV 

:'     .o(a>  — i)U'»-!-ioUU'     .(o(to  — i)V"»-+- wVV" 

Kcinpiaçons  maintenant  L"  par — pV — qV  et  V  par  — /A  ' — y\  . 
il  sera  possible  <le  snppiirner  encore  un  nouveau  facleui-,  à  savoir, 
to(\JV' — U'V  ),  de  sorte  (|ue  l't'qiiatidn  rliricli('-<'  élanl  repré- 
sentée [)ar 

G  5'—  H  ô-t-  Kz  =  o, 

on  aura 

G=  UV, 

M  =((0  — i)(UV'-+- VU')-/>IJV, 

K  =  (il)»—  oj)U' V  -(-  «07UV. 

Or,  en  dillereiilianl  deux  fois  l'équation  [J\  =  F( x),  on  obtient 
facilement,  comme  vous  l'avez  remarqué, 

U'V'=   ■-  F'Car)^  -  pF'(T)^  q  F(j-); 

les  coefficients  de  l'équation  ont  donc  ces  valeurs  très  simples 

G  =  F(^.),    • 

H  =  (oj  —  I)  V'{x)  —  p  l'{x), 

K  =  -(to^—  (o»  F"(jr)  -h  -(ui-^  —  M)p  F'(a7)-Mo2  ¥{t). 

Ce  résultat,  ajipiiqiié  à  Téquation  de  Lamé,  donne,  comme 
vous  voyez,  un  ly[)e  d'équations  linéaires  du  second  ordre  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  uniformes, 
l'intégrale  cessant  d'être  uniforme  lorsqu'on  suppose  tx>  fraction- 
naire ou  incommensurable. 

Et  inversement  dans  le  cas  de  l'équation 


y=[^ 


1) 


k-  sn-x 


"] 


y 


dont  vous  avez  obtenu  le  premier  la  solution  \^Sopra  una  classe 
di  equazioni  differenziali  del  seconda  ordine  (Ann.  di  Mat.^ 
t.  IX,  p.  Il];  pour  n  impair,   la   transformée  en  :;,  en  supposant 
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tù  =  2,  aurait   une  intégrale  uniforme,  tandis  que  \otre   solution 
contient  les  racines  carrées  de  fonctions  uniformes. 
Ontrouverait  en  particulier,    pour  o)  =  o,  l'équation 

F (x)z"-j-  [F'{x)  -h p  F ( x)]z'  =  o, 

et  en  employant  la  relation 

UV— VU'=  Ce-//"'-'-, 

l'intégrale  s'obtient  aisément  sous  la  forme 

U 


2  =  A  -t-  B  log  ^ 


y 


A  et  B  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  C'est  bien  en  effet  ce 
que  donne  l'expression  dont  je  suis  parti, 

si  l'on  introduit  la  supposition  de  w  infiniment  petit. 
Soit  pour  cela 

Uw  =  n-  (O  log  U  H log2  u  -t- .  .  .  , 


^'w  =  I  -I-  oj  log  V  H —  iog2  V 


et  changeons  les  constantes  en  posant 

G^C    =A, 
a)(G-G')  =  2B; 

on  verra,  pour  to  =  o,  l'expression  de  z  se  réduire  immédiatement 
à  la  forme  annoncée 

^  =  A+  Blog  -. 

Les  Sablcs-d'Olonne  (Vendée),  3  juillet  i88o. 


LKTTRE    DE   M.   Cil.    IIK15MITE 


ADRESSKK 


A    M.    n.    AMSSIMOV 


Bulletin  dr  la  Société  mathématique  de  Moscou. 
t.    XXI,    1900,    p.   G6. 


<(  Vous  m'avez  fait  rhonneur  de  ni'adresser  une  Conimunicalion 
sur  un  sujet  très  inléressaiil  concernant  la  manière  dont  la  con- 
stante arbitraire  entre  dans  la  solution  générale  d'une  équation  difTé- 

rentielle  du  premier  ordre,  -j-  ^=:f(^x^y)^  et  de  me  demander  mon 

avis  au  sujet  du  résultat  que  vous  avez  obtenu,  dans  le  cas  spécial 
où  l'on  a 

Je  vais  essayer,  bien  que  celte  (pieslion  ne  rentre  pas  dans 
Tordre  habituel  de  mes  éludes,  de  répondre  à  votre  intention. 

Tout  d'abord  je  dois  vous  diie  que  je  m'associe  entièrement  à 
cette  vue  élevée,  que  vous  exprimez  si  bien,  de  la  grande  impor- 
tance attribuée  par  Lagrange  à  la  recherche  de  l'intégrale  d'une 
équation  différentielle,  envisagée  comme  fonction  de  la  constante 
arbitraire.  Un  autre  grand  géomètre,  Riemann,  n'en  jugeait  pas 
autrement,  et  j'ai  gardé  le  souvenir  qu'il  a  beaucoup  insisté  sur 
cette  question,  en  m'entretenant  lorsqu'il  a  passé  par  Paris  pour 
se  rendre  en  Italie.  Le  cas  particulier  qui  a  été  le  sujet  de  votre 
étude,  où  la  fonction  f[x,y)  est  périodique  par  rapport  à  la 
variable,  est  incontestablement  important,  et  la  conclusion  à 
laquelle  vous  êtes  parvenu  est  très  élégante.  Mais  la  voie  que  vous 
avez  suivie,  et  les  calculs  que  vous  avez  dû  faire,  ne  sont-ils  pas 
trop  difficiles?  Ne    pourrait-on    pas    parvenir   au  but  plus  sim- 
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plement,  par  un  autre  procédé  que  je  viens  vous  soumettre,  mais 
sous  loutes  réserves,  m'engageant  moins  hardiment  dans  cette 
question  que  dans  d'autres  qui  me  sont  plus  familières  et  m'ont 
toujours  occupé. 

En  écrivant  l'équation  différentielle,  sous  la  forme 

dx       •''  '-^J' 

j'emploie  le  Calcul  des  limites  de  Cauchv,  elle  me  donne  1  expres- 
sion suivante  de  l'intégrale  : 

=  c;[.r  — a-o,     e^"^''»,jrol 

Donnons  à  jKo  ^"6  valeur  numérique,  zéro  par  exemple,  nous 
obtiendrons  la  solution  générale  de  l'équation  proposée,  sous  la 

forme 

j  =  F[a:  — 370,     e2/-..j 

C'est  votre  résultat  qui,  ce  me  semble,  pourrait  être  étendu  par 
le  même  moyen,  à  des  équations  d'un  ordre  quelconque —  » 

Paris,  10  mars  1889. 


I 


s  LU 

UNE  FOHMl  LE   DE   JACOBl 


CONCERNANT 


L'INTEGRALE  ELLIPTIQUE  A  MODULE  IMAGINAIRE- 


Miltheilungen  der  Hamburger  Ma(/teniatischen  Gesellschaft, 


Le  Cahier  103  du  Journal  de  MM.  Kronecker  et  IVeierstrass, 
|).  87,  conlient  un  ;irticle  bien  iiitéressanl  de  M.  Woldeinar 
Heymann  où  la  relation  célèbre  de  Jacobi, 

dans  laquelle  on  a 

/-*' dx 

J      \/x(i—x){i-h/^-lx)(i 


p 



I 

^■i\//(T- 

-e)^-^p 

—  e  H-i 

Q 

v/v/(.- 

e  )'-+-/*  + 

-  e  — I 

/V/c- 

-e)'^/^- 

—  e-r-l    , 

r 

'       \/(  i  —  x)(\ 


-{-kx)  { I  —  Ix) 
\J  X  dx 


/eî-H/î— e  '  "  sj e"- -  f- ^  e 

est  remplacée  par  la  suivante  qui  est  beaucoup  plus  simple  : 

„  J  \  —  (<?  -H  if)  sin^o       y/a/    /        .    /    ,        '>''  „.        2e  —  2 
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les  varial)les  étant  liées  par  l'équation 

—  -   '  I  H 10  —  to- 


On  va  voir  que  la  question  devient  encore  plus  facile,   si   l'on 
part  de  l'intégrale 

J   \/'^{x  —  a  —  ib) 

-où  X  est  un  polynôme  à  coefficients  réels  de  degré  quelconque  /î, 
U  désignant  une  fonction  rationnelle  de  la  variable.  11  suffit  alors 

fi j 

d'employer  la  substitution  élémentaire  x  =^ qui  ramène  le 


n^  i 


radical   J  x- -^  i    à    la    forme    rationnelle  — ^^--    Qu'on  fasse  en 

^  b{t^—\)  .     ,  .,  h(t—iY 

etlet  :r  —  a^=--  »   ce    qui    donne    x  —  a  —  ^o  = ; 

2  f  *  it 

on  aura  aussi 

\J  X  —  a  —  ib  \   1        fJ'f 

,  •  T         , 

Désignant  par—,  où  T  est  un  polynôme  du  degré  in  en  ^,  la 

transformée  de  X  par  la  substitution  considérée,  et  par  T,  la  trans- 
formée de  U,  qui  sera  une  fonction  rationnelle  de  t,  nous  aurons 
immédiatement 

n  — 3 

Soit  n  ^  2,  ce  qui  donne  l'intégrale  elliptique,  on  pourra  écrire 

T,(it-i-  i)dt 


-V!/^ 


c'est  bien  la  réduction  aux  intégrales  hyperelliptiques  de  première 
classe,  puisque  T  est  un  polynôme  de  quatrième  degré  en  t. 


t  DU  CATION  AL    TIMKS 


(Questions  proposkks.) 


ToMt:  XLIV 


Ouestion  Slf)i.  —  Dénidiiiirr 

>  i  n  a  d.r 


=  ~  X  —  n-. 


X  cos  a  ■+-  X'-         '2 


(  hi  désigne  pai-  //  U'  |tliis  grand  noinhre  enlier  par  excès  ou  par 


di'faut  dans  —  • 

(Solulion  j)ar  Aillinr  Hill  Curtis.) 

TOME  XI.VI. 
Ouestion  80GO.  —  Prouvei-  que  linU-grale 

^0 


dx 

X 


(  I  -^  j^y 


I  H- 


a 


a    loiijours   la   même   valeur  quel  que  soit  l'exposanl  n,  à  savoir 
(Solution  par  le  professeur  Catalan.) 


logrt 


Question  80IO.  —  Trouver  l'expression  la  plus  générale  d'un 
|)olvnomc  F(:rj,  de  degré  2/»,  tel  qu'on  ail 

(1)        x-'-''^^  (-)  =  F(^),         (2)    (:r4-i)2"' f(^^— -  )   =2"'F(a:). 

(Solution  par  l'Auteur.) 
1.  F(x)  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  x.  En  elFel, 
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changez  dans  (2)  ;r  en     >  on  a  après  avoir  chassé  le  dénominateur 


X 


(a~-hl)2'"  F  (  —  -^ ^j    =  •2'"3*2//(  F|    1  ), 


donc 

'  I  —  ,/• 


2'«  F(a7)  =  (.r-i-i)2"'  F[ 


I  -^  X 


el,  si  vous  faites =  z.  vous  avez,  en  effet, 

F(-^)-  F(z). 

2.  Je  dis  que,  si  F(a7)  s'annule  avec  x^  il  contient  le  fadeur 

.      x°^{\  —  x'^f. 

En  effet,  soit  dans  (2)  x  ^^q,  vous  en  concluez  F(i)  ^  o;  jjar  con- 
séquent F(.'r),  qui  ne  contient  que  des  puissances  paires,  admet  le 
facteur  37- (1  — x-). 

Soit  donc  F(:r)  ^^  x-[\  —  x^)  G(,r),  (1)  vous  donnera 

par  conséquent  G(jc)  s'évanouit  pour  ji ■  =  i ,  ^\  x  =1  —  j . 

3.  Soit 

Y{x)  =  a'n'i  — ^-)-  H(.r): 

le  nouveau  polynôme  H(:c),  en  vertu  de  (i)  et  ('^),  remplit  les 
conditions 

par  conséquent  H(^)  reproduit  les  équations  caractéristiques  (i) 
el  (2)  en  y  changeant  m  en  ui  —  \. 

4.  Soit 

Fif.r)  =  F(.r)  — A(a"2-r-i)'". 

A  étant  un  coefficient  constant  arbitraire,  on  vérifie  facilement 
qu'on  a 

a;2mF,(-Lj  =F,(.r),         (  .r  h- i)^"' Fj  (i^^  j  =2'«Fi(a~). 
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Disposant  ilonc  <)e  A,  de  manit'rt'  que  F,  (.r)  s'annule  pour  .r  =  o, 
on  le  ramène  ainï.i  au  proiluii  «1  im  polynôme  de  ni«Mne  nature  de 
degré  2(m  —  4)>  nudliplié  par  le  (acteur  ^-(i  —  x^)-.  iJonc  de 
proche  en  proche  vous  parvenez  à  l'expression  cherchée,  à  savoir 

F(x)  =  \(x*-~  \)^"'  -T-  rî(i  —  ^')î  B(xî-+-  I)'"   ♦ 

-t-  T»(i    -.*•*)*  Cfar*-(-  I  )"'-«-H.  ..-i-T*'(i  —  j:*)»'  L(a?*-t-  i  )'"-♦'. 

Si  Ion  (Iciiiiimlo  1rs  polvnoines  qui  satisfont  aux  conditions 
x-'"'  K  (  i  j  =  F (  j-  »,         (  j-  -+-  1 1*'"  K  [~^  )  =  —  2'"  F ( j-), 

on  reniar(pie  <|ue  ces  |)olvuonies  s'annulent  pour  les  valeurs  qui 

donnent  =  x,  c'est-à-dire  x^-t- 2 a* — 1  =  u,   El  couune  dans 

I  -H  or 

ce  second  cas,  comme  dans  le  précédent,  K( — x)  =z¥{x';,  vous 

avez  aussi  le  farte  u  i- .r- —  2X  —  1  ;  on  pont  donc  poser 

F{x)  =  {af^^  2x  —  i)(x-—  xx —  \)Ç,{x)\ 

cela  étant,  on  obtient  sans  peine 

a^î'/i-icfi]  =G(:r),         {\^xf»'-^Q,(^-^^\=-).'>'--^Ç.{x), 
ce  sont  les  conditions  (i)  et  (2),  en  y  changeant  m  en  m  —  2. 

Question  S088.  —  Déterminer  la  valeur  de  linlégrale 

J=    /      co\.(  X -r- ai)  dx, 

«-  0 

a  désignant  une  quantité  réelle. 

(Solution  par  lAuteur.) 

On  a 

cot  X  =  —r- —  =  Dx  loc  sin  o;; 
i^mx 

l'intégrale  indéfinie  est  par  conséquent 

log  «in(^ur  H- rtt),         soil         sin  (a^ -i- at )  =  R  e'^, 
R  et  0  étant  des  quantités  réelles.   Le  module  R  est  une  fonction 
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de  :r  à  sens  unique,  c'est  la  quantité  positivé,  obtenue  par  la  con- 
dition 

s\n(x  -i-  ai)  sin(x  —  ai)  =z  R-. 

Pour  ^  =  —  et  ;r  =  G,  soit 

i  . 

sin  (  —  -H  ai]  sin  ( ai  1  =  cos{ai  )  cos( —  ai)  =  cos^ai  —  Rj, 

vous  en  concluez  R|  =  cosai,  quantité  positive  ;  puis,  pour  x  =  o, 

sin  (  ai)  sin  ( —  ai)  =  R^, 

c'est-à-dire  R'^  =  —  sin-{ai);  bref,  la  partie  réelle  de  J  est 

R        I  ,      R  î        I  ,  .    . , 

Ko  i  Ko  -i 

Le  point  intéressant  est  la  déteiniination  précise  de  9.    Voici 
comment  il  faut  opérer. 

La  relation  que  je  viens  d'employer, 

log  sin  (a:  -î-  ai)  =  logRi  -+-  «0, 

me  donne,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  rc, 

col(a7 -i- ai)  =  D.t  log  R -I- « -T— • 

Cela  étant,  le  premier  nombre  peut  s'écrire 

2  cos  (a? -+- ai)  sin(  j'  —  ai)  sin  237  —  slndai) 

col(x^  ai)  =  ^ ^-^ ^'  =  -— .— — !^ A- 

•2  sin{x  -h  ai)  s\n(  X  —  ai)        -i  mocl-  sin (  a;  -)-  ai) 

Ajant  séparé  ainsi  la  partie  réelle  el  la  partie  imaginaire,  j'obtiens 

.  dd  i  sin(  2 ai) 


dx  i  niod- (X  ^  ai) 

ou  plutôt  sous  forme  réelle 

isin(2rti)  I     r      2aisin(2ai)     "1 

■X  niod-(2  -H  ai)        -la  [  mofl"^  sin(:r-r  ai)\ 


d^ 
dx 


La  quantité  entre  crochets  est  essentiellement  positive;  donc 
l'angle  0  croît  avec  x  si  a  est  >•  o,  et  décroît  si  a  est  <  o.  Or,  on  a 


sin  (a?  —  ai) 
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I*onr   .r  =  «),   e-''*  =  — i,  j'adopte   hi   valeur  0  =  -.   cela   élanl    i-l 

X  croiss.iiil   i|  iiiK'   iii.tiiifre  contmiitî  île  .r  =  o   à    .r  =  — ,    0   v.iiif 

ainsi   du  lit;   iiiuiiicrc  coutiiuir,  «-l  eu  t  roissanl,  si  je  suppose  pour 
fixer  les  iilt'-r^  qup  //  soit  >  o,  jusqu'à  la  valeur  0'.  qui  donne 


^î/0  = 


sin  1  —  -H  ai  I 


=  I, 


par  conséquent  0=-. 

I^a  diirérence  0 —  0  =  -  prouve  (|ue 

J  =  -  log  [ —  col*  (  ai)  \  ->t-  i  -  , 
pour  a  >  o,  etc. 

(Jiiestin/t  8717.  —  Prouver  que  l'expression 

.7T        I 


se  ramène  à  celle-ci 

A  -iii  j-  -H  BDj:  su  a:, 

A  et  B  étant  des  constantes. 

Trouver  les  valeurs  de  ces  constantes. 

(Solution  par  le  professeur  Malhews,  B.  A.) 

TU.MI-:  XLVII. 
Question  88G3.  —  Déterminer  les  intégrales  délinies 

dx  r^^-'  d.r 

(  X -h  p  )  /    _     s'\n  (  X -^  p  ) 

2 

en  supposant  que p  soit  une  quantité  imaginaire  quelconque. 

(Solution  par  l'Auteur.)   . 

La  détermination  de  ces  intégrales  définies  s'obtient  comme  con- 
séquence des  résultats  suivants  auxquels  conduisent  finalement  les 
méthodes  élémentaires. 


r ^ 
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Soll  a  une  qiiaiitilé  réelle,   positive  et  dilTérente   de  zéro,  on  a 


r""  dx  r^         dx 

I)  /  ^—. :—     =+    /  ^— ^=2log 

J^         SI  11(2^  —  la)  J^         ?,\n{x  -\-  la  ) 


I  -4-  e- 


f 

0 

sin 

{X- 

ia  ) 

/ 

71 

71 
2 

dx 

/ 

sin 

\x  - 

ia) 

— 

"ï 

(11)        /  ■    ,  " ^— :  =—  /  ■    .      — ^-  =  4iarc  lange-«. 

Remarquons  ensuite  qu'en  remplaçant  a  par  une  vaiùable  ima- 
ginaire a.-\-ip  dont  la  partie  réelle  soit  positive  et  différente  de 
zéro,  et  par  conséquent  dans  toute  la  région  au-dessus  de  l'axe  des 
abscisses,  les  diverses  intégrales  définies  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  de  cette  variable.  Observons  maintenant  que  z  étant  à 
l'intérieur  d'une  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité  et  dont  le 

centre  est  à  l'origine,  la  fonction  log —  et  arc  tang  :;  sont  aussi 

holomorphes.  Or  on  obtient,  en  posant  z-  =  e~^,  des  valeurs  qui 
remplissent  cette  condition,  et  l'extension  des  relations  (I)  et  (II) 
à  toutes  les  quantités  a  =  a  H-  f'j3,  où  a  est  positif  et  différent  de 
zéro,  est  la  conséquence  immédiate  de  la  proposition  bien  connue 
de  Riemann  :  Deux  fonctions, \inifoimes,  holomorphes  ou  n'ayant 
dans  une  aire  donnée  que  des  discontinuités  en  nombre  fini,  sont 
égales  en  tous  les  points  de  cette  aire,  si  elles  coïncident  le  long 
d'une  ligne  de  grandeur  finie. 


TOME  XLVllI. 

Question   9072.   —    On    demande   de    prouver  que   l'équation 

transcendante 

■  'a- -h  rt -1-1)2-1-1  ; 


.-=i- 


{  X  -^  a  —  i)--*-  I 


où   a  désigne  une  constante   réelle  quelconque,   n'admet  qu'une 
seule  et  unique  racine  réelle  de  mémo  signe  que  «,  et  moindre  en 

valeur  absolue  que  le  logarithme  népérien  de  s/^  H-  i . 

(Solution  par  A.-R.  Johnson  et  D.  Edwardes.) 


V.\T\\  MIS 


1»K 


QUEi.on-s  I ithu.s  dk  m.  cii.  heumiti: 

A  M.  S.   imnciikhlh:. 


Annali  di  Mate/nadca,  3*  série,  l.  \.   r')ot,  p.  J7-72. 


•  Pdiis.  le  10  mai  1900. 

...    mon  ti'aviiil  loticlic  de  prrs  au  votre,  puisc[u'il  concerne  la 
relation 

/(a  +  .r)  =  /(a)  +  ^A/(rO-^^^^~'^AV(«)+--- 

ilans  les  cas  où  elle  a  Heu,  et  où  je  suppose  Art  =  1 .  Elle  donne  le 
tvj)e  de  ces  fonctions  ([ui  sont  complètement  définies  par  les 
seules  valeurs  entières  de  la  variable  et  vous  remarquerez  son 
caractère  essentiel  de  conserver  la  même  forme,  lorsqu'on  prend 
soit  les  dérivées,  soit  \ss  différences  finies,  par  rapport  à  a,  de  sorte 
(ju'une  seule  égalité  donne  naissance  à  une  infinité  d'autres.  \  oici 
celle  que  j'ai  obtenue;  elle  se  rapporte  à  la  fonction  gamma  et 
fournit  une  expression  de  son  logarithme,  d'une  tout  autre  nature 
(pie  la  formide  classicpie 

iogr(i-T-  x)  =  —  Cx  -+■ 


S-,  3-2  S3X3 


qui  suppose  le  module  de  la  variable  inférieur  à  l'unité,  et  où  les 

coefficients  S,.  =  1  -] \-  - — h---  sont  des  transcendantes  numé- 

2"         3" 

riques.  La  méthode,  comme  vous  allez  voir,  est  on  ne  peut  plus 
facile;  elle  a  son  point  de  départ  dans  la  formule 

H.  —  IV.  34 


ciy 

y 


dv 

e"y—  ey)  — , 

y 
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J'en  lire  d'abord  la  relation 

log  r(«  -^  .^)  -  log  r(« )  =J     Y    ^^_^ T  ^.vj 

el  je  remarquerai  que,  pour  x  ;=  i ,  on  a 

Alogr(a)=   f     (, 
puis,  par  un  calcul  facile, 

.  '  y 

en  prenant 

Aa  =  I. 

Cela  étant,  j'écris 

e-rr=  [j  _i_  (e.v— !)]■'■=  I  -^  -(ey—  i)  -^  ^  '^  ~^'  (ey  -  r)2-H, .., 

série  convergente,  la  quantité  i  —  e^  étant  moindre  que  l'unité, 
puisque  la  variable  est  toujours  négative  dans  l'intégrale.  Nous 
avons  ainsi 

e'y —  I  .r(x  —  \)  , 

=  X  -{ (  e.^'  —  1  )  -I- .  .  . 

ey  —  I  I .  i  , 

x(.x  —  I  ) .  .  .  (  .7-  —  n  -f-  I  ) 

H ï^ ^ (  ey  —  I  )''-!  -f- .  .  . 

i .1. . .n 

et,  par  conséquent,  , 

log  Y  (a  -+-  x)  —  log  V(a)' 


^  dy        x{x  —  \)     r  ^  dy 


f     ,                  .  dy        x{x  —  \)    f 
=  X  (  e"y—  ey)  -^  H / 

J_„  y         i-'^     ./_ 


x(x  —  \) .  .  .  ( X — n-h\)     f  ,  dy 

-\ ! /      e"y{  e>  —  I  )«-'  -^ 

i.i...n  J_^  y 

et  enfin,  d'après  la  remarque  précédente, 


log  V{a^x)  —  logr(a) 


,log  l^(«)  -f-  ^^^ i-^AMogr(a)H-. 

x(x  —  \^  .  .  .  ( X  —  n  -H  I  ) 


i.'i.  .  .11  ° 


A"  log  T{a) 
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OU  l)ien 

X  {  X   —  I  I 

Ing  l'i  a  -^  J"  I  —  \o'^  \\n)  z=.  T  loga  H A  lo;;a  -+-... 

r(T  —  \s..At  —  n-»-i)         ., 

-i -A"    '  losa -^ 

1 . 7.  ...  « 

Il  esl  clair  (jue  a  doit  èlre  su[)|)osé  positif  pour  que  les  iiilt'- 
grales  aient  un  sens;  cette  condition  achnise,  la  convergence  esl 
démonlrêe  comme  conséquence  de  la  formule  du  binôme  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  x.  Vous  vo_)ez  qu'en  faisant  r7=  i 
afin  d'obtenir  log  I'(  i -f- j:),  le  calcul  des  coefficients  se  lait  bien 
aisément  et  par  de  simples  soustractions  avec  une  table  de  loga- 
ritbmes.  Sous  forme  explicite,  on  peut  écrire 

I         t-/  -rCj-—  l)l  X(X  —  \){X  —  ■!) 

logrC  I  -^  X)  = lOg  2  H -(lojï  i  —  -2  log  -2) 

H ,    .    ..    , (log  4  -  3  log  i-4-3logv.) -+-... 

et  j'observe  surtout  qu'ils  sont  tous  de  même  nature,  tandis  que 
les  quantités  S^  s'expriment  par  les  puissances  de  t:  si  n  est  pair 
et  représentent  pour  //  impair  des  iranscendanles  plus  complexes. 
Je  n'écris  pas  les  égalités  semblables  qu'on  obtient  en  prenant  les 
dérivées  par  rapport  à  a\  je  remartpie  seulement  que  la  difTéreiice 
finie  donne 

.27  X  (  X  —  I  ) 

a-i-x)  =  lojta-t-  —  Alosra-t-  — '■ A-  lojra  -i-  .  . . 


log(a  -4-  x) 


1 .1 


et  que,  en  prenant  les  dérivées,  on  obtient  les  éléments  simples 
des  fonctions  uniformes  d'une  variable.  Mais  leur  expression,  par 
la  formule  d'interpolation  à  laquelle  on  serait  ainsi  amené,  n'a  lieu 
qu'en  supposant  la  variable  positive  et  sous  la  restriction  que  les 
pôles  soient  représentés  par  des  quantités  réelles  négatives,  ou  par 
des  imaginaires  ayant  leur  partie  réelle  négative,  c'est-à-dire  que 
les  pôles  se  trouvent  tous  dans  le  demi-plan,  à  gauche  de  l'axe  des 
ordonnées. 

Paris,  ig  mai  1900. 

.  ,  .  \  oici  une  généralisation  qui  va  faire  disparaître,  s'il  existe, 
tout  le  prestige  du  cas  particulier  de  logr(a7).  Je  considère,  avec 
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Laplace  el  Abel,  les  fonctions  définies  par  Tégalité  suivante 

et  je  remarque  qu'on  en  lire 

ce  qui  donne,  pour  ^  =  i , 

(2)  A    ^{a)=   f    c3(jK)(e>  — i)    e'^y  dy , 

puis 

(3)  A"«i'(a)=/      ^{y){ey —x)'' e«-y  dy. 

J'admettrai  que  la  première  relation  ait  lien  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  :r;  il  en  sera  de  même  de  celles  qui  suivent 
sous  la  condition  de  «  >>  o.  Cela  étant,  on  aura  celte  expression 
par  la  formule  d'interpolation  de  Newton 

^(«-{-.r)  =  <ï>frt)-^  -  A*(<7)  -4-  ^  "^y  "  A2  *(a)  -+-.  ... 

Elle  s'établit,  en  effet,  en  parlant  encore  de  l'identité 

e-o  =  (i4-e.v — i)-f, 

el  de  la  série  convergente  qui  en  résulte 

X  t{  X  —  I  ) 

(  4  )  e^y  =\^  —  {ey—\)-. (  e-^'  —  0^  -+-  •  •  • 

si  Ton  suppose  x  positif  et  y  négatif,  en  sorte  que  e-^' — i  soit  en 
valeur  absolue  inférieur  à  l'unité.  Nous  pouvons  ainsi  l'employer 
dans  l'intégrale 

/     '^{y)[ ^■'■•''  —  ' )  ^"•'*'  dy 

•-'   OO 

et,  au  moyen  des  égalités  (2)  et  (3),  en  conclure  sur  le  chan)p  le 
résultat  annoncé. 

Une  conclusion  semblable  a  lieu  si  l'on  considère  la  fonction 

'iHx)=j      [^iy)e^-y-^<fi(y)]dy, 
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car  on  a  comme  lonl  à  riieiiic 

Soit  encore 

*(^)  =  /     {'?(y)  e-'^' -^  ^ oi{  V )  -+-  'fiij' )]  dy  : 

nous  trouverons  dans  ce  cas 
Il  vient  |)ar  suite 

|)uis,  à  parti  1-  de  /J  ^  2, 

^"^{a)=|      o(y)(ey—i)"e"ydj. 

Cela  étant,  l'emploi  de  la  série  (4)  donne  de  nouveau 


^(a)-^"^ ^A2*(a: 


«ï»(a-l-a:-)  =  *(rt)-i-  -A<l>(a)-4-  "^^^^ ^  A'^^fa) 

I  I  .  i 


Cette  formule  s'applique  au  terme  complémentaire  J(^)  de  la 
série  de  Stirling,  dans  la  relation 

log  r(r)  =  (x ]  loga:  —  X  -+-  log  spXT.-^  J(^), 

puis(|u"on  a 

i{x)=  /      e-r.v  ^— — ^! ^- dy. 

Mais  alors  s'introduisent  les  différences  successives  de  la  quantité 

J(a-i-i)  —  J(aj=  (a-\ —  j  log  (a  H-  i)  —  (a \  loga. 

On  peut  aussi  l'employer  pour  logT(a7),  d'après  la  formule 


^ 
^ 


et  retrouver  l'expression  plus  simple  à  laquelle  j'étais  parvenu,  où 
entrent  seulement  les  différences  de  log«. 
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Sainl-Jean-de-Luz,  le  S  juin  1900. 

...    J'iijouterai    une    remarque  concernant   la    fonction  <ï>(\z'), 
définie  en  posant 

et  pour  laquelle  on  a  la  relation 


1 .2 
Je  nose 


1=1    <i>(a  -h  X)  dx, 


ce  qui  sera  l'intégrale  de  Raabe  généralisée,  et  j'établis  que  pour  a 
très  grand  la  valeur  asjmptotique  de  <ï>(«)  est  donnée  par  l'ex- 
pression 


Soit,  à  cet  eflfet. 


/—  -A«ï»(a). 
2 


<I>(a)  =  /—  -A*(«)-^/(a); 


les  égalités  suivantes 

J    <l^(a  +  x)dx  =  1     Lav«p(j)fl^^  U  + •^V^,(jK)  +  «p2(r)  Kr, 

♦^—  go 

conduisent,   pour  ce  terme  complémentaire  à  I{a)^  à  la  formule 

I{a)=  j      e"y  ^{y) ■ ■ dy. 

La  variable  y  étant  négative  dans  le  champ  de  l'intégration, 
vous  voyez  que  I{a)  s'annule  en  supposant  a  infini;  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  énoncée,  si  connue  dans  le  cas  de 

*(a)  =  Iogr(a). 
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Je  (lois  à  M.  Lerch  la  reinai'(jiie  iin|jortuntc  que,  >i  IKii  inU'-gre 
enire  les  limites  x  =  o  el  u'  =  i  l<*s  deux  niemhres  de  It-j^alilt-  dont 
je  lui  avais  donné  coinniunicalion 

JC  JC  i  3C  1  ) 

loj:  \'{a  -^  X  )  =  log  Vin  \  H 'oga  H A  loga  —  .  .  . . 


et  (|u'on  pose 


on  eu  lire,  en  reniartiuant  que  x,  :^=  —-, 

log  r(a)  =  J logrt  —  a.j  A  loga  —  a^  A-  log  a  —  .... 

Ce  résultat  est  fort  remarf|uable ;  Il  met  en  évidence  la  valeur 
asunplotiqne  de  log  r(^/)  représentée  par  la  quantité 

,  /  I  ^  

J loga  =  (a  —  -  j  loga  —  a  -f-  log  \/-2-, 

et  le  terme  complémentaire 

J(a)  =  —  a,  A  log  a  —  a;,  A-  log  a  — . .  ., 
s'exprime  par  les  différences  de  loga,  au  lieu  des  différences  de 

(a-t —  jlog(a-i-i)  —  ia j  loga, 

aiix(pielles  j'avais  été  amené. 

Il  ouvre  (le  plus,  m'a  écrit  Téminent  géomètre,  la  vole  pour 
obtenir  la  composition  des  nombres  de  Bernoulli  avec  les  quan- 
tités a„. 

Mais  j'ai  cherché  autre  chose,  je  suis  revenu  à  la  fonction  plus 
générale 

«y —  œ 

et  à  la  relation 

<ï>(a)  =  /—  -A*(rtjH-  /(a). 

En  écrivant  le  terme  complémentaire  de  cette  manière 
r(a)=  f    e<'yo(y){^—^—(î-~-i\\dy. 
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j'ai  recours  à  la  série  suivante 

z 


lo.g(i  +  ^) 


lOi 


qui  est  convergente  lorsqu'on  suppose  le  module  de  z  inférieur  à 
l'unité.  Soit  i  +  :;  =  e>',  on  en  lire  l'égalité 


y 


I  =  (,j,  ( e.i  —  I  )  -1-  wj (  e.>  —  I  )2  -4- .  .  . , 


valable  par  conséquent  pour  j'  négatif;  en  remarquant  que  le  coef- 
ficient t>ii  est  égal  à  -»  il  vient  ensuite 


ey  —  I        /  er  —  i 


[  j  =  —  co2(t'.'  —  \)'—  tx)-i{ey  —  i)^  — .  .  ., 


,,.0 


y 

et  l'on  en  conclut 

Il  faut  |H-endie  dans  la  somme  du  second  membre  /i  :=  2,  3,  ... 
en  excluant  la  valeur  /i  ^  i ,  nous  avons  donc 

/(«)=  — WjAî  <l>(a)  —  t03  A3  <ï>(a)—... 

_A2<ï'(<7)         A3<î'(a)         loA'-^l'a)         SAS^fa) 

12  l\  '  720  160 

Cette  formule  généralise  la  relation  de  M.  Lercb,  elle  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  a  et  j'observerai  que  les  coeffi- 
cients (ji„  se  ramènent  à  a„,  au  moven  de  l'égalité 


f 


1 

{{^  zY  dx  = 


log(H-5)' 


en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  de  z. 

Je  sors  ainsi  de  la  question  d'interpolation  que  j'avais  en  vue, 
mais  en  restant  dans  le  domaine  des  séries  où  entrent  les  diffé- 
rences finies  d'une  même  fonction.  Bientôt  j'y  reviendrai.  ,  .. 


Saint-Jean-de-Luz, le  10  août  1900. 


Je  viens  vous  mentionner  une  application  de  la  formule  d'inter- 
polation à  la  fonction  "(.{s)  de  Riemann,  ou  même  à  l'expression 
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plii^  géotTcile  (|iii  A  l'ié  l'ohjol  des  beaux  travaux  tic   M.  Leicli  <'i 
(If  M .  Melliii,  à  savoir 

R(rt,  S)= H 1 H.  .  .. 


I )*        (a  ^  1) 
(  )u  .1,  coniuie  vous  savez, 


mais  il  existe  une  autre  formule  dont  je  fais  usage,  et  que  je  tire 
de  la  relation  donnée  |>ar  Abel 

r'  .  ,  \„  r"  f{a-ix)  —  f{a~-ix)   , 


SoiL 


/(-)=i^ 


on  en  conclut   ("expression  suivante,  qui  est  d'une  grande  inijior- 
lance, 

I  I  r' 

(U      R(rt,5)=  —,  -^ r+/ 


I  I  Cia  —  ix)--^ — (a-^ix)-^    . 

dx 


Elle  conduit,  en  effet,  à  l'extension  à  tout  le  plan  de  la  série 
cjui  n'a  d'existence  qu'autant  que  la  variable  s  est  supérieure  à 
l'unité.  Elle  montre  (|uc  cette  série  donne  naissance  à  une  fonc- 
tion uniforme,  si  l'on  convient  de  prendre  dans  l'intégrale,  pour 
toute  valeur  de  s,  ce  que  Ton  nomme  la  détermination  principale 
des  puissances  {a  —  ix)~^  et  (a  +  ix)'^.  Elle  fait  voir  encore  que 
cette  fonction  uniforme  a  un  seul  pôle  ,v  =  i  provenant  du  terme 

-:  le  développement  en  série 

{s  —  ija^    '  '  ' 

•V  —  I  . 


losa 


.v-i  ._l  ^ 


(5  —  \)a 

suffit  ensuite  pour  établir  que   la   différence   Rfa,  s) est 

une  fonction  bolomorphe.  J'observerai  en  dernier  lieu  qu'ayant 

— =  —  D^  lo^rf  I  —  e-2iî'^), 
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on  peut  écrire  ati  moyen  d'une  intégration  par  parties 


i 


{a  —  ix)~^—  {a  -+-  t.r )-•■•■ 


dx 


= i-    /       [(a  — J.r)-^-'-4-(rt  +  fa7)-^-i]lo2;(i  — e-27tJ)<i3-, 


et  conclure  de  cette  nouvelle  expression 

R(«,.v)  =  - \     .    ,   H : 

^       (s  —  I ) rt-^   '        2a' 

—    /      [(a  —  t:r )•-*"-•  —  (« -i- ta:)---']  log(i  — e -"-'^')  rfar, 

*-  0 

les  deux  premiers  termes,  trouvés  par  M.  Lerch,  du  développement 
de  R(«,  5)  suivant  les  puissances  croissantes  de  .s\  Nous  avons,  en 
eflfet, 

!- — —  H :  = a-\-  s\[a )  log«  —  «     H- . .  • , 

(5  — i)a^-'        art*        2  LV  2/  J 

en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures. 
Remarquant  ensuite  que  l'intégi'ale 

—    /      [(«  — t>)-i -h  (rt -t- «>)-']  log(i  — e-2'tJ')</j7, 

2  71  .  /„ 


revient  a  la  suivante 


1      Z'*  alogd  — e-^Tï-'-) 


a^^x^ 


dx. 


qui  est  précisément  le  terme  complémentaire  changé  de  signe  de 
la  série  de  Stirling,  nous  avons  l'égalité 

R  (  rt ,  s  )  = (^/  -K  ,v     (a j  I  o  g  a  —  a 

-I-  v    log  r(rt  )  —  f  « I  logrt  —  a  —  log  v^^TT    , 

et  en  réduisant 

R(«,  a)= a-h5[logr(a)  —  logy/^Ti]. 

A  ce  résultat  il  convient  de  joindre  celui  qu'on  tire  de  la  for- 
mule 

R(a,  5-f-i)= DaR(a,  A-), 
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en  (iJlFt-renlianl  la  relaliun  prétMnlenle  par  r.t|)()Orl  îia.  Nous  oble- 


nf»ns  aiDSi 

OU   hien  en    clian^^canl    .v  en    s  —  i.   oi   par  conséquent    pour  des 
valeurs  de  l.i  \anal)le  voisines  de  riinité 

«/                    '            r'(a) 
R(a,  s)  = ', 

comme  l'a  encore  trouvé  M.  Lerch. 

Vprès  ces  remarques,  j'arrive  à  la  conséquence  à  tirer  de  l'équa- 
tion (i)  relativement  à  la  formule  d'interpolation.  Elle  découle  de 
la  transformée  de  l'intégrale 


r 


(I  —  ix )-•-■  —  (\-^  ixY^ 


dx. 


qui  s'obtient  en  faisant  x  =  a  tang'j,  et  au  moyen  des  égalités 


I  -+-  i  tangtt  =  -— , 


1 

I  -T-  e- 


1  —  j  lane  o  =  —' 

*=  ■         I  -+-  e-''^ 


Cette  transformée  est,  en  effet, 


ir 


1  r'fi -4- é'2'?).«— (i-+- e-2''(p).-- 

ï-a"-'  J^  /(e-~"'«"e'-?—  i)  ^' 

de  sorte  qu'en  faisant  pour  abréger 

0 

,  /""  sm  ■!  ii'i  d'Ji 

"  ~J^     cos2ç(e2'î"'a"=?—  I)  ' 

on  est  amené  à  la  relation  suivante 

il)     K{a,s)=- ' ^-^H '- T-J, 


s(  s  —  1 

I  .2 


J, 


C'est  l'expression  par  la  formule  d'interpolation  que  j'avais  en 
vue  d'obtenir,  mais  elle  suppose  essentiellement  la  convergence 
du  développement  de  (i  +  e^'?)^,  et  n'est  démontrée  que  pour  des 
valeurs  positives  de  la  variable. 
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PernieLtez-mo.i  encore  une  remarque  sur  celte  question  difficile 
autant  qu'imporlanle  de  la  représentation  analytique  de  la  fonc- 
tion R(<7,  s). 

Revenant  à  la  formule 

I        f  e-«-^ 37^-1  d.r 


I  —  e- 


j'en  lire,  en  y  joignant  les  égalités 

'  I       r°° 

la  relation  suivante 

R(a,s)  — =  - /      «-"•^ar"-' ]  dx. 

^         '       (5  — i)a''-i       la^       ^  (*)./()  \i--e-^       x       i) 

Cela  étant,  j'emploie  en  j  changeant  x  en  —  x,  la  série  dont 
j'ai  déjà  fait  usage,  elle  devient  ainsi 

= y-  -  -^  (01(6--^— i)  -H.  .  .-h  aj„(e--^—  i)«-l-.  . ., 


I  —  e  ■'        X        i 


et  au  mojen  de  l'égalité 

I  I        r" 

A"  —  =  — — —    /      e-"-''(e-'  —  i)"  a---i  dx. 

j'en  conclus  immédiatement  le  nouveau  développement 

R(a,  s)  — H h  WjA 1-  0)2  A2 h. 

^       (  5  — !)«*-!        -2  a*  a-'  a< 


+  _L^3_L_  J9_^,i_^  JLa.-L-.. 

24       a-"        720       a'         ibo       a'" 


24  août  1900. 

Je  viens  de  remarquer  qu'une  généralisation  bien  facile  de  l'in- 
tégrale 


r"  (a  —  ix)-s~{a 
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contliiil  encore  à  nue  a|>|)lioali()u  de  la  fonmile  (rinlerpolalion  de 
Newlon.  Ne  mêlant  pas  servi,  en  elle!,  de  la  forme  |)arli»iilière  de 

la  (iiianlit**  »  il  est  clair  iprou   ix'iil   tiMitcr  de  même  lex- 

pression 

6  (  X  )  [  (  a  — *t  jr)-*  —  (  rt  -f-  t>  t   '  J  </j". 


«^0 


Mais  afin  de  ne  pas  complèlemenl  me  ré[)éler,  je  poserai 
e(s)=  I      0(a:)(a-t- ia-)--rf.r, 


et  la  siibsliliilion  x  =  a  tango  donnera 


7t 


0  (  a  tans  o  )  (  i  -+-  e  2'?  )-' 


B(*)  =  — — -    /      -^ -c/o, 

cela  étant  si  l'on  écrit 

nous  avons  i  éj^alilé 

.«  ,          sis  —  I )  - 
(•>.«)•-■  H(^A-)  =  JoH Ji  -i J-2-4-.  .  • 

I  I  .  '2 

c|ui  se  trouve  établie  av(;c  la  restriction  de  5  positif.  Une  remarque 
maintenant  sur  les  coefficients  J„  (|ui  figurent  dans  celle  formule. 
Le  premier  Jq  est  seul  indépendant  de  a,  si  l'on  suppose,  ce  que 
j'admettrai,  que  la  fonclion  h(x)  ne  contienne  pas  cette  quantité. 
Nous  avons,  en  effet, 

'  0  (  a  t  a  II  jï  œ  )  rftp 


COS-'J 


Les  autres,  comme  je  vais  le  faire  voir,  s'exprimenl  tous  expli- 
citement, sous  une  formule  simple,  au  moyen  de 


eCi)=/      (i(x)(a-i- ix)~i  dx 


'0 

=  ;(Jo-J.)- 
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Qu'on  fasse  en  effet  pour  un  moment. 

<s{s)  =  (■lay  6(5), 

il  est  clair  que  J«  sera  la  différence  finie  d'ordre  n  de  cette  fonc- 
tion, pour  5  =  o,  en  prenant  A^  =  i .  Désignant  par  n,.  /i>.  ...  les 
coefficients  binomiaux,  nous  aurons  donc 

J„=  (p(«)  —  m  'i{n  —  ij  -+-  nj  o{n  —  -2)  — .  . .-+-  (—  i)«  cp(o), 
OU  bien,  si  nous  renversons  l'ordre  des  termes, 

(—  0"  3„  =  'f  (oj  —  ni  o(i)  ^  «2 1?(2)  — . .  .^  (-  I)"  o(n). 
Cela  étant,  soit 

=  6(1); 
on  en  conclura,  pour  un  entier  /r  quelconque, 

de  sorte  que  nous  pourrons  écrire 

«l?(l)—   A22  0(2)^...+  (-l)"-lç(rt) 

.        N*/     ^  /        X,  D«*(a)  ^        ^    Dr'*(a) 

=  rt,(2«)cî>(a)  -\-ni(-2ay-      ^^^^^^     ^...-{-la)"       j,^^^^       • 

J'observerai  que  le  second  membre  de  cette  égalité  est  le  coeffi- 
cient du  terme  en  —  dans  le  produit  des  deux  facteurs 


^  '  ■    J  1^(2,  Vin) 

i^ous  avons  donc  la  formule 

(— i)''J„  =  4>(o)-F(rt), 

où  F  (a)  représente  le  résidu  correspondant  à  la  valeur  ^  =z  o,  de 

l'expression 

/         ■>a\  " 
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c  Cil  le  rcsullul  aiHjiicl  je  Noulais  [)arvenir.  En  reveiidnl  easuili; 
à  Ku/,  .V)  et  aux  cocllicieiiLs  J„  rjui  iignrenl  dans  Pf-quation  (i), 
on  trouve  que  ( — i)".l/j  esl  le  résidu  de 

(i-^  —\    Da  J(a-Ha-), 
où  .lu/)  esl  le  terme  coniplémenlaire  de  la  série  de  Slirlinj;. 


EXTRAIT 


D  UNE 


LETTRE   A    M.   E.    JAHNKE; 

Par   m.    Ch.    HERMITE. 


Archiv   der  Matheinatik   und  Physik, 
3"  s.,  t.  I,  1901,  p.  -xo. 


...  Vous  me  permettez  peut-être  de  vous  dire  dans  quel  sens  je 
désirerais  voir  se  diriger  1  inthience,  l'action  de  votre  nouvelle 
publication.  L'enseignement,  même  très  élémentaire,  peut  mettre 
à  profit  les  œuvres  de  génie  lorsqu'il  arrive  qu'elles  concernent 
directement  son  objet. 

Prenez,  par  exemj)le,  l'idée  de  Diriclilet,  à  la  fois  si  simple  et 
si  profonde,  concernant  les  minima  des  fonctions  linéaires  à  indé- 
terminées entières,  n'est-elle  pas  exposée  avec  la  théorie  des  frac- 
tions continues? 

Bacon  de  Verulam  a  dit  que  l'admiration  est  le  principe  du  savoir; 
sa  pensée  qui  est  juste  en  général,  l'est  surtout  à  l'égard  de  notre 
science,  et  je  m'en  autoriserai  pour  exprimer  le  désir  qu'on  fasse, 
pour  les  étudiants,  la  part  plus  large  aux  choses  simples  et  belles 
qu'à  l'extrême  rigueur,  aujourd'hui  si  en  honneur,  mais  bien  peu 
attrayante,  souvent  même  fatigante,  sans  grand  profit  pour  le 
commençant  qui  n'en  peut  comprendre  l'intérêt.  Nos  professeurs 
de  Ijcée  consacrent  beaucoup  de  temps  à  définir  laborieusement, 
péniblement,  les  racines  carrées,  cubiques,  etc.,  des  nombres 
entiers,  et  ne  disent  rien,  parce  qu'ils  ne  peuvent  rien  dire  des 
racines  des  équations  du  troisième,  du  quatrième  degré,  etc., 
à  coefficients  entiers,  qui  réclament  aussi  le  droit  à  l'existence. 
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Le  Itixt»  «'l  la  misère  sont  ici  <|iii  se  loiiclieal  de  Irop  près,  et 
à  l'é^arcl  des  irralioiuielles  t)(iiiiri-ii|iies,  j'aiincrais  liieii  mieux 
apprciitlrc  aux  comuiourauls,  ce  <|ui  ugiauiliiail  leur  liori/ori,  sans 
letir  demander  dellorl-;.  la  df-moushalictn  aussi  simple  (|u'éléganlc 
de  \\  aiUzel  tjue  la  somme  d  un  nuud)re  (|uelcoiujU(;  de  radicaux 
carrés,  eul»i(pies,  etc.,  est  iucumuiensurable,  comme  cliacuu  de 
ses  termes. 

Je  pourrais  iuvocjuer  Itien  d  autres  exemples,  à  lupitiii  de  la 
préférence  que  je  donnerais,  en  principe  et  surtout  au  déhul,  à  la 
science  attrayante  sur  la  ligueur,  mais  en  ce  momenl  il  me  faut 
vtuis  dire  un  mot  du  prochain  article  auquel  j  ai  songé,  et  que,  sans 
mon  indisposition,  j'aurais  rédigé  pour  vous  l'envoyer. 

Il  aura  pour  litre  :  S///-  une  é(/uafion  l iiinscendante.  Il  con- 
cerne lécjualion 


tangj^  =  X 


traitée  par  Cauchy  dans  ses  anciens  exercices,  et  aura  pour  objet 
de  démontrer  ce  que  le  grand  géomètre  se  borne  à  énoncer,  que 
toutes  les  racines  sont  données  par  la  formule 


=  ('-^)'- 


(„.i).    ^[(„.i).j^ 


en  supposant  //  =  o,  ±  i,  ±2,  etc.  Je  le  généraliserai  un  peu,  en 
considérant,  au  lien  de  tangx  =  .r^  l'équation 


sna- 


ce  sera  pour  répondre  à  votre  bienveillante  demande,  en  attendant 
mieux .... 

Paris,  25  novembre  1900. 
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SUR 


UNE    EOLATIOX    TRANSCENDANTE 


Par  m.   Ch    HEHMITE. 


Arcliiv   der  Matlieinatik   und  P/iysiA. 
3°  s.  i.  J.  1901.   p.  02. 


On  trouve,  dans  le  premier  Volume  des  Exercices  mathéma- 
tiques de  Cauchj,  un  Mémoire  d'une  grande  importance,  ayant 
pour  titre  :  Sur  la  nature  des  racines  de  quelques  équations 
transcendantes  [Œuvres,  2^  série,  t.  VI,  p.  354),  contenant  ce 
beau  résultat  que  les  racines  de  l'équation  tangr  :=:  ;  sont  repré- 
sentées |)ar  la  formule 


(2/1-5-1)7: 


z  = 


10 

1  j 


2  2    r  2 

2  /l  -}-  I  )  -  3    L  (  2  n  —  1  )  - 

2  Y         '4^  r  2  1  ■ 

î(n^\.)T.\  io5  L(  2/i -I- I  j- 


en  attribuant  à  n  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives. 
Le  rôle  de  cette  équation  dans  la  théorie  de  la  chaleur  ma  engagé 
à  en  chercher  la  démonstration,  et  j'ai  remarqué  qu'une  méthode 
entièrement  élémentaire  conduit  à  une  conclusion  toute  semblable 
sur  la  relation  plus  générale 


ou  bien 


5;n 


cnz  dn  z 
z  —  ^ D-  su 


Je  vais  l'indiquer  en  peu  de  mots  dans  cette  ^«ote. 
Soit,  à  cet  effet, 


srn  i\i;  kotation  TiivxsrKND.VNTE.  5  J7 

nous  ;iiii(in>.  pour  la  dérivée,  I  expression  suivante. 

V'(z)=—  zbl  SI.  3. 
(ju  011  |R'Ul  uullre  sous  relie  Itniiic. 

F'  (  5  )  =  c  'i  II  c  (  /.  -  (•  Il  -  c  4-  (  1  11  -  ;  I . 

Klle  fail  voir  »|ue  les  racines  réelles  de  la  dérivée  sont  uni<|ne- 
nient  c  =r^  o,  (|ui  est  lacine  douliN",  et  c  =  •^/^K,  où  // =  riz  1 , 
ih  2, rajoule  f|u'avanl 

I''(  -  --   '  n\\  )  --:  ( —  i)"[sn  c  —  i  z  —  >//  K  )  D;  sn  c  |, 

el,  par  conséquent,  si   IDn  fait  ;  =  o, 

\'(inïi)  =  (—  I  )"+'2/jK, 

il  est  prouvé  (|ue  la  substilulion  de  (\cu\  racines  consécutives  de 
la  dérivée,  dans  le  premier  nienilirc  F(v),  donne  des  résultais  de 
signes  contraires.  L'équalion  proposée,  en  oiilie  dune  racine 
tii|)le  (pii  est  nulle,  en  admet  donc  une  infiiiité  d  autres,  toutes 
réparties  entre  les  deux  limites  2 /?  K  el  (:in-\-  2)lv;  ce  sont  leurs 
valeurs  sous  forme  de  dévelo|)pemenls  en  séries,  que  je  me  pro- 
pose maintenant  d'olilenir. 
Soit,  pour  cela, 

on  trouve  I^Vniation 

en  w      .  ,.        ,  />-'-  «Il  ;; 

Celte  nouvelle  égalité  peut  encore  s'écrire 

el  nous  j)ouvous  alors  lui  appliquer  la  série  de   Lagrange  concer- 
nant la  relation  générale 

lorsqu'on  fail  la  supj)Osiliou  de  a  =  o.  Poui-  cela  nous  poserons 

1 
'U  =  ■ , 

(•2«  -»-  I  j  l\ 
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nous  multiplierons  les  deux  membres  par  ^  et,  en  faisant 

nous   obtiendrons  précisément  celte  forme  analytique,  d'où   l'on 
tire 


C  =  ^/(«)^ 


•1.2  1.2.0 


On  observera,  en  en  faisant  l'application,  que  la  fonction  y(Q 
étant  paire,  les  dérivées  d'ordre  impair  des  puissances  de  /(o) 
disparaissent  pour  «^  o;  la  série  ne  contient  donc  que  des  puis- 
sances impaires  de  a,  et  ses  divers  termes  se  calculent  sans  peine, 
en  partant  de  l'expression 

/(a)  =3  «2  H — 

Ayant,  en  efi'et, 

Iogsn«  =  loga — -^^^^ 

(  1  -4-  3o /t2 -H  3o  A-i -r-  Â«  )  a6 


34.5.7 

nous  en  concluons 

(2  — 4A'n«2       (i_,6A-2  4- Ai)rt4 


A-'2/(a)  =  . 


3  32.5 

(  .i  -+-  60  A-  -+-  60  /i  4  -i-  A-6  )  a  « 


33.5.7 


et  l'on  en  tire 

y  -  —       (2  —  i/c-^)x-i        (t3  —  48/C-  +  53/f»)aS 

11  en  résulte,  pour  l'expression  des  racines  de  l'équation  con- 
sidérée, 

sn  z  —  z  en  z  dn  z  =  o, 

la  formule 

z-{in-^i)  (2rt-+-i)A''^K  ~  3[(•2n^-I)A-'2KJ3  ~  r3[(2/i -f- i)A-'2  Kjs 

_  ^(iiQ  — i642A-2-|-i328/f^— 1839/.-") 

3i5[('2/i-^i)A'2K)'  — •••' 

qui  donne   bien,   lorsqu'on    fait  A"  =  o   et  K^-,   le  résultat  de 


Sin    UNK    KOlATION    TIIANSCKM) ANTK.  't.\>t 

Cauclij  concernant  ré(Hi;ilioii 


laiif,'. 


C-'esl  dans  le  |)iol)lèn)e  du  refroidissement  d'une  splirre  qu'on 
la  rencontre  ;  elle  s'ollre  aussi  dans  une  question  plus  élémentaire  ; 
(iiiand    on  clier<'he  les   iu;i\im;i    et    luiniiiia  dr  la  fonction ,  et 

donne    lieu    alors  à   une    remar(|uc  à   latjuelU;  je    m'arrêterai    un 
moment. 

Nous  avons,  en  elVet, 

sin.r        .r  cos a"  —  sina: 


Dx 


X- 


et  l'on  voit  facilement  (|ue  les  maxima  et  les  niinima  correspondent 
aux  racines  pour  lesquelles  est  positif  ou  négatif.  En  dési- 
gnant les  premières  par  a  et  les  autres  par  0,  on  aura  ainsi 


sina 


sin  6  —  I 


Nous   observerons  encore  que   les  maxima  formant   une    suite 
décroissante,  on  a,  pour  des  valeurs  positives  de  37,  l'inégalité 

sin  rt        s\n(  a  -\-  x) 

> > 

a  a  -\-  X 

et  l'on  trouverait  semblablement  la  relation 

sin  A         ?,\\\i  h  -\-  x\ 

<:  — L. 

b     ^       b  +  x 

Nous  pouvons  aussi  poser 

\nx 

> 


sina;        sin; 


X 


entre  les  limites  a;  =  o  et  .r  =  Ç,  celte  quantité  ;  ne  dépassant  pas 
la  valeur  à  laquelle  correspond   le  premier  minimum.    On  peut 

donc  prendre  ;  =  -,  d'où  cette  limitation 


-ix 

%\nx  >■  : 
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qu'il  n'est  pas  inulile  de   joindre  à   la  relation  sinx<  J7,  dont  il 
est  continuellement  fait  usage. 

J'en   donnerai   une   application    en    cherchant  l'expression    du 
terme  complémentaire  R,,  dans  la  série  élémentaire 


ou lOn  a 


r( 


^y    {x-yr-'^-^sinj-dj. 


Attribuons  à  x  une  valeur  positive  quelconque,  mais  moindre 
que  7ï,  afin  que  sin^  soit  aussi  positif;  nous  pouvons  écrire,  avec 
un  facteur  0  <  '  5 


x-i't+iT(in' 


/      (^-JK)^"'-'sinjrf/  =  0   /      {x  -  yf>^-^  y  dy  =  ^S ——^ 


et  l'on  en  conclut 


R.< 


X 


2/1  +  1 


r  (  2  /<  -(-  -2  ) 


Limitons  davantage  la  valeur  de   r,  et  supposons  x  <^  ^;  l'iné- 
galité précédente 


>.  X 

SI  11./'  


donnera  la  relation 

/      (j?— _/)2"-i  sin^^/K  >  -    /      {X  ~ yf"-^y  dy, 
et  l'on  en  conclut 


R 


« 


r  I^(  2/«.-i-  -i.) 


Pour  obtenir  un  résultat  semblable  à  l'égard  de  cos^r,  nous  par- 


tirons de  l'égalité 


^^^"=^'-iTT)'^---^^-'^^'''r(ir^„-^^-'^"'^" 


et  de  la  formule 

__  I 

'(  —    TT^ 


'^"^  rûir— T]  f  (^-r)— '-cos^^j-- 


^\i\   iNi:   K0«  vrioN  th\ns(:i;m>\\ TK.  ','n 

Nous  aurons  iiiiisi 

7T    I  (  »  ;;  —  I  » 

limitations  assez  voisines,  en  t  (-tnartiiiunt  ciiie  le  farteur  —  est   jx-ii 

iliMértnl  (le  liiiiilé. 

Je  remar(|ueiai,  en  dernier  lieu.  (|ii  ;iii\  conditions  dont  je  viens 

de  faire  nsaye, 

sinx  <  x, 

sinjr  >  -— > 

on  peut  encore  joindre  les  suivantes  : 

tangjT  >  T. 
tangj^  <  — -  ■ 


la  seconde  supposant  .r  <C  t 

4 


Paris.  17  décembre  1900. 


SULLE   FRAZIONI   CONTINUE 

Nota  di  Ch.  HERMITE  (Parigi). 


Le  Mateniatiche  pure  ed  applicate,  t.  I,  1901,  p.  i. 


'. ..  Oggelto  délia  teoria  délie  Frazioni  continue  di  è  lo  stabilire 

cheil  processoEuclideo  perottenerela  massima  commune  mlsuro  di 
due  grandezze,  condiice  ad  una  rappresenlazione  approssimata  del 

loro  rapporlo  medianle  una  série  di  frazioni  —,  e  laie  che  Terrore 

sia,  in  valore  assoluto,  minore  di  -^• 

Questo  risultato,  che  è  dalla  massima  importanza  nell'analisi, 
richiede  lo  studio  dellalgoritmo  dedotlo  dal  processo  Euclideo, 
délia  lege  di  formazione  délie  ridotte  e  loro  proprietà,  e  ci  si  offre 
quale  conclusione  délia  teoria. 

Devesi  perô  al  Dirichelet  un  metodo  semplice  ed  élégante  per 
giungervi  direttamente,  a  priori^  e  che  scliiiide  la  via  ad  al  tri 
melodi  di  approssimazione  délie  grandezze  irrazionali. 

Taie  metodo  è  di  un  cosi  alto  interesse  sotto  questo  litolo,  che 
mi  sembra  necessario  introdurlo  nell'insegnamenlo  ;  tanto  più  che 
la  questione  si  troverà  illuminata  da  hice  più  viva  si  sarà  trattata 
sotto  due  punti  di  vista.  È  con  questo  scopo  che  io  présentera  con 
qualche  leggiera  modificazione  il  melodo  del  grande  Geometra. 

Sia  a  una  grandezza  qualunque,  reale  e  positiva,  /i,  un.  numéro 
arbitrario.  Indicando  con  E(:r)  il  più  grande  numéro  intero  conte- 
mito  in  X,  considero  le  n  espressioni, 

n[a  —  E(a)],     n[ia  —  E(2a)l,      ....     n{na  —  E(na)J, 
che  sono  tutte  minori  di  n.  Si  potranno  presentare  due  casi  :  la 


Sll.I.K    KIIAZKIM    roNTINI  E.  ')  T  { 

parte  intera  tli  iina  ili  lali  ;;ran<icz/.»'  <•  iiiill.i  :  dut'  fi-.i  di  esse  liaium 
parte  i citera. 

\»'l  primo  raso  si  lia 

n  (  /.</  —  ICi  Lu  t  j  =  î, 

essemld  /  «< />  ed  z  positivo  iiiinore  dcirniiità. 

Se  poniaino  /'=:  K(/y/),  ne  coiicludiaino  l'approssiniazione 

/'  £ 

ÎNel   secundo   caso    lalo   approssima/.ione  è  dilVerenza  délie  due 

espressioni 

n\ga  —  Kigo.)],     e<l         n[ho  —  K{ha)], 

ed  è,  in  \alorc  assohito,  minore  deli'nnità, 
Snpponiamo  i,»-  >  /(  e  facciaino, 

UUcnianio  la  se^i'enle  eirnaiilianza  : 

n\ha  —  k' a  j  =  tt,. 

Ma  allora  r,  r  necessariamenle  negalivo,  giacchè  altrimenli  si 
ritrova  appunto  la  coudizione  che  si  è  esclusa,  assendo  g  —  li  mi- 
nore di  n. 

Sia  £  :=  —  r,  ;  se  ne  dednce 

_  l£  _  ±_ 

Al  primo  caso  appartiene  dunqne  l'approssimazione  per  diffetlo, 

al  secondo  l'approssimazione  per  eccesso,  solto  la  forma  analitica 

elle  dà  la  teoria  délie  frazioni  continue. 

Gennaio,  i<)Oi. 

TV.  B.  —  Prochainement(')  je  vous  enverrai  quelques  remarques 
complémentaires,  et  une  petite  Note  sur  le  Produit  cV une  série 
quelconque  par  V exponentielle  e'^ . 

(')  Hemiite  est  mort  le  i^  janvier  1901.   L'article  qui   précède   parait   être   le 
dernier  qu'il  ait  écrit.  E.  P. 


KXTllAIT  D'UNE  LETTRE  DR  M.  HEItMlTE  A  M.  LERCll. 

SUH  LA  FONCTION  r(.r). 


Bulletin  international  de  Praf^ue,   189J,   p>   21  J-A19. 


Paris,  le  7  novembre  1894. 

...  X ,\\  vérifié  comme  il  suit  la  formule   de   développemenl  de 
D^logr(i(7)  que  vous  avez  obtenue  à  ma  grande  joie, 

D.logTfa?)  siiiTra^'-i-  -  cos-:r  -h  [log-i-  —  r'(  i)]  sin-a" 
—   /    log sin(ïn -i- n-.r. 

.É^        "  n  -r-  I 

Et  d'abord  en  multipliant  par  1  sln(2/i  +  i)7tj^,  j'observe  que  l'in- 
tégrale (lu  premier  membre,  de  a?  =  o  à  .r  =  i ,  se  réduit  à  la 
quantité 

1 


(1)  /      2  siiiTi.r  ,sin(2/i -i- i)Tr^  rf  logr(.'r) 

•  0 

=    /     cosi/^-a- rflog  r(a7)  —   /     co?(2n -i- ■2)7r:r  <^log  r(r  ). 

»  (I  •  0 

Mais  on  a  la  formule 

D.iosr(.)=£(^-|)./r 

et  il  suflit  d'eni|)loyer  l'expression  suivante 

r    co%inT~x  e^y   ,  V 

I     "  ^  =  — ; ~, 

J„  ey—\  y'--^-{-j.nT.)- 

ot  celle  qui  en  résulte  en  changeant  n  en  /i  -\-  i ,  pour  voir  que  le 
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•second  ineinltrc  de  rr({(iiilion  (i)  est  simplomeiit 

r"f Z L La, 

(^ela  it.iiil  |i-  I  (111,11  (jiir  (|ii('  1  oïl  ,1 

r"  Vi/y  I,  (9./j:t)- 

i\v   soite   (|n  <'ii    (U'Iliiilixe    il    ne   reslc  qu'à  supposer  /.  iiidiii.  il.uis 

l'expression 

I  ,       I   /.2-I-  (  7,  «  -    >.  )^-2         (-xn-  1^       I 

—  lO"'      ■ > 

•Ji      '^  [       X*  -r-  (,  i  n  -r  r-        (  •>.  n  -r-  ■>.  /-  -*  J 


/t 


et   Im  liinile  (Inuiie  Iikmi  voire  résnhal  \o<^ 

i)\\  iloil  cmIuic  le  ea>  de  //  ^^  (•  d;ui.sce(pii  précède,  mais  ce  cas 
m'a  particulièrement  int('ressé  et  je  vais  y  revenir.  Nous  avons 
alors 

■j.   I      sin27:.r  <^/ lorj  I'Cj-;  =  r'(i  )  —  logv.-, 

•     0 

puis  SI  Ton  ii'mplace  9.  sin"^  —  ./'  j)ai-  i  —  cosa::^, 


L  { 


I  —  É-.' 


y 


7^-x  ^r:^ 


dy  =  \"{\)—  luy.'.-. 


C'est  uni;  \aleur  de  la  constante  d'Euier  Luul  autre  que  linlégrale 
et  qui  se  rattache  au  logarillinie  intégral. 


PREFACE  D'HERMITE 

A  l'olvrage  de  valson  : 
LA    VIE    ET    LES    TRAVAUX    DU    BAROX   CAUCHV 


Nous  espérons  que  les  amis  des  sciences  malliémaliques  n'ac- 
cueilleront point  sans  intérêt  ce  long  et  consciencieux  travail, 
consacré  à  une  révision  générale  des  travaux  de  Cauchy.  La  place 
si  considérable  qu'occupe  l'illustre  Géomètre  dans  la  science  de 
notre  temps  et  l'importance  des  découvertes  qui  doivent  sortir 
encore  des  méthodes  et  des  théories  qu'il  a  fondées,  feraient  sans 
doute  désirer  vivement  une  publication  intégrale  de  ses  OEuvres, 
éparses  dans  les  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences 
et  autres  Recueils.  Mais  en  attendant  que  le  nom  de  Cauchy, 
l'immortel  honneur  de  la  science  française,  revive  dans  une  telle 
publication,  comme  ceux  de  Laplace  et  de  Lagrange,  M.  Valson 
aura  rendu  un  important  service,  en  donnant  un  guide  qui  permette 
ou  facilite  les  recherches  dans  la  multitude  de  ses  écrits.  Le 
dévouement  à  la  mémoire  du  grand  Géomètre  pouvait  seul  inspirer 
un  tel  travail;  nous  ne  doutons  point  qu'il  ne  soit  reçu  avec  recon- 
naissance par  tous  ceux  auquels  cette  mémoire  est  restée  chère. 


IMIEFACK   D'IlKU.MirK 

A  LorvRVGK  m;  MM.  appki.i.  kt  coirsat  : 
TIIÉOIUE    DES    FONCTIONS    ALGÉBRIQUES. 


Le  Mémoire  de  Piilseux  sur  les  fonctions  algébriques,  publié 
en  i85|,  a  ouvert  le  champ  de  recherches  qui  a  conduit  aux 
grandes  découvertes  mathématiques  de  uotre  époque.  Ces  décou- 
vertes ont  donné  à  la  science  du  Calcul  des  principes  nécessaires 
et  féconds  qui,  jusqu'alors,  lui  avaient  manqué;  elles  ont  rem- 
placé la  iaotion  de  fonction,  restée  obscure  et  incomplète,  par  une 
conception  précise  qui  a  transformé  l'Analyse  en  lui  donnant  de 
nouvelles  bases.  Puiseux  a  le  premier  mis  en  complète  lumière 
l'insufTisance  et  le  défaut  de  ce  point  de  vue  où  l'on  se  représen- 
tait, à  l'image  des  polynômes  et  des  fractions  rationnelles,  les  irra- 
tionnelles algébriques  et  toutes  les  f|uantités  en  nombre  infini  qui 
ont  leur  origine  dans  le  Calcul  intégral.  En  suivant  la  voie  de  Cau- 
ch>%  en  considérant  la  succession  des  valeurs  imaginaires,  les  che- 
mins décrits  simultanément  par  la  \ariable  et  les  racines  d'une 
équation,  l'éminent  géomètre  a  fait  connaître,  dans  ses  caractères 
essentiels,  leur  nature  analytique.  11  a  découvert  le  rôle  des  points 
critiques,  et  les  circonstances  de  l'échange  des  valeurs  initiales 
des  racines,  lorsque  la  variable  revient  à  son  point  de  départ,  en 
décrivant  un  contour  fermé  comprenant  un  ou  plusieurs  de  ces 
points.  Il  a  poursuivi  les  conséquences  de  ces  résultats  dans  l'étude 
des  intégrales  de  différentielles  algébriques.  Il  a  reconnu  que  les 
divers  chemins  d'intégration  donnent  naissance  à  des  détermina- 
tions multiples,  ce  qui  l'a  conduit  à  l'origine,  jusqu'alors  restée 
entièrement  cachée,  de   la  périodicité  des  fonctions  circulaires, 
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des  fonctions  elliptiques,  des  transcendantes  à  plusieurs  variables 
définies  par.îacobi  comme  fonctions  inverses  des  intégrales  hjper- 
ellipliques. 

Aux  travaux  de  Puiseux  succèdent,  en  iSoy,  ceux  de  Riemann 
accueillis  par  une  admiration  unanime,  comme  l'événement  le  plus 
considérable  dans  l'Anal jse  de  notre  lemps.  C'est  à  l'exposition  de 
l'œuvre  du  grand  géomètre,  des  recherches  et  des  découvertes 
auxquelles  elle  a  donné  lieu  qu'est  consacré  cet  Ouvrage. 

Une  conception  singulièrement  originale  leur  sert  de  fonde- 
ment, celle  des  surfaces  auxquelles  est  attaché  le  nom  de  rin\en- 
leur,  formées  de  plans  superposés,  en  nombre  égal  au  degré  d'une 
équation  algébrique,  et  reliés  par  des  lignes  de  passage,  qu'on 
obtient  en  joignant  d'une  certaine  manière  les  points  critiques. 
L'établissement  de  ces  lignes  est  une  première  question  de  grande 
importance,  rendue  depuis,  beaucoup  plus  simple  et  plus  facile 
par  un  beau  théorème  de  M.  Luroth.  S'offre  ensuite  la  notion  des 
surfaces  connexes,  de  leurs  ordres  de  connexion,  les  théorèmes 
sur  l'abaissement  par  des  coupures  des  ordres  de  connexion,  puis 
la  formation  du  système  canonique  des  coupures  qui  ramènent  la 
surface  à  être  simplement  connexe.  De  ces  considérations  pro- 
fondes et  délicates  «résulte  une  représentation  géométrique,  qui 
est  un  instrument  de  la  plus  grande  puissance  pour  l'étude  des 
fonctions  algébriques.  Il  serait  trop  long  de  rappeler  toutes  les 
découvertes  portant  l'empreinte  du  plus  grand  génie  mathéma- 
tique, auxquelles  elle  conduit  ]vi(  inann:  j  en  indiquerai  seulement 
quelques-unes. 

Longtemps  avant  les  travaux  de  Pulseux,  les  points  critiques 
s'étaient  offerts  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  leur 
nombre  déterminant  la  classe,  ou  bien  le  degré  de  l'équation 
de  la  polaire  réciproque.  On  avait  reconnu  que  la  classe  d'une 
courbe  s'abaisse  lorsqu'elle  a  des  points  multiples  et  qu'alors 
des  points  d'inflexion  disparaissent,  mais  ces  résultats  si  intéres- 
sants restaient  dans  le  domaine  de  la  géométrie.  Riemann  joint 
la  Géométrie  à  l'Analyse,  en  leur  donnant  une  notion  nouvelle 
et  féconde,  celle  des  substitutions  où  les  coordonnées  s'expri- 
ment en  fonctions  rationnelles  de  deux  variables,  ces  variables 
étant  aussi  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées.  Tantôt  on 
a  égard  à  l'équation  de  la  courbe,  on  les  nomme  alois  substitutions 
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hirationnelles :  laal<'>t  on  en  l.ui  ahsirai  liuii,  un  lc>  appelle  claii> 
ce  cas  substitutions  de  Creinona,  pour  rappeler  les  beaux  travaux 
que  leur  a  consacrés  l'illuslre  j^éoinrlre.  I^es  équations  en  noniWre 
infini  qui  «;e  ilt'duisenl  de  lune  d'elles  par  ces  transforiualions 
sont  rejjjardées  coninic  éipiivalcntes.  leui"  enscuiMe  forme  une 
classe,  et  elles  ont  luulcs  un  ilénieut  conwnun  avant  !••  rôle  d'in- 
variant, (i'csl  MU  uornhrc  entier  ipic  Kieniann  nomme  le  genre  df 
la  courbe  et  dt'.sij^nc  par/^:  il  csl  lie  an  nombre  des  points  cri- 
tiques //,  et  au  degri'  m.  par  l'éijalilé  n  =  '>.(  ni  -\- p  —  i). 

La  conception  de  classe  des  éi|uations  al^ébri(]ues,  celle  du 
genre  ei  la  ndalion  cpi'on  vn-nlde  donner  comptent  parmi  ses  plus 
mémorables  découvertes;  elles  ont  conduit  à  ce  résnllat  imprévu, 
que  les  poinN  innlliples,  (|n'(Mi  n'a\ail  encore  considérés  (pi'fii 
géométrie,  ont  en  Analvse  un  rôle  capital,  comme  éléments  carac- 
téristiques des  propriétés  fondamenlales  des  fonctions  algé- 
briques. On  a,  en  ellel,  ce  beau  tbéorème,  que  les  équations  d'utie 
même  classe  se  ramènent  à  une  équation  normale  de  dej;ré  p  -+-  ;>. , 
ayant  un  nombie  de  points  doubles  égal  à  r;p{p  —  i).  l'^n  prenant 
l'énoncé  sons  la  forme  simple  qui  est  due  à  M.  N()llier,  et  où 
n'entrent  que  des  points  doubles  à  tangentes  sé|)arées,  j'en  rap- 
pelle quelques  conséi|uences. 

Supposons  <pie  p  soit  nul,  l'équation  normale  est  du  second 
degré,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  j)ara- 
mètre  :  il  en  esl  donc  de  même  pctur  i(»nles  les  courbes  du  genre 
zéro,  cpii  onl  le  plus  grand  nombre  possible  de  points  doubles 
pour  un  degré  donné.  Ce  sont  les  courbes  antérieurement  étudiées 
par  -M.  Cavlej,  et  auxquelles  l'illustre  géomètre  a  donné  le  nom, 
généralement  adopte,  d'unicurscftes.  Supposons  ensuite  p  =  i 
et  p  =  2,  ce  nombre  maximum  sera  successivement  diminué 
d'une  ou  de  doux  unités;  il  faudra  alors  s'adjoindre  la  racine 
carrée  d'un  jiolynome  du  quatrième  ou  du  sixième  degré  par  rap~ 
port  à  la  variable  auxiliaire.  Les  expressions  obtenues  |)ar  cette 
voie  s'appliquent  d'abord  à  l'intégration  des  fonctions  algé- 
briques de  genre  p,  c'est-à-dire  de  fonctions  rationnelles  de  la 
variable  et  de  la  racine  d'une  équation  de  ce  genre.  Pour  /)  =  o, 
ces  quantités  s'obtiennent  sous  forme  finie;  pour  ^=  i,  elles  se 
ramènent  aux  intégrales  elliptiques  ;  on  voit  ainsi  quelle  extension 
jirend    la   métliode   fondée    sur   l'emploi    des    substitutions,   dont 
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l'usage  était  auparavant  si  restreint.  Mais  c'est  dans  un  autre 
ordre  de  questions,  dans  le  théorème  d'Abel  tout  d'abord,  que  la 
notion  du  genre  se  montre  avec  toute  sa  portée  et  sa  puissance. 

Abel  avait  fait  la  découverte  capitale  qu'une  somme  d'un 
nombre  quelconque  d'intégrales  à  limites  arbitraires,  de  la  même 
fonction  algébrique,  s'exprime  par  un  nombre  fixe  d'intégrales 
semblables  auxquelles  s'ajoute  une  quantité  algébrique  et  loga- 
rithmique. 

Riemann  établit  que  ce  nombre  est  le  genre  de  la  fonction;  il 
complète  ainsi  l'œuvre  d'Abel  et  donne  à  son  théorème  sa  forme 
définitive  par  un  énoncé  d'un  simplicité  frappante.  En  même 
temps  et  au  moyen  de  considérations  géométriques,  il  parvient 
à  la  définition  des  intégrales  de  première,  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce,  sous  un  point  de  vue  entièrement  nouveau,  qui  n'est 
plus  celui  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  démontre 
qu'il  existe  p  intégrales  de  première  espèce  et  p  intégrales  de 
seconde  espèce,  linéairement  indépendantes.  On  sait  que  ce  mé- 
morable théorème  d'Abel  a  ouvert,  a\ec  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  le  champ  de  l'Analyse  moderne.  Jacobi  lui  découvre, 
comme  il  le  dil,  son  véritable  sens,  en  généralisant  le  problème 
de  l'inversion  de  l'intégrale  elli|)tique,  et  définissant  les  fonctions 
de  plusieurs  variables  à  périodicité  mullij)le  qui  ont  un  théorème 
d'addition  comme  les  fonctions  elliptiques.  Gopel  et  Rosenbain 
résolv^ent  les  premiers  la  question  de  l'inversion  dans  le  cas  de 
l'intégrale  hyperelliptique  du  premier  ordre  ;  M.  W'eierstrass  en- 
suite la  traite  pour  les  intégrales  d'ordre  quelconque  et  obtient 
l'expression  générale  des  nouvelles  transcendantes.  Les  décou- 
vertes de  l'illustre  analyste,  dans  une  question  hérissée  des  diffi- 
cultés ardues  propres  aux  fonctions  de  plusieurs  variables, 
se  placent  parmi  les  plus  importantes  et  les  plus  belles  qui  aient 
été  faites  en  Analvse.  A  ses  travaux  succèdent  ceux  de  Riemann  : 
le  problème  de  l'inversion  des  intégrales  de  fonctions  algébriques 
est  alors  traité  dans  toute  sa  généralité,  et  ce  sont  de  nouveau  les 
fonctions  holomorphesà  un  nombre  quelconque  de  variables,  ana- 
logues à  la  transcendante  0  de  Jacobi,  qui  en  donnent  la  solution. 
Mais  le  grand  géomètre  part  d'autres  principes  et  suit  la  voie  qui 
lui  est  propre;  il  emploie  la  marche  de  la  variable  sur  la  surface 
formée  de  plans  multiples  superposés,  les  lignes  de  passage  entre 
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ces  plans,  le  sjslcine  des  ronpm-fîs  par  lesrpielles  elle  esl  rendue 
sinjplemenl  connexe;  il  llic  de  t'es  int-tlindes  orif;ii»ales  el  pro- 
fondes d'admirables  découvcrles. 

Les  ailleurs  de  ce  I^ivre  ont  eu  pour  Knl  d  eusei^ner  ces 
découverlcs  :  ils  se  sont  proposé  d'ouvrir  un  accès  facile  aux 
considérations  nouvelles  (pii  en  sont  le  piincipe;  ils  se  sont  alla- 
cliés  à  donner  des  explications  détaillées  sur  la  construction  des 
surfaces  de  Riemann,  sur  la  notion  de  connexion,  à  familiarisei- 
avec  l'emploi  des  coupures,  (pii  ont  remplacé  les  lacets  de  l*ui- 
seux,  dans  rintéjjration  des  fonctions  algéhricpies. 

Les  plus  sini|)les  de  ces  fonctions,  ipii  dépendent  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme,  et  la  surface  à  deux  feuillets  corresj)ondant 
à  celle  racine  sont  considérées  en  premier  lieu;  leur  étude  sert  de 
préparation  aux  théories  générales.  Kn  suivant  cette  marche  et 
commençant  par  un  cas  particulier,  on  demande  moins  d'eflorts 
pour  acquérir  linlelligence  de  méthodes  abstraites  et  délicates, 
et  la  diflicullé  esl  diminuée  pour  les  aborder  ensuite  dans  toute 
leur  étendue.  Dès  le  début,  la  notion  du  genre  est  donnée  sous 
le  point  de  vue  entièrement  élémentaire  où  s'est  placé  M.  Weier- 
strass,  la  relation  simple  entre  le  genre  et  le  nombre  des  lignes 
de  passage  s'ofiVe  alors  comme  d'elle-même;  puis  le  théorème  que 
sur  <;ette  surface  les  fonctions  algébriques  considérées  sont  uni- 
formes avec  des  discontinuités  polaires  en  nombre  fini,  et  sa  réci- 
proque qui  est  du  plus  haut  intérêt;  enfin,  en  passant  de  l'Algèbre 
au  Calcul  intégral,  la  définition  et  les  caractères  essentiels  des  inté- 
grales hvj)erelli|)liques  des  trois  espèces.  Les  nifîmorables  décou- 
vertes de  Riemann  sur  ces  quantités  sont  exposées  en  détail,  elles 
montrent  avec  éclat  la  puissance  des  méthodes  qu'il  a  introduites 
dans  l'Analyse. 

Le  but  essentiel  de  cet  Ouvrage  est  donc  d'initier  à  ces  créations 
de  génie,  en  exposant  avec  clarté  les  questions  complexes  de  con- 
nexion, la  transformation  par  des  coupures  de  la  surface  à  deux 
feuillets  en  surface  simplement  connexe,  le  rcMe  des  coupures 
comme  lignes  de  discontinuité,  cette  discontinuité  donnant  une 
origine  nouvelle  aux  périodes  de  Puiseux,  nommées  modules  de 
périodicilé  de  V intégrale^  enfin  les  relations  entre  ces  modules 
sur  lesquelles  se  fondent  la  solution  du  problème  de  l'inversion  et 
la  définition  des  intégrales  normales.  Cette  étude  des  intégrales 
H.  -  IV.  36 


562  OEUVRES   DE   CHARLES   HERMITE. 

hyperellipliqueSjOÙ  se  succèdent  tant  d'idées  profondes  etfécondes, 
tant  de  beaux  et  importants  résultats,  est  l'enseignement  d'un 
nouvel  Art  analytique  qui  se  poursuit  dans  un  ordre  de  questions 
plus  élevées  où  l'on  considère  les  fonctions  algébriques  sous  le 
point  de  vue  le  plus  général.  La  voie  a  été  éclairée  d'avance  et 
s'ouvre  plus  facile  pour  le  lecteur  ;  il  retrouvera  sous  un  jour  plus 
étendu  les  mêmes  recherches,  et  l'originalité  de  la  méthode  ne 
sera  plus  un  aussi  grand  obstacle.  Il  acquerra  aussi  la  connaissance 
des  recherches  récentes,  des  beaux  travaux  auxquels  s'attachent 
les  noms  illustres  de  Klein,  de  Clebsch  et  Gordan,  de  Brill  et 
Notlier,  de  Luroth,  d'autres  encore,  qui  ont  ajouté  aux  décou- 
vertes de  Riemann  et  les  ont  complétées  dans  des  points  essen- 
tiels. 

Un  de  ces  points  consiste  à  ramener,  par  une  transformation 
birationnelle,  une  courbe  algébrique,  quels  que  soient  ses  points 
multiples,  à  une  autre  n'ayant  que  des  points  doubles,  à  tangentes 
distinctes.  11  est  traité,  d'après  une  indication  recueillie  d'Halphen, 
avec  les  développements  que  demande  son  importance.  La  re- 
cherche des  intégrales  hyperelliptiques  s'exprimant  sous  forme 
logarithmique,  qui  a  été  aussi  le  sujet  des  travaux  d'Halphen  et 
de  M.  Picard,  les  applications  à  la  Géométrie  du  théorème  d'Abel, 
si  fécondes  et  si  intéressantes,  celles  qui  concernent  spécialement 
lesquartiques  planes,  bien  d'autres  encore  que  je  ne  puis  signaler, 
appellent  l'attention  du  lecteur. 

Ce  Livre  rendra  un  grand  et  signalé  service  aux  élèves  des 
Facultés  des  Sciences,  aux  jeunes  géomètres  auxquels  il  s'adresse, 
en  leur  donnant,  sans  trop  (relï'orts,  la  claire  vue,  l'intelligence 
complète  de  l'œuvre  mathématique  la  plus  belle  de  notre  époque 
par  la  puissance  de  linvention.  Il  les  conviera  à  s'en  inspirer  et 
à  suivre  la  trace  des  auteurs,  M.  Appell,  M.  Goursat,  et  de  tant 
d'autres  disciples  de  Riemann,  dont  les  travaux,  qui  occupent 
une  place  considérable  dans  l'Analyse  de  notre  époque,  son;,  une 
application  directe  et  immédiate  des  méthodes  du  grand  géo- 
mètre. 
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L'œuvre  de  Hernlianl  llicmanii  est  la  plus  l)elle  el  la  plusi;rande 
de  l'Analjsc  à  noire  époque  :  elle  a  été  consacrée  par  une  admira- 
lion  unanime,  elle  laissera  dans  la  Science  une  Irace  impéiissable. 
Les  géomètres  contemporains  s'inspirent  dans  leurs  travaux  de  ses 
conceptions,  ils  en  révèlent  cliaque  jour  par  leurs  découvertes 
l'importance  el  la  fécondité.  L'illnslre  géomètre  a  ouvert  dans 
l'Analyse  comme  une  ère  nouvelle  <pii  porte  l'empreinte  de  son 
génie.  Elle  s'ouvre  avec  un  \il'  éclat  par  la  dissertation  inaugurale 
si  célèbre  (|ui  j)orte  pour  litre  :  Principes  fondamentaux  pour 
la  Théorie  générale  des  fonctions  dhine  grandeur  variable 
complexe.  Riemann  a  été,  dans  cet  ordre  de  recherches,  le  conti- 
nuateur de  Cauchy;  \\  Fa  dépassé,  mais  la  reconnaissance  des 
analystes  associe  étroitement  à  ses  tra\aux  ceux  du  premier  élabo- 
rateur  de  la  Théorie  des  fonctions,  (pii  avait  ouvert  la  voie  et 
surmonté  des  obstacles  longtemps  infranchissables  dont  l'histoire 
de  la  Science  a  conservé  la  trace.  Les  principes  de  Riemann  sont 
d'une  originalité  saisissante;  ils  donnent,  comme  instrument  à 
l'Analyse,  ces  surfaces,  auxquelles  est  attaché  le  nom  de  l'inventeur, 
qui  sont  à  la  fois  une  représentation  et  une  force  nouvelles;  ils 
mettent  en  pleine  lumière,  par  les  notions  profondes  de  classes  et 
de  genres,  la  nature  intime,  restée  jusqu'alors  inconnue,  des  fonc- 
tions algébriques  ;  ils  conduisent  à  ce  nombre  extrêmement  caché 
des  modules  ou  des  constantes  qui  appartiennent  essentiellement 
à  chaque  classe;  ils  définissent,  dans  le  sens  le  plus  général,  les 
intégrales  de  première,  de  deuxième  et  de  troisième  espèce.  Puis, 
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une  éclalanle  découverte  :  la  solution,  au  moyen  des  fonctions  0 
généralisées,  du  problème  général  de  l'inversion  de  ces  intégrales, 
problème  résolu  seulement  dans  des  cas  particuliers,  et  au  prix 
des  plus  grands  eflorts,  par  Gopel  et  Rosenhain,  pour  les  inté- 
grales liyperellipliques  de  première  classe,  et  par  ^^  eierstrass, 
pour  les  intégrales  hjperelliptiques  d'ordre  quelconque.  Jamais, 
dans  aucune  publication  mathématique,  le  don  de  l'invention 
n'était  apparu  avec  plus  de  |)uissance,  jamais  on  n'avait  admiré 
autant  de  belles  conquêtes  dans  les  plus  difficiles  questions  de 
l'Analvse.  Ces  découvertes  ont  eu  sur  le  mouvement  de  la  Science 
une  influence  qui  ne  s'est  pas  fait  attendre;  par  une  heureuse 
fortune,  (pii  a  manqué  à  Cauchj,  nos  plus  éminents  géomètres 
contemporains  se  sont  efiorcés  à  l'envi  de  développer  les  principes 
de  RIemann,  d'en  poursuivre  les  conséquences  et  d'appliquer  ses 
méthodes.  La  notion  de  l'intégration  le  long  d'une  courbe  avait 
été  exposée,  sous  la  forme  la  plus  simple  et  la  plus  facile,  avec  de 
nombreuses  et  importantes  applications  qui  en  montraient  la 
portée,  dès  1820,  dans  un  Mémoire  de  Cauchv  ayant  pour  titre  : 
Su?'  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires ;  mais  elle  reste  dans  les  mains  de  l'illustre  Auteur;  elle 
n'est  connue  ni  de  Jacobi,  ni  d'Eisenslein,  et  l'on  constate  avec 
regret  maintenant  combien  elle  leur  a  fait  défaut;  il  faut  attendre 
vingt-cinq  ans,  jusqu'aux  travaux  de  Puiseux,  de  Rriot  et  Bouquet, 
pour  qu'elle  prenne  son  essor  et  rayonne  dans  l'Analyse.  La 
notion  profonde  des  surfaces  de  Riemann,  qui  est  d'un  accès 
difficile,  s'introduit  sans  relard  et  domine  bientôt  dans  la  Science 
pour  y  rester  à  jamais.  Un  instant,  je  me  suis  arrêté  à  la  Disserta- 
lion  inaugurale  et  à  la  Théorie  des  fonctions  abéliennes  qui 
suffiraient  à  immortaliser  leur  Auteur;  mais  sur  combien  d'autres 
sujets,  pendant  sa  trop  courte  carrière,  se  porte  le  génie  du  gi'and 
géomètre.  Dans  le  Travail  Sur  la  Théorie  des  fonctions  repré- 
sentées par  la  série  de  Gauss,  il  fait  connaître,  pour  la  première 
fois,  comment  se  comportent  les  solutions  d'une  équation  dilTéren- 
tielle  linéaire  du  second  ordre,  lorsque  la  variable  décrit  un  con- 
tour fermé  comprenant  une  discontinuité,  et  il  parvient  comme 
conséquence  à  la  notion  de  groupe  pour  une  telle  équation.  Le 
Mémoire  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une 
grandeur  donnée  traite,  sous  un  point  de  vue  tout  différent  et  du 
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plus  li.'Hit  inl«'r»'l,  un»-  (jiiestion  cclrhrc  (jiii  avait  occupé  Lt'j;enclre 
cl  hiric'lilel.  I/idt'e,  enlirreineni  nouvrllc,  tic  IVxlensioii  à  tout  le 
plan  «lune  (pianlité  cpii  n'a  crcxislence  (pie  dans  une  réi;ion 
liiuittc  se  trouve  déjà  dans  le  précédent  Travail  ;  elIt;  serl  de  fon- 
denienl,  elle  joue  le  principal  rôle  dans  celle  i-eclicrche  arilluné- 
ticpie  sur  les  noinhrcs  premiers.  Uieinann  l'applicpic  à  une  série 
de[Miis  lonf^lenips  considérée  par  Kuler,  <pii  est  soumise  à  une 
condiliitii  délernnnée  de  conver{;ence.  La  série  devient  l'origine 
il'une  fonction  uniforme,  elle  donne  naissance  à  une  nouvelle 
transcendante  se  rapprochant  à  certains  éf;ards  de  la  fonction 
•;amnia.  (/est  un  nouveau  Chapitre  (pii  s'ajoute  ainsi  aux  iliéories 
de  l'Analyse  et  où  M.  lladaniard  et  M.  von  Mangoldt  ont  trouvé 
l'origine  de  leurs  belles  recherches.  Le  Mémoire  Sur  la propaga- 
lion  d'ondes  aériennes  planes^  ayant  une  amplitude  de  vibra- 
tion finie,  concerne  les  cpieslions  délicates  et  difficiles  auxcpielles 
ont  donné  naissance  les  célèbres  découvertes  de  von  Helmhoilz  en 
Acoustique.  I^e  grand  géomètre  était  aussi  un  physicien,  il 
connaissait  les  nouvelles  uiélhodes  expérimentales  et  les  plus 
récents  progrès  de  la  Science  ;  il  dit  cependant,  avec  cette  modestie 
qui  est  le  fond  de  son  caractère,  avoir  surtout  en  vue  une  question 
de  Calcul  concernant  les  équations  aux  dérivées  partielles.  A  cet 
égard,  on  doit  signaler  des  résultats  qui  sont  toujours  de  grande 
importance,  une  méthode  pour  la  recherche  des  intégrales  des 
équations  linéaires  du  second  ordre,  sous  la  condition  qu'elles 
passent  par  une  courbe  donnée,  en  ayant  des  plans  tangents 
donnés,  puis  aussi  la  notion  de  l'équation  adjointe  qui  joue  un  rôle 
essentiel  dans  beaucoup  de  questions  intéressantes. 

Je  m'étendrais  trop  en  voulant  encore  passer  en  revue  les  Mé- 
moires Sur  l'évanouissement  des  fonctions  0,  Sur  les  surfaces 
d\tire  minima  pour  un  contour  donné^  Sur  la  possibilité  de 
représenter  une  fonction  par  une  série  trigonomélrique ;  il 
serait  trop  long  de  faire  ressortir  la  grandeur  et  la  beauté  des 
découvertes,  d'en  montrer  la  portée,  de  parler  des  nombreux  tra- 
vaux auquels  elles  ont  donné  Heu.  Je  ne  ferai  que  mentionner  en 
quelques  mots  l'admirable  Travail  Sur  les  hypothèses  gui  servent 
de  fondement  à  la  Géométrie. 

L'Auteur  dépasse  infiniment  la  question  du  postulatum  d'Eu- 
clide  qui,  après  des  siècles  de  vaines  tentatives,  avait  trouvé  une 
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solution  dans  les  recherches  de  LobaLschelTskv,  de  Boîvai,  et 
qu'on  a  appris,  par  une  publication  du  plus  ^rand  intérêt  due  à 
M.  Stiickel,  avoir  été,  pendant  toute  sa  vie,  l'objet  des  méditations 
de  Gauss,  Riemann  aborde  la  considération  de  l'espace  ou  d'une  j 

multiplicité  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  il  en  établit  ■ 

le  caractère  essentiel  consistant  en  ce  que  la  position  d'un  point  " 

dépend  de  ce  même  nombre  de  variables,  et  il  étudie  les  mesures 
dont  cet  espace  est  susceptible.  C'est  tout  un  monde  inconnu, 
intéressant  à  la  fois  le  philosophe  et  le  géomètre,  que  s'ouvre  avec 
une  extraordinaire  puissance  d'abstraction  le  merveilleux  inven- 
teur. Un  domaine  particulier  s'y  trouve  qui  se  rapproche  ties  réa- 
lités accessibles  à  notre  existence,  dans  ce  sens  qu'on  y  peut 
déplacer  une  figure  sans  altérer  ses  dimensions  et  fonder  des 
démonstrations  sur  la  méthode  de  superposition.  Et  c'est  là  que 
vient  s'offrir,  pour  le  cas  de  deux  dimensions,  en  même  temps  que 
la  Géométrie  de  Lobatschelfsky  et  de  Bolyai,  où  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  est  inférieure  à  deux  droits,  celle  de  Riemann 
où  elle  lui  est  supérieure. 

Mettre  à  la  disposition  des  lecteurs  français  le  riche  trésor  sur 
lequel  j'ai  jeté  un  coup  d'œil  a  été  le  but  de  cet  Ouvrage.  Il  paraît 
avec  l'autorisation  de  M""^  Riemann  et  de  l'éditeur  allemand 
M.  B.-G.  Teubner.  Il  est  offert  à  M""'  Riemann  compie  un  hommage 
à  une  mémoire  immortelle  et  le  témoignage  de  la  plus  respectueuse, 
de  la  plus  profonde  sympathie. 

L'impression  s'est  faite  avec  les  soins  consciencieux  que  la 
maison  Gauthier- Villars  consacre  à  ses  publications  mathéma- 
riques,  et  les  épreuves  ont  été  revues  avec  la  plus  grande  obligeance 
par  M.  Goursat. 

D'illustres  disciples  du  grand  géomètre,  M.  Klein,  MM.  Weber 
et  Dedekind,  M.  Minkovvski  ont  encouragé  et  secondé  par  leur 
bienveillant  concours  le  travail  du  traducteur,  M.  Laugel.  Qu'ils 
reçoivent  l'assurance  d'une  bien  sincère  gratitude,  et  le  vœu  que 
les  OEu^'res  de  Riemann  servent  de  jjIus  en  plus,  en  propageant 
la  gloire  du  Maître,  au  progrès,  à  la  marche  en  avant  de  la  Science! 
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LA  SÈANCK  l'IBLinUE  DK  L'ACADK.MIi:  DKS  SCIKNCES  EN  1889  (' j. 


Mkssieuus, 

V\.iiil  mil"  vous  eiilendiez  prochimer  les  laiiréals  des  priv  dt-cei- 
nés  par  l'Académie,  j'ai  le  devoir  de  rappeler  le  souvenir  de 
l'illiislre  dojen  de  la  Section  de  Chimie,  Michel-Eugène  Clievreiil^ 
(pie  nous  avons  eu  la  douleur  de  perdre  le  23  avril. 

Il  y  a  trois  ans,  notre  vénéré  Confrère  céléhrait  son  centenaire, 
et  l'amiral  .luricn  fie  la  Gravière,  digne  interprète  de  nos  senti- 
ments, lui  avait  ollert,  dans  un  langage  élevé,  les  félicitations  de 
l'Académie  et  l'expression  de  notre  respectueuse  et  profonde 
sympathie.  A  cet  hommage  s'associaient  les  savants  du  monde 
entier  pour  en  faire  le  couronnement  d'une  vie  d'honneur,  illus- 
trée par  des  découvertes  capitales  et  des  travaux  (pie  je  rappellerai 
en  |)eu  de  mots. 

C'est  de  i8i3  à  1822  que  Chevreul  présente  à  l'Académie  ses 
recherches  sur  les  corps  gras  d'origine  animale,  suivies  des  consi- 
dérations générales  sur  l'analyse  organique  et  ses  applications.  Cet 
Ouvrage  suffirait  seul  à  immortaliser  le  nom  de  son  auteur.  Je 
rappellerai  l'éloge  qu'en  a  fait  J.-B.  Dumas  dans  la  séance 
solennelle  de  la  Société  d'Encouragement  du  10  décembre  i85i, 
en  s'adressant  dans  ces  termes  à  notre  Confrère  :  «  Jamais  la 
»  puissance  de  la  Science  pure,  la  grandeur  des  résultats  qu'il  est 
»   permis  d'obtenir  par  un   travail    persévérant,   n'ont   été  mises 

»   dans   une    plus  complète  évidence C'est    par    centaines   de 

»  millions  qu'il  faudrait  compter  les  produits  auxquels  vos  décou- 
»  vertes  ont  donné  naissance  ;  la  France,  l'Angleterre,  la  Russie, 
))   la  Suède,  l'Espagne,  le  monde  entier  se  livre  à  leur  fabrication 

(')  Hcrmite  était  en  1889  Vice-Président  '^^  l'Académie  des  Sciences.     E.  P. 
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»  et  trouve  dans  leur  emploi  une  source  nouvelle  de  bien-être  et 
»  de  salubrité.  »  Je  n'ajouterai  rien  aux  paroles  du  grand  chimiste, 
si  ce  n'est  que  notre  Confrère  M.  Berlhelot  a  suivi  avec  éclat  la 
voie  nouvelle  et  féconde  qu'ouvraient  dans  la  Science  les  décou- 
vertes de  Chevreul. 

En  1889  paraît  l'Ouvrage  sur  le  contraste  simultané  des  couleurs, 
entrepris  dans  une  direction  bien  différente,  dont  l'auteur  indique 
ainsi  Toriginc  :  «  11  me  fut  démontré,  dit-il  dans  la  Préface,  que 
»  j'avais  deux  sujels  absolument  distincts  à  traiter,  pour  remplir 
»  le  devoir  du  directeur  des  teintures  de  la  Manufacture  des 
»  Gobelins.  Le  premier  était  le  contraste  des  couleurs  considéré 
»  dans  toute  sa  généralité,  soit  sous  le  rapport  scientifique,  soit 
»  sous  celui  des  applications;  le  second,  concernant  la  partie  chi- 
))  mique  de  la  teinture.  »  Ces  deux  sujets  ont  été  la  constante 
préoccupation  de  l'illustre  savant  pendant  sa  longue  carrière.  Les 
reclierches  chimiques  sur  la  teinture  ont  donné  lieu  à  quatorze 
Mémoires,  dont  le  dernier  a  été  publié  en  1864,  et  c'est  en  1802 
qu'a  paru  l'exposé  d'un  moyen  de  délinir  et  de  nommer  les  éouleurs 
d'après  une  méthode  rationnelle. 

Mais  ces  questions  sont  bien  loin  d'être  les  seules  qui  aient 
occupé  notre  Confrère.  Son  infatigable  activité  se  portait  sur  les 
points  les  plus  variés  de  la  Chimie,  sur  l'Agriculture,  la  Physio- 
logie et  la  Médecine,  en  faisant  une  égale  part  de  ses  efforts  aux 
applications  pratiques  et  à  la  plus  haute  science.  A  de  nombreux 
Rapports  sur  les  concours  du  prix  des  Arts  insalubres,  les  procédés 
de  panification  de  M.  Mège-Mouriès,  les  allumettes  chimiques 
dites  hygiéniques  et  de  sûreté^  etc.,  s'ajoutent  des  travaux  qui, 
ayant  la  Science  pour  origine,  franchissent  ses  limites  et  pénètrent 
dans  le  domaine  de  la  Psychologie  et  de  la  Philosophie.  Ce  côté 
si  caractéristique  de  l'esprit  élevé  de  Chevreul  se  manifeste  déjà 
dans  l'Ouvrage  sur  la  loi  du  contraste  simultané  des  couleurs,  dont 
les  dernières  pages  contiennent  un  paragraphe  ayant  pour  titre  : 
«  Du  jour  que  l'étude  du  contraste  me  paraît  susceptible  de 
»  répandre  dans  plusieurs  phénomènes  de  l'entendement.  »  Qu'on 
ne  s'attende  pas  à  trouver  dans  le  grand  chimiste  des  aperçus 
ingénieux  et  brillants  qui  charment  par  leur  éclat;  c'est  avec  la 
sévère  et  froide  raison  de  l'homme  de  Science  que  Chevreul  parle 
dp  rinfluence  des  organes  sur  l'entendement,  des  discussions  entre 
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deux  personnes,  des  travaux  fails  solilairrmcnl,  etc.  On  voii 
ensuite  s'agrandir  et  s'élever  son  élahoration  jdiilosn|ilii(jiie  dans 
U'S  Ou\rages  dont  je  rappelle  les  titres  :  Lettres  à  M.  l  illcmaui 
sur  la  méthode  en  général  et  la  définition  du  mot  fait;  /distri- 
bution des  connaissances  humaines  du  ressort  de  la  Philosophie 
naturelle;  J>e  la  méthode  a  postehiori  expérimentale  et  de  la 
généralité  des  ses  applications;  l>e  la  baguette  divinatoire,  du 
pendule  explorateur  et  des  tables  tournantes,  etc.  l.e  iabeui- 
scientifi(jue  approfondi  contient,  il  faut  le  dire,  un  secret  ensei- 
iînenient  qui  dépasse  l'objet  de  la  Science;  il  a  été  donné  à  notre 
Confrère  de  le  recueillir  et  de  s'en  inspirer  dans  ces  éludes  aux- 
quelles il  a  consacré  tant  d'efl'orts.  L'Ouvrage  sui-  la  baguette 
divinatoire,  le  j)endnle  explorateur  et  les  tables  tournantes  est 
extrêmement  digne  d'attention  par  le  bon  sens  supérieur,  la  rigou- 
reuse logique  avec  lesquels  sont  traitées  et  jugées  des  questions 
obscures  et  délicates.  Cbevreul  a  été  l'ami  de  Guizot,  de  Villemain 
et  d'Ampère,  dont  le  nom  revient  souvent  dans  ses  Ouvrages  avec 
Je  témoignage  de  raflTeclion  qu'il  lui  portait.  Poinsot,  le  géomètre 
philosophe  qui  écrivait  sur  les  plus  importants  sujets  de  la  Méca- 
nique dans  un  langage  d'une  inimitable  clarté,  dont  il  n'a  point 
légué  le  secret,  est  l'objet  d'une  citation  tirée  du  Mémoire  célèbre 
sur  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe,  Lagrange  reve- 
nait aussi  dans  les  entretiens  de  notre  vénéré  C^onfrère  ;  il  se 
plaisait  à  rappeler  que  le  grand  mathématicien,  l'emmenant  dans 
sa  voiture  à  une  séance  de  l'Académie,  lui  montrait  avec  complai- 
sance les  formules  régulières  d'un  de  ses  Mémoires  et  leur  airan- 
gement  symétrique,  en  lui  apprenant  que  le  sentiment  de  l'art 
n'est  point  étranger  aux  géomètres,  et  que  l'Algèbre  a  son  élégance. 
Combien  de  souvenirs  d'un  temps  si  éloigné  de  nous  dont  un 
dernier  écho  nous  parvenait  dans  les  conversations  de  Chevreul, 
et  qu'il  a  emportés  dans  la  tombe! 

Que  le  savant  illustre,  le  Confrère  excellent  qui  a  été  si  long- 
temps l'honneur  de  l'Académie,  et  dont  la  Science  gardera  à  jamais 
la  mémoire,  reçoive  l'hommage  de  nos  regrets  et  de  notre  respec- 
tueuse aft'eclion! 

La  perle  de  M.  Halphen,  qui  nous  a  été  enlevé  à  44  ^i^s,  dans 
toute  la  force  et  l'éclat  de  son  talent,  a  été  un  autre  coup  bien 
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cruel  pour  rAcadémie  et  pour  la  Science.  Une  admiration  unanime 
avait  accueilli    les    travaux   qui  ont  rempli   la  carrière    de   noire 
Confrère   et  laisseront  dans    la   Science    une    trace   impérissable. 
Halphen  a  publié  plus  de  cent  Mémoires  sur  la  Géométrie  supé- 
rieure,   l'Algèbre,    le   Calcul    intégral,    la    Théorie  des  fonctions 
elliptiques,   la  Théorie  des  nombres.   L'un  d'eux  a  remporté    le 
grand  prix  des  Sciences  mathématiques  en   1880,  il  a  pour  objet 
la  réduction  des  équations  différentielles  linéaires  aux  formes  inté- 
grables.  Un  autre,  concernant  la  classification  des  courbes  gauches 
algébriques,  a  été  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin 
(jui,  en  doublant  le  prix  Steiner,  l'a  partagé  entre  notre  Confrère 
et  l'un  des  jdiis  éminents  géomètres  de  l'Allemagne,  M.  Noëther. 
Ces  travaux,  récompensés  par  d'éclatantes  distinctions,  sont  loin 
d'être  les  seuls  où  brille   un  talent  hors  ligne.  Je  mentionnerai 
particulièrement,   à  cause  de  sa  grande  importance,  le  Mémoire 
sur  les  points  singuliers  des  courbes  algébriques.  L'attention  s'était 
portée    depuis    longtemps    sur    les   particularités    qu'offrent    ces 
courbes  et  qui  frappent  l'œil,  lorsque  deux  ou  plusieurs  branches 
passent  par  un  même  point,  mais  sans  qu'on  soupçonnât  qu'elles 
se  liaient  étroitement  aux  propriétés  analytiques  les  plus  essen- 
tielles de  leurs  équations.   C'est  Riemann  qui  a  reconnu  le  rôle 
important  des  points  multiples,  et  révélé  par  ses  profondes  décou- 
vertes une  correspondance  imprévue  et  du  plus  haut  intérêt  entre 
la  Géométrie  et  les  théories  abstraites  de  l'Algèbre  et  du  Calcul 
intégral.  De  nombreuses  recherches  se  sont  produites  dans  la  voie 
ouverte  par  le  grand  analyste,  pour  approfondir  et  élucider  beau- 
coup de  points  difficiles  ;  mais  la  part  la  plus  considérable  dans  les 
progrès  accomplis  appartient  au  Mémoire  de  notre  Confrère.  On  y 
remarque,  avec  le  génie  de  l'invention,  le  don  si  précieux  de  la 
clarté,  et  une  conscience  scrupuleuse  qui   ne  laisse  jamais  rien 
d'incomplet  et  d'inachevé  dans  les  sujets  qu'il  traite.  Ce  mérite 
des  travaux  d'Halphen,   ce  fini  dont  les  œuvres  de  Gauss  et  de 
Jacobi  donnent  l'admirable  exemple,  nous  le  trouvons  dans  tous 
ses  Mémoires,  dont  je  ne  puis  faire  l'énumération,  et  qui  l'ont  mis 
au  rang  le  plus  élevé  parmi  les  géomètres  de  notre  temps.  Je  laisse 
à  regret  de  côté  ceux  qui  ont  pour  objet  la  Théorie  des  caractéris- 
tiques pour  les  coniques,  les  courbes  analogues  aux  développées, 
les  invariants  différentiels,  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  et 
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la    1  licoi  ic   (1rs  iiitinltrcs.    .MiU>   [c  ditis  i;i|ij)clt'r  If    1  lailf  iK'S  Imir- 
lioiis   elli|)li(|ucs  cl   (le  leurs  a|)|)lic<ili()ns,   l'truvrc  ù   ia(|ii<'llc  il   a 
consacré  les  plus  grands  cHoiis  el  dont  le*  deux  premiers  \  olmiies 
ual  paru  eu   i8<S()  et   iNSH.   La  iiiorl  \,\  Irappi-  lorscpi  il   Iravnillait 
avec  ardeur  à  exposer  la  théorie  de  la   transloriualion  <l  des  équa- 
tions   modulaires,    la    iiiultipliralioii    complexe   et   les  ap|)lications 
ai'illiméli(pies    (jui     devaiciil     former    le     lioisième    Volume.    (>el 
Ouvrajje  el  les  nombreux  lra\aiix  t|ui  ont  illii^tri'  le  iioiii  d  llalplien 
laisseront  à  jamais  leur  trace  ilans  la  Science.  La  Science;  n"a  point 
seule  rempli  la  vie  de  notre  Confrère.  Ln  i  S- i ,  (|iiel(jues  années 
après  sa  sortie  de   l'Ecole   Polylecliniqiie,   il  a   combattu  conmic 
lieutenant    d  artillerie;   à    rarmée   du    Nord.    \    peine  ré-lahii  d  une 
fracture  de   la  (laxicuie,   causée   |iai-  niu;  clmle  de  che\al.  il   part 
malgré  son  médecin;  il  est  au  feu  à  l*onL-Noyelles  où  il  est  décoré, 
puis  à  liapaume,  à  Saint-Quentin.  Il  prend  part,  avec  le  grade  de 
capitaine,  au  second  siège  de  l'a  ri  s  ;   il  a  Thonneur  d'être  men- 
tionné dans  le  récit  (pii  a  été  fait  de  la  cam|)agne  de  l'armée  (\\i 
Nord  par  son  liéroïque  commandant  en  chef:  «  La  batterie  Halphen, 
»   dit  le  général  Faidlierbe,  avait  pris  une  excellente  position  à  la 
»   gauche  de  Trancilly,  etya  combattu  d'une  manière  remarqualde 
»   pendant  toute  la  journée.  »  Le  mérite  du  savant,  le  don  mathé- 
inaticpie  n'excluent  donc  point  l'esprit  militaire,  el  depuis  l'époque 
où  Laplace  disait  à  Napoléon  :  «  Sire,  un  des  plus  beaux  examens 
»  que  j'aie  jamais  vu  passer  dans  ma  vie  est  celui  de  votre  aide  de 
->   camp,   le    général   Drouol   »,  Halphen,   Faidherbe,    après    tant 
d'autres,   ont  été   fidèles  à  la   doul)le   mission    de    l'Ecole    Poly- 
lechnique  et  ont  continué  ses  glorieuses  traditions.  N'y  a-t-il  pas 
ellectivement,  dans  les  habitudes  de  l'intelligence,  dans  cette  nature 
particulière  (|ue  crée  l'enseignement  de  notre  grande  Ecole,  une 
liaison  morale,  une  concordance  avec  les  qualités  du  soldat?  Une 
rigoureuse  discipline  de  l'esprit  prépare  aux  devoirs  militaires,  et 
l'on  ne  peut  douter  que  les  études  mathématiques  contribuent  à 
former  cette  faculté  d'abstraction  indispensable  au   chef  ])our  se 
faire  une  représentation  intérieure,    une  image    de    l'action    par 
laquelle    il    se  dirige  en    oubliant  le  danger,   dans   le  tunuilte  et 
l'obscurité  du  combat. 

La  mort  si  prématurée  d'Halphen,  qui  a  succombé  le  28  mai  à 
une  maladie  causée  par  l'excès  du  travail,  a  produit  une  émotion 
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générale  et  profonde,  et  nos  regrets,  qui  étaient  un  hommage  à  ses 
rares  et  belles  qualités  autant  qu'à  son  mérite  de  savant,  ont  été 
partagés  par  le  monde  mathématique.  M.  Brioschi,  président  de 
l'Académie  royale  des  Lincei  à  Rome,  s'est  fait  l'interprète  de  nos 
sentiments  en  annonçant  à  l'illustre  Société  la  perte  de  la  Science 
française,  et  en  rappelant  avec  sympathie  les  travaux  de  notre 
Confrère  ainsi  que  les  principales  circonstances  de  sa  vie.  A 
Versailles,  au  jour  de  ses  obsèques,  M.  le  colonel  Brunet  du  1 1'' ré- 
giment d'artillerie,  où  Halphen  était  chef  d'escadron,  a  retracé  sa 
carrière  et  exprimé  dans  une  allocution  touchante  les  regrets  qu'il 
a  laissés  à  ses  compagnons  d'armes,  à  ses  amis,  à  tous  les  admi- 
rateurs de  son  talent. 

Un  nouveau  deuil,  qui  est  bien  récent,  vient  encore  d'impres- 
sionner douloureusement  l'Académie.  M.  Phillips,  pour  qui  nous 
avions  autant  d'afîection  que  d'estime,  nous  a  été  enlevé,  après 
une  courte  maladie,  le  i3  de  ce  mois. 

La  carrière  scientitîque  de  notre  Confrère  s'était  ouverte  par  un 
Mémoire  sur  un  nouveau   traitement  métallurgique  des  minerais 
de  cuivre,  fait  en  commun  avec  Rivot,  et  qui  a  été  l'objet  d'un 
Rapport  favorable  de  Pelouse  et  Dufrénoy  en  1847.  Rivot  devait 
occuper  avec   une  grande  supériorité  la  chaire  de  Docimasie  de 
l'Ecole  des  Mines,  et  consacra  sa  trop  courte  vie  à  cette  Science; 
son   collaborateur,   abandonnant  le   laboratoire,   s'est  ouvert  une 
autre  voie  et  a  entrepris  avec  ardeur  les  recherches  de  Mécanique 
appliquée  qui  l'ont  conduit  à  l'Académie  des  Sciences.  La  clarté, 
la  précision,  le  sens  pratique  sont  les  éminentes  qualités  de  tous 
les  travaux   de  notre   Confrère.    Phillips  est  surtout  un  éminent 
ingénieur.  Je  rappellerai,  parmi   ses  nombreux  Mémoires,   ceux 
qui  concernent  les  ressorts  en  acier  employés  dans  la  construction 
des  voitures  et  wagons,  la  coulisse  de  Slephenson,  le  calcul  de  la 
résistance  des  solides  soumis  à  l'action  d'une  charge  en  mouve- 
ment, le  spiral  réglant  des  chronomètres.  Le  travail  relatif  à  la 
coulisse  de  Stephenson,  qui  sert  à  conduire  le  tiroir  de  distribution 
des  machines  locomotives,  montre  un  talent  mathématique  extrê- 
mement distingué.  L'auteur  tire  de  la  théorie  des  centres  instan- 
tanés de  rotation  une  méthode  graphique  simple  et  élégante,  puis 
des  formules  devenues  d'un  emploi  continuel,  pour  déterminer  la 
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position  (le  la  coulisse  correspoiulatii  à  cvWr  des  cxcenlriques.  il 
évite   ainsi,   m   olitcnnnt    une    approximation    très    siiflisantc,    les 
ins«irniont«'il)les  ilifliciillt-s  des  érpialions  dillrrcnlielles  dont  dépend 
le  niouvcnienl  (l'un  orj;atie  de  niacliinc  conduit  pai"  plusieurs  pièces 
articulées.  Mais  il  aborde  avec  hardiesse  rintéj,M-ation  d'un  système 
d'é(piations  siniidlanées  aux  dérivées  partielles,  dans  la  (pieslion 
«lu  calcul  de  la  résistance  des  solides  prismatiques  soumis  à  l'action 
d'une  cliar<;e  en  mouvement,  et  j>arvient  par  cette  voie  ardue  à  des 
résultats   pratiques   |)onr   le    calcul   des  dimensions  de   |)ièces  qui 
entrent  dans  un  j^rand  nombre  de  constru(;tions  modernes.  IMiillips 
n'est  pas  moins  habile  analyste  dans  ses  recherches  sur  le  spiral 
réglant  des  chronomètres  et  des  montres,  qui  sont  sans  doute  son 
œuvre  la  plus  remarquable  et  la  plus  importante.  On  sait  que  l'em- 
ploi diin  ressort  |)Our  déterminer  les  oscillations  du  balancier  est 
du   à   Iluygcns,    (pu    lui    a   (lonn(''   la    forme    d'une    spirale    plate. 
Pierre  Leroy  a  ensuite  employé  dans  les  chronomètres  le  spiral 
cylindrique,  et  c'était  par  le  tâtonnement  que  les  constructeurs 
obtenaient  les  courbes  finales  de  ces  ressorts,  de  manière  à  assurer 
autant  que  possible  l'isochronisme  des  oscillations.  Notre  Confrère, 
par  une  application  savante  des  théories  de  la  Mécanique  ration- 
nelle, a  substitué  à  ces  tâtonnements  des  règles  précises,  mainte- 
nant consacrées  par  l'expérience,  en  réalisant  ainsi  un  des  plus 
grands  progrès  obtenus  à  notre  époque  dans  la  Chronomélrie.  Je 
ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  tous  les  travaux  qui  ont  lionor(' 
le  nom  de  Phillips,  je  ne  fais  que  rappeler  sa  carrière  d'ingénieur 
et  son  enseignement  qui,  pendant  tant  d'années,  a  rendu  les  plus 
éminents  services  à  l'Ecole  Centrale  et  à  l'Ecole  Polytechnique. 
Notre  Confrère  joignait  la  bonté  et  les  plus  aimables  qualités  au 
mérite  scientifique  :  son  souvenir  nous  reste,  environné  d'affection 
et  de  regrets, 

L'Académie  a  reçu,  dans  sa  séance  du  20  février,  une  Commu- 
nication qui  l'a  vivement  intéressée  et  que  je  dois  rappeler  en  ce 
moment.  Nous  apprenions  de  M.  Mitlag-Leffler,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Stockholm  ei  rédacteur  en  chef  des  Acta 
niathenialica,  que  notre  Confrère  M.  Poincaré  avait  obtenu  le 
prix  institué  par  S.  M.  le  Roi  de  Suède  et  de  Norvège,  auquel  tous 
les  géomètres  de  l'Europe  étaient  appelés  à  concourir,  pour  être 
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décerné  à  l'occasion  du  soixantième  anniversaire  de  sa  naissance. 
Nous  étions  aussi  informés  qu'une  seconde  récompense,  consistant 
en  une  médaille  d'or,  avec  l'inscription  :  In  ini  inemoriam,  était 
accordée  par  le  Roi  à  M.  Appell,  professeur  à  la  Sorbonne. 

Le  Mémoire  de  M.  Poincaré,  qui  a  pour  titre  :  Sur  le  problème 
des  trois  corps  et  les  équations  de  la  Dynamique,  est  d'une  im- 
portance capitale  pour  la  Mécanique  céleste  et  ajoutera  encore  à 
l'estime  de  tous  les  géomètres  que  notre  Confrère  s'est  acquise  par 
de  grandes  et  belles  découvertes.  Voici  tout  d'abord  un  résultat 
qui  appelle  au  plus  haut  point  Tattention.  Il  a  été  rigoureusement 
établi  par  M.  Poincaré  que  les  séries  dont  on  a  fait  usage  jusqu^ici 
dans  le  calcul  des  perturbations  sont  divergentes  et  ne  peuvent 
être  employées  pour  un  temps  illimité.  Ces  développements  pré- 
sentent en  elFet  le  caractère  analytique  singulier  dont  la  série  de 
Stirling  a  donné  le  premier  exemple,  et  qu'un  travail  classique  de 
Cauchv  a  mis  en  pleine  lumière.  De  même  que  cette  série  célèbre, 
les  premiers  termes  forment  une  suite  convergente  dont  on  tire  des 
résultats  numériques  suffisamment  exacts  dans  la  pratique,  mais  il 
faut  renoncer  à  s'en  servir  dans  les  questions  où    le   temps  doit 
recevoir  de  grandes  valeurs  comme  celle  de  la  stabilité  du  système 
du  monde.   La  confiance  donnée   à   tort  aux  développements  en 
série  de  la  Mécanique  céleste  a  été  néanmoins  extrêmement  utile, 
on  pourrait  même  dire  nécessaire^  et  ce  n'est  pas  le  seul  exemple 
à  citer  du  rôle  bienfaisant  de  l'erreur  dans  les  Mathématiques. 
Mais,  l'erreur  reconnue,  il  fallait  ouvrir  une  voie  nouvelle  dans 
l'étude  du  problème  des   trois  corps,  et  c'est  là  que  le  talent  de 
xM.  Poincaré  s'est  montré  avec  éclat.  En  poursuivant  des  recherches 
antérieures,  notre  Confrère  a  appliqué  à  cette  question  fondamen- 
tale de  la  Mécanique  céleste  les  méthodes  originales  et  fécondes 
qui  lui  avaient  servi  à  construire  les  courbes  définies  par  les  équa- 
tions différentielles.  Il  parvient  ainsi  à  démontrer  rigoureusement 
l'existence  de  deux  genres  de  solutions  d'une  nature  bien  différente. 
Sous  certaines   conditions,   le   mouvement  sera  périodique;  dans 
d'autres  cas,  les  trajectoires  des  trois  corps,  d'abord  très  peu  diffé- 
rentes d'une  orbite  périodique,  s'en  éloignent  de  plus  en  plus,  et 
il  peut  arriver  qu'après  s'en    être    écartées   beaucoup    elles    s'en 
rapprochent  ensuite  de  plus  en  plus.  Enfin,  sous  des  conditions 
qu'il  serait  trop   long  d'énoncer,   on   peut  affirmer  que  les  trois 
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corps  repassent  une  iiiliiiih-  «le  f()i>,  aussi  pn'-s  (|u"im  le  vctii  de 
leurs  positions  initiales,  .le  n'arrêterai  pas  l'atlentiun  plus  lonj;- 
temps  sur  ees  profcuides  rcclierclies  <pii  ou\renl  les  |ierpeclives  les 
plus  étendues  à  Ja  Mécanique  céleste  el  iippclleroiit  l<mi:lein|is 
encore  les  ellorls  des  géoni«'tres. 

I.e  Mémoire  de  M.  A|)pell,  sur  les  inté<;ral<s  des  ronclioiis  .'i 
multiplicateurs  et  leurs  applications  au  développement  des  fonc- 
tions ahéliennes  en  série,  est  éi^alement  di^ne  du  plus  haut  intérêt. 
\l.  Appeil  a  ouxort  un  cliainp  nouveau  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable,  en  donnant  l'origine  d'une  catégorie  de 
transcendantes,  douées  de  propriétés  extrêmement  remarquables, 
dont  il  a  fait  une  étude  approfondie  el  qui  sont  a|)pelées  à  jouer 
un  grand  rôle.  C'est,  à  notre  époque,  un  des  plus  importants 
résultats  de  l'Analyse  que  ces  découvertes  de  nouvelles  fonctions 
auxquelles  s'attachent  les  noms  illustres  d'Abel  el  de  Jacobi,  de 
Gopel,  de  Rosenliaim,  de  Weierstrass  el  Riemann.  M.  Appcll  s'est 
surtout  inspire-  de  Riemann;  son  beau  Mémoire,  ceux  de 
AI.  Poincaré  sur  les  fonctions  fuclisiennes,  d'autres  travaux  fran- 
çais encore  continuent  l'œuvre  de  ces  grands  géomètres. 
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LA  SÉANCE  PUBLIQUE  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES  EN  1890  (  •  ). 


Messielks, 

La  Science  crée  entre  ceux  qui  s'y  consacrent  des  sentiments 
d'estime  et  d'affection  qui  nous  imposent  le  devoir  de  rappeler  en 
ce  moment  la  mémoire  de  nos  Confrères  dont  la  mort  nous  a 
séparés,  les  souvenirs  qu'ils  nous  laissent,  les  travaux  qui  ont 
rempli  et  honoré  leur  carrière. 

M.  Peiigot,  que  nous  avons  eu  le  malheur  de  perdre  le  id  avril, 
appartenait  à  l'Académie  depuis  trente-huit  ans,  comme  Membre 
de  la  Section  d'P^conomie  rurale  :  il  était  Tun  des  plus  anciens  et 
des  plus  aimés  parmi  nous.  Nous  honorions  en  lui  le  rare  exemple 
de  l'illustration  scientifique  acquise  par  d'importantes  découvertes 
et  de  services  éminents  rendus  dans  de  hautes  fonctions  adminis- 
tratives. Peiigot  a  été  l'un  des  principaux  chimistes  de  son  temps, 
et  il  a  occupé  à  la  Monnaie  les  emplois  de  vérificateur,  d'adminis- 
teur  et  de  directeur  des  essais.  C'est  là  que,  après  Gaj-Lussac  et 
Pelouze,  il  a  passé  de  longues  années,  partageant  son  temps  entre 
le  service  journalier  du  laboratoire,  et  de  difficiles  recherches  sur 
de  nouveaux  alliages,  destinés  à  une  refonte  éventuelle  de  nos 
monnaies  d'or  et  d'argent.  Les  plus  hautes  distinctions  ont  été  la 
récompense  des  éludes  de  notre  Confrère  sur  ces  questions  d'une 
importance  capitule,  et  jamais  elles  n'ont  été  mieux  méritées.  Mais 
ces  travaux  étaient  loin  de  suffire  à  son  activité  :  Peiigot  occupait 
en  même  temps,  avec  le  plus  grand  éclat,  les  chaires  de  Chimie  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  de  l'Ecole  Centrale.  Pendant 
quarante-deux  ans  à  l'Ecole  Centrale  et  quarante-cinq  ans  au 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  notre  Confrère  a  enseigné  sans 

(')  Ilerniite  était  en  1890  I^rcsident  de  l'Académie  des  Sciences.  E.  P. 
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inlerniplion  lous  les  principes  sur  k-sfuicls  reposent  l;i  M«'l;illiirf;ie, 
l;i  \  errerie,  la  fahricalion  des  produlls  cliiinicpics,  en  ré|)an(lanl 
une  foule  de  notions  uliles  et  fécondes  pour  l'Induslrie. 

Il  laisse  dans  ces  grands  élaMissements  le  souvenir  iiiip<''rissable 
de  ses  leçons,  où  le  sentiment  proloiid  du  devoir  s'unissait  an 
lalenl  d'iiti  maître  de  la  Science,  et  dune  bouté  qui  lui  gaj;uait  la 
reconnaissance  et  l'alFeclion  de  ses  élèves. 

Pelij^ot  a  rempli  aussi  un  rolo  important  et  cousidf'rahle  au 
(Conseil  d'Ii vgiène  et  de  salubrité  du  (b'partement  de  la  Seine.  On 
lui  doit  une  étude  approfondie  du  plomb  dans  les  vases  qui  servent 
aux  usages  domestiques,  et  il  a  contribué  pour  une  grande  part  à 
<u  prévenir  les  dangers.  Il  s'est  occupé  de  la  composition  des  eaux 
de  Paris  et  a  découvert  un  procédé  simple  de  séparation  des  impu- 
retés organifpies  (pii  s'y  rencontrent.  Les  questions  d'incommodité 
ou  d'insalubrité  (ju'amène  le  voisinage  des  fabriques  de  produits 
clnmiques  ont  élé  pour  lui  le  sujet  d'une  foule  de  Rapports,  et 
pendant  plus  de  vingt-cinq  ans  son  zèle  éclairé  n'a  fait  défaut  à 
aucun  des  intérêts  de  la  population  parisienne. 

Nous  retrouvons  encore  à  la  Société  nationale  d'Agriculture  et 
à  la  Société  d'Encouragement  pour  l'Industrie  nationale  le  savant 
illustre,  l'homme  excellent  (pii  leur  a  donné  pendant  un  demi- 
siècle  le  concours  le  plus  dévoué  et  le  plus  utile.  11  y  était  associé 
à  .J.-B.  Dumas  et  continuait  avec  le  grand  (-himiste  une  collabora- 
tion intime  et  afl'ectueuse  que  la  mort  seule  a  interrompue.  Cette 
collaboration  a\ait  commencé  avec  la  carrière  scientifique  de 
Peligol,  sur  laquelle  je  jetterai  un  rapide  coup  d'o-il. 

Les  |)remières  publications  de  notre  Confrère  ont  pour  objet 
les  combinaisons  de  l'acide  chromique  avec  les  chlorures  métal- 
liques, les  phénomènes  auxquels  donne  lieu  le  contact  de  l'acide 
azoteux  avec  les  protosels  de  fer,  les  circonstances  remarquables 
que  présente  la  distillation  du  beuzoate  de  chaux.  Elles  révèlent 
déjà  ces  rares  (jualités^  si  frappantes  dans  lous  ses  travaux,  de 
conscience  et  d'absolue  sincérité  qui  lui  interdisent  d'exagérer 
l'importance  d'un  résultat  et  de  passer  sous  silence  les  points 
demandant  de  nouvelles  recherches. 

Vient   ensuite    ce    Mémoire    célèbre    sur    l'esprit-de-bois    que 
Peligot  a  l'insigne  honneur  de  faire  paraître  en  collaboration  avec 
Dumas,  où  se  trouve  pour  la  première  fois,  formulée  avec  la  géné- 
II.  —  IV.  3- 
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rallié  qu'elle  comporte,  la  notion  de  fonction  alcoolique.  11  y  est 
établi  que  l'alcool  ordinaii^e,  l'esprit-de-bois  etl'étlial  que  Chevreul 
venait  de  tirer  du  blanc  de  baleine,  possèdent  un  ensemble  de  pro- 
priétés communes  qui  résultent  du  mode  de  g;roupement  de  leurs 
molécules  constituantes,  résultat  d'une  importance  capitale  ouvrant 
une  voie  féconde  où  se  sont  multipliées  les  découvertes.  L'alcool 
amylique  de  M.  Caliours,  l'alcool  benzjlique  de  M.  Gannizaro,  la 
j^lycérine  ou  l'alcool  triatomique  de  M.  J3erthelol  sont  venus 
successivement  se  ranger  dans  le  groupe  des  alcools  homologues, 
peut-être  le  plus  naturel  et  le  mieux  défini  que  présente  encore  la 
Chimie  organique.  Je  renonce  à  énumérer  tous  les  autres  travaux 
de  notre  Confrère  ;  je  rappelle  seulement  ses  recherches  sur  l'acide 
hypoazotique,  qu'il  a  isolé  pour  la  première  fois  à  l'état  de  pureté, 
ses  études  sur  les  vers  à  soie,  ses  Mémoires  sur  les  matières  miné- 
rales que  les  plantes  empruntent  au  sol  et  aux  engrais,  sur  la 
composition  du  thé  et  du  blé,  sur  la  betterave  et  les  procédés  indus- 
triels d'extraction  du  sucre.  C'est  à  Peligot  qu'est  dû  l'emploi, 
dans  les  raffineries,  des  sucrâtes  de  calcium,  de  baryum  et  de 
strontium,  dont  nous  avons  peut-être  moins  profité  qu'un  pays 
voisin,  où  s'est  fondée,  sur  ces  nouveaux  procédés,  l'industrie 
prospère  de  la  sucraterie,  qui  réussit  à  extraire,  à  l'état  cristallisé, 
le  sucre  des  mélasses. 

Dans  ce  champ  si  étendu  des  travaux  de  notre  Confrère,  les 
plus  hautes  questions  de  théorie  se  lient  étroitement  aux  recherches 
qui  ont  pour  but  la  pratique  et  l'industrie. 

En  1842,  il  fait  la  découverte  mémorable  de  l'isolement  d'un 
corps  simple;  l'uranium  ajoute  un  nouveau  terme  à  cette  suite  des 
éléments  chimiques,  qui  ne  cesse  de  s'accroître,  et  si  on  les  range 
d'après  la  valeur  croissante  de  leurs  poids  atomiques,  il  prend  une 
place  à  part  dans  la  série,  la  dernière. 

Le  travail  de  Peligot  a  été  admiré  comme  un  modèle  d'habileté 
et  de  pénétration,  et  ses  résultats  demeurent  sans  qu'il  y  ait  été 
apporté  aucune  modification.  11  en  a  poursuivi  les  conséquences 
dans  la  pratique  en  s'occupant  ensuite  du  verre  d'urane  et  de  l'art 
du  verrier  auquel  il  a  consacré  l'Ouvrage  excellent  qui  a  pour 
titre  :  «  Le  Verre,  son  histoire,  sa  fabrication  ». 

Je  viens  de  rappeler  rapidement  les  travaux  qui  ont  illustré  le 
nom  de  notre  Confrère:  sa  vie  si  pure,  si  complètement  remplie 
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par  le  dévoiiemenl  au  «lovoir  et  à  la  Science,  restera  dans  nos  sou- 
venirs av<»c  le  sentiment  île  respectueuse  alleclion  que  nous  ont 
inspirt3  la  droiture  el  l'élévation  de  son  caractère. 

L'Académie  a  encore  à  reg^retter  la  perle  de  M.  Ilr-herl  )|ui  avaiï 
remplacé  Charles  Sainte-Claire  Deville,  eu  i^~~i  dans  la  Seclion 
de  .Miuéraloi,'ie. 

Noire  éininenl  Confrère  a  commencé  ses  éludes  de  Géolo<;ie  » 
l'époque  où  les  },'rands  travaux  d'Klie  de  Beaumonl  semblaient 
avoir  lait  entrer  la  Science  dans  une  |>hase  nouvelle.  Aux  yeux  de 
ses  disciples  enthousiastes,  les  lois  de  l'ordonnance  j;énérale  du 
}j;lol)e  venaient  d'être  devinées  par  un  ellorl  du  génie  ;  le  plan  de 
I  éddice  à  reconstruire  était  (h'iinilivement  connu,  l'ambition  du 
géologue  devenait  désormais  de  prévoir  les  faits  au  lieu  de  les. 
constater.  Témoin  attentif  des  débals  qui  passionnaient  alors  les 
esprits,  Hébert  resta  |>ersuadé  que  la  Géologie  est  avant  tout  une 
science  d'observation;  il  choisit  volontairement  la  voie  qui  parais- 
sait alors  la  |)lus  hund)lc  et  qui  semblait  promettre  le  moindre 
avenir;  il  l'a  suivie  sans  défaillance  jusqu'à  sa  mort,  et  les  honneurs 
qui  ont  couronné  sa  carrière  scientilique,  la  célébrité  toujours 
croissante  de  son  nom,  la  considération  dont  il  sest  vu  entouré, 
lui  ont  suffisamment  prouvé  qu'il  ne  s'était  pas  trompé.  11  a  été  à 
son  tour,  comme  Elie  de  Beaumont,  le  maître  incontesté  de  la 
Géologie  en  France,  et  il  restera  à  nos  yeux  le  représentant  des 
progrès  accomplis  pendant  une  période  de  quarante  années  ;  pour 
une  science  qui  date  d'un  siècle  à  peine,  c'est  près  de  la  moitié  de 
son  histoire  à  laquelle  le  nom  de  notre  Confrère  se  trouve  associé. 

Ces  progrès  ne  peuvent  se  résumer  en  quelques  mots;  Hébert 
s'est  d'ailleurs  toujours  interdit  les  généralisations  brillantes  qui 
peuvent  frapper  les  esprits.  Le  géologue  doit  reconstituer  l'histoire 
de  la  Terre,  son  rôle  est  d'apprendre  à  connaître  celle  histoire  el 
non  de  la  raconter  prématurément.  Pour  le  bassin  de  Paris  seule- 
ment, après  avoir  complété  l'œuvre  de  Cuvier  et  de  Brongniart,. 
notre  Confrère  a  esquissé  les  transformations  du  golfe  qui  péné- 
trait autrefois  jus([u'au  sud  de   notre  capitale;   il    a    montré   les- 
oscillations  répétées  qui  déplaçaient  ses  rivages,  les  lagunes  qui  le- 
prolongeaient,  les  lacs  qui  se  sont  succédé  sur  son  emplacement^ 
les  faunes  sans  cesse  modifiées  qui  l'ont  habité.  Pour  le  reste  de  la 
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France  et  pour  l'Europe,  que,  dans  des  voyages  répétés  de  l' .Angle- 
terre à  la  Russie,  de  la  Suède  à  l'Italie,  il  a  parcourue  avec  une 
ardeur  infatigable,  il  s'est  contenté  d'amasser  les  documents  et  nul 
n'en  a  réuni  d'un  plus  grand  intérêt.  La  signification  d'un  fossile, 
l'identité  de  deux  espèces  ou  le  synchronisme  de  deux  assises^  tels 
étaient  les  problèmes  qu'il  s'attachait  à  résoudre  et  dont  il  a  su 
faire  comprendre  l'importance  :  sous  son  influence  les  débats 
géologiques  sont  redescendus  des  hauteurs  où  on  les  avait  portés, 
pour  se  borner  aux  questions  où  la  discussion  et  le  contrôle 
peuvent  amener  la  certitude. 

C'est  là  l'importance  et  l'originalité  de  l'influence  exercée  par 
notre  Confrère  :  il  n'a  j)as  craint  de  sembler  diminuer,  aux  yeux 
des  indilTérents,  le  rôle  de  la  Science  à  laquelle  il  a  consacré  sa 
vie;  il  n'a  pas  cherché  à  grandir  le  but,  mais  à  le  préciser. 

La  discussion  des  problèmes  plus  vastes,  celle  des  lois  cacliées 
de  la  Nature,  s'imposera  d'elle-même,  quand  elle  sera  préparée  par 
des  observations  suffisantes  :  ce  n'est  pas  un  progrès  que  d'en 
devancer  l'heure. 

Il  a  fait  comprendre  à  ses  élèves  l'intérêt  d'une  Icàclie  en  appa- 
rence ingrate;  il  leur  a  fait  aimer  la  Géologie  telle  qu'elle  est 
aujourd'hui  et  non  pas  telle  qu'elle  sera  un  jour;  il  les  a  intéressés 
aux  progrès  qu'ils  peuvent  eux-mêmes  réaliser  et  non  pas  à  ceux 
(|ue  verra  l'avenir.  C'est  la  Géologie  des  résultats,  et  en  prêchant 
d'exemple,  en  allant  étudier  sur  place  tous  les  problèmes  discutés, 
en  traçant  la  voie  aux  débutants,  il  a  su,  à  la  Faculté  des  Sciences, 
grouper  et  faire  grandir  à  ses  côtés  toute  une  école  de  géologues 
qui,  désintéressés  et  passionnés  comme  lui  pour  la  vérité,  conti- 
nueront son  œuvre  et  assureront  de  nouveaux  progrès.  Le  jour 
viendra  sans  doute  où  des  lois  générales  remplaceront  la  complica- 
tion des  faits,  où  tous  les  détails  s'enchaîneront  dans  un  ensemble 
régulier;  mais  les  ouvriers  de  la  première  heure  garderont  leurs 
noms  inscrits  sur  l'assise  qu'ils  ont  édifiée,  et  celui  d'Hébert 
restera  parmi  les  plus  grands  et  les  plus  honorés. 

M.  Ernest  Cosson  nous  a  été  enlevé  le  3i  décembre  de  l'année 
dernière;  il  laisse  des  regrets  unanimes  et  je  serai  l'interprète  de 
l'Académie  en  rappelant  les  sentiments  d'afl'eciion  et  de  liaule 
estime  (pie  nous  avaient  inspirés  le  caractère  plein  de  bonté  et  le 
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talent  de  notre  éininent  (lonfrèie.  To«it  à  l'Iieure  on  entendra  une 
voix  amie,  celle  de  notre  illustre  Secrétaire  perpéliu'L  M.  Uertrand, 
retracer  la  carrière  du  savant  hotaniste,  in  m  des  premiers  explo- 
rateurs de  l'AI};t'rie,  qui  a  été  consacrée  tout  eiilière  à  la  Science 
et  au  bien. 

Les  Concours  aii\  prix  dont  l'Académie  dispose  ont  toujours  le 
privilè'3;;e  de  provoquer  des  découvertes  et  des  travaux  qui  ajoutent 
au  domaine  de  la  Science,  dans  toutes  les  directions,  et  sont  le 
lémoi|;;na{:i;e  d'une  activité  (pii  n'a  jamais  été  plus  féconde.  Deux  de 
nos  Correspondants  à  l'étranger  se  trouvent  cette  année  au  nombre 
des  savants  qui  ont  obtenu  nos  récompenses  et  dont  les  noms  vont 
être  proclamés. 

Le  prix  Lalande  est  donné  à  M.  Scliiaparelli,  Correspondant  de 
la  Section  d'Astronomie,  en  témoignage  de  l'admiration  de  l'Aca- 
démie pour  SCS  découvertes  de  la  durée  de  la  rotation  de  Vénus  et 
de  Mercure,  succédant  à  d'autres,  qui  ont  eu  tant  de  retentissement, 
sur  les  canaux  de  Mars,  et  à  des  travaux  de  la  plus  haute  impor- 
tance sur  les  orbites  des  étoiles  (liantes. 

A  M.  le  général  Ibanez  de  Ibero,  marquis  de  Mulliacén,  Corres- 
pondant de  la  Section  de  Géographie  et  de  Navigation,  l'Académie 
décerne  la  médaille  de  Poncelel.  Elle  a  voulu  témoigner  son  estime 
pour  le  mérite  éminenl  du  savant  Espagnol  qui  a  (ait,  avec  notre 
regretté  Confrère  le  général  Perrier,  la  joncticnx  au-dessus  de  la 
mer  entre  une  des  plus  hautes  montagnes  de  rEs|)agne  et  l'Algérie, 
et  aussi  pour  les  grands  travaux  qui  ont  rempli  sa  carrière  et  l'ont 
mis  à  la  tète  de  la  Géodésie  de  son  pays. 

C'est  aux  Comptes  rendus  qu'on  lira  dans  leur  entier  les 
Rapports  des  Commissions  où  sont  exposées  les  découvertes  et  les 
recherches  honorées  de  nos  récompenses;  les  noms  seidement  des 
lauréats,  suivant  notre  usage,  seront  proclamés  par  M.  Bertbelot, 
Secrétaire  perpétuel,  à  qui  je  donne  la  parole. 
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Monsieur  le  Ministre, 
Messieurs, 

Je  serai  bien  inégal  à  remplir  la  tâche  qui  m'est  imposée  en  ce 
woment,  à  exprimer  toute  ma  reconnaissance  aux  géomètres  de  la 
France  et  de  l'étranger,  aux  amis  que  je  dois  à  la  communauté  du 
travail  mathématique,  à  mes  élèves,  à  tous  ceux  dont  le  généreux 
concours  m"a  valu  cette  médaille,  l'œuvre  d'un  ilhistre  artiste,  qui 
récompense  bien  au  delà  de  leur  mérite  les  efforts  de  ma  vie 
d'étude.  Vous  avez  bien  vouUi,  Monsieur  le  Ministre  de  llnstruc- 
tiou  publique,  présider  cette  réunion,  entendre  M.  Camille  Jordan, 
membre  de  l'Institut,  me  présenter  les  adresses  des  Sociétés 
savantes,  que  je  reçois  avec  une  respectueuse  gratitude  comme  le 
couronnement  de  ma  carrière,  M.  le  Doyen  de  la  Faculté  des 
Sciences,  M.  Poincaré,  M.  le  Président  de  la  Société  mathéma- 
tique, exposer  avec  trop  de  bienveillance  les  recherches,  les  ques- 
tions qui  m'ont  occupé.  L'honneur  insigne  de  votre  présence  me 
pénètre  de  la  plus  vive  reconnaissance;  Monsieur  le  Recteur, 
Messieurs  les  membres  du  Conseil  général  des  Facultés,  mes  chers 
collègues  de  la  Sorbonne,  qui  me  donnez  en  ce  moment  le  témoi- 
gnage si  précieux  de  votre  sympathie,  recevez  aussi  mes  bien  sin- 
cères remercîments. 


(   )  Le  04  décembre  iSç,2,   les  amie  et  admirateurs  d'Hermite  se  sont  réunis  à 
la  Sorlîonne  pour  lui  offrir,   à   l'occasion  de   son   soixante-d.xième  anniversaire 
un  médaillon  dû  à  Chaplain  reproduisant  ses  Iraits.  Nous  donnons  ici  la  réponse 
faite  par  Herm.te  aux  félicitations  qui  lui  furent  adressées.  On  trouvera  au  début 
<le  ce  Volume  une  photographie  de  la  médaille  de  l'illustre  graveur.        E    P 
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Monsieur  le  Ministre,  ce  sont  d.s  ..Kiilrcs  île  la  Siion.  r  <im  oui 
parlt'  (levant  vous;    leurs   travaux  oui  dépassé   les    miens    et   oi.i 
<nii(lii    .les    n''-ions    «le    lAnalv^e    où     je    n'ai   jamais    pénétré. 
M.  Cau.ille  Jordan  a  été  l.ien  au  delà  de  mes  premières  lenlalives. 
dans   la   (picslion  aritl.méli.p.e  de   la   réduction  des  formes,  dans 
l'étude  des  écpiations  algéhri.pies  et   !..  théorie   des   sul»l  ilulions 
<pii  en  est  le  fondement.  -\  ses  découvertes,  à  ses  savants  travaux 
sont  .lus  les  plus  importants  progrès  de  cette  partie  extrêmement 
difficile  de  l'Analyse,  depuis  Abel  et  Galois.  M.  Darlu.ux  a  été  le 
continuateur  de  Mon-e,  en  unissant  les  théories  élevées  du  Calcul 
intégral  à  la  Géométrie,  dans  des  Mémoires  et  des  Ouvrages  (pu 
hon(')rent  les  Mathématiques  fran(;aises.  M.  Poincaré  s'est  mis  au 
premier  rang  dans  la  Science  de  notre  épo(pic  par  ses  découvertes 
dans  la  Théorie  des  nombres,  l'Analyse  et  la  Mécanitp.e  céleste, 
où  son  génie  a  ouvert  des  voies  entièrement  nouvelles  et  un  champ 
immense  à  explorer.  Je  dois  beaucoup  restreindre  les  éloges  (luils 
m'ont  donnés,  mais  je  me  sens  heureux  de  leur  bonne  an'eclion, 
comme  .le  l'éclat  de  leurs  travaux  et  mes  vœux  ne  cesseront  de 
seconder  et  d'accompagner  leurs  eHorts. 

Monsieur  le  Président  de  l'Académie  des  Sciences,  je  suis  on  ne 
peut  plus  louché  des  sentiments  de  mes  honorés  Confrères  et 
de  l'Académie  pontificale  des  Nuovi  Lincei  dont  vous  avez  été  le 
bienveillant  organe;  permettez-moi  de  joindre  à  mes  remercî- 
ments  l'expression  de  ma  respectueuse  sympathie  pour  votre  per- 
sonne, pour  les  travaux  cpil  ont  rempli  votre  carrière,  pour  votre 
vie  d'honneur  et  de  dévouement  à  la  Science. 

Monsieur  le  Général  commandant  l'École  l»olylechni(pie,  Mon- 
sieur le  Directeur  des  Éludes,  combien  je  suis  heureux  de  votre 
présence!  Les  élèves  qui  vous  accompagnent  me  rappellent  de 
longues  années  de  service,  et  vous,  Monsieur  le  Général,  une 
autorité  toujours  bienveillante  et  amicale,  dont  j'évoquerai  un 
souvenir.  Poncelet  commandait  l'École,  quand  j'étais  répétiteur; 
après  une  interrogation,  il  me  fait  venir  et,  dans  un  long  entretien 
que  je  ne  puis  oublier,  il  s'attache  à  me  convaincre,  et  il  y  réussit 
pleinement,  que  le  chef  militaire  met  en  ouvre,  dans  les  redou- 
tables combinaisons  du  champ  de  bataille,  plusieurs  des  facultés 
élevées  du  géomètre,  et  devient  son  égal.  C'était  le  combattant 
de  1812,  le  prisonnier  de  Saratoffque  j'écoulais,  recueillant  l'écho 
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d'un  passé  liéroïque,  que  l'Ecole  a  toujours  continué,  qui  embrasse 
maintenant  tout  un  siècle,  et  lègue  à  mes  jeunes  camarades  un 
héritage  glorieux  qu'ils  ne  laisseront  pas  déchoir. 

J'ai  d'autres  élèves  encore,  à  l'Ecole  Normale  et  à  la  Faculté  des 
Sciences,  qui  suivent  mes  leçons  de  la  Sorbonne. 

L'École  Normale  et  l'Ecole  Polytechnique  sont  deux  branches 
d'une  même  famiJle,  étroitement  unies  par  le  sentiment  absolu  de 
la  justice  et  du  devoir,  sentiment  lié  d'une  manière  secrète  à  l'ensei- 
gnement mathématique,  mais  si  certaine,  que  sans  en  avoir  aucune- 
ment le  privilège,  il  semble  passer  de  l'intelligence  à  la  conscience, 
et  s'imposer  comme  les  vérités  absolues  de  la  Géométrie. 

Monsieur  le  Directeur  de  l'Ecole,  mon  cher  et  éminent  Confrère 
de  l'Académie  des  Inscriptions  et  Belles-Lettres,  Monsieur  le  Sous- 
Directeur  des  Etudes  scientifiques,  permettez-moi,  en  vous  remer- 
ciant de  votre  présence,  de  rappeler  les  succès  dont  l'honneur  vous 
revient,  ces  nombreuses  thèses  de  doctorat  sur  les  questions  les 
plus  difficiles,  qui  ont  pris  place  dans  la  Science  et  sont  lecher- 
chées  par  toutes  les  Universités  de  l'Europe,  ces  prix  multipliés 
que  l'Institut  décerne  chaque  année  à  vos  élèves,  enfin  tant  de 
travaux  admirés  des  analystes,  dont  les  auteurs  se  trouvent  ici, 
près  de  moi.  Ils  siègent  à  l'Académie  des  Sciences,  leur  carrière 
scientifique  s'y  développe  avec  éclat,  ils  y  représenleut  avec  hon- 
neur l'Ecole  Normale  ! 

Monsieur  le  professeur  Schwarz,  vous  êtes  le  bienvenu  dans 
cette  réunion.  Votre  nom  se  joint  à  ceux  des  maîtres  de  la  science 
allemande  qui  ont  le  plus  contribué  aux  progrès  de  l'Analyse  à  notre 
époque.  Nous  connaissons  vos  beaux  travaux  et  nous  les  ensei- 
gnons. Vous  avez  une  grande  part  dans  plusieurs  des  meilleures 
thèses  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences,  et  les  élèves  de  1  Ecole 
Normale  vous  ont  accueilli  par  des  applaudissements  chaleureux, 
lorsque  vous  leur  avez  exposé,  dans  une  brillante  conférence,  vos 
belles  découvertes  sur  les  surfaces  daire  minima.  Je  vous  oflTre 
mes  airectueux  remercîments  pour  l'honneur  que  vous  m'avez 
fait  en  me  dédiant  la  traduction  française  des  leçons  célèbres  de 
M.  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques,  pour  les  sentiments 
d'amitié  du  grand  géomètre  et  de  MM.  Fuchs  et  Frobenius  que 
vous  avez  bien  voulu  m'exprimer.  Ces  sentiments  sont  réciproques; 
ils  se  joignent  à  ma  plus  haute  estime  pour  les  travaux  de  M.  Fuchs 
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vl  lit;  M.  l"'rtibonius  et  à  mon  admiiati<m  pour  les  grandes  décou- 
vertes de  votre  illustre  luaitre,  que  y  i\r  cesse  d'eiiseifîiier  depuis 
plus  de  viMf;t  ans. 

Cesl  aux  inatliéinalu'ieus  (pie  j  ai  olleil  |us(|u  ici  l  expression 
de  ma  reconnaissance  ;  je  la  dois  encore  à  d'autres,  à  mes  conci- 
toyens lorrains,  (|(ii  m'ont  fait  parvenir  un  témoignage  de  synj- 
palliie  dont  je  suis  touché  on  ne  peut  plus.  Qu'ils  reçoivent  l'assu- 
rance de  la  vive  afTeclion  que  je  conserve  pour  la  ville  où  s'est 
passée  mon  enfance,  où  ma  famille  a  si  longtemps  lial)ilé,  où 
demeurent  des  parents  allectionnés  1  JOIÏVe  mes  plus  sincères 
remercîmenls  à  M.  Bicliat.  le  mandataire  du  Conseil  municipal  ; 
j'adresse  mes  v«rux  à  la  Faculté  des  Sciences,  pour  qu'elle  con- 
tribue de  plus  en  plus,  en  poursuivant  sa  mission,  à  la  prospérité 
et  à  riionneur  de  la  ville  de  Nancy. 

Monsieur  le  Ministre  de  Suède  et  de  Norvège,  la  haute  distinc- 
tion (pie  je  dois  à  la  bonté  de  voire  auguste  Souverain  me  pénètre 
de  la  plus  profonde  reconnaissance;  que  Sa  Majesté  en  reçoive  le 
témoignage  par  Votre  Excellence  î  Qu'Elle  daigne  agréer  l'assu- 
rance d'une  respectueuse  sympathie,  due  à  la  protection  qu'Elle 
accorde  aux  Sciences,  que  tous  nous  partageons  ici  et  qui  d(''passe 
les  étroites  limites  de  la  Sorbonne  1 

Messieurs,  la  Science  donne  en  retour  des  eflorls  qu'elle  impose 
des  relations  d'amitié  qui  en  sont  la  meilleure  récompense.  Ce 
prix  si  précieux  du  travail,  je  le  reçois  de  vous  en  ce  moment;  je 
vous  en  remercie  avec  émotion  :  j'en  conserverai  le  reconnaissant 
souvenir  jusqu'à  mon  dernier  jour. 


SUR 

U OBSERVATION  EN  MATHÉMATIQUES. 

NOTE  INSÉRÉE  DANS  UN  MÉMOIRE  DE  CHEVREUL. 


Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  i"  série,  t.   XXXV, 

186G,  p.  528. j 


Il  sera  toujours  difficile,  dans  toute  ])ranclie  de  nos  connais- 
sances, de  rendre  comjDle,  avec  quelque  fidélité,  de  la  méthode 
suivie  par  les  inventeurs;  il  faut  même  croire  que  V  auteur  d' une 
découverte  pourrait  seul  apprendre  comment^  avec  les  ?noyens 
toujours  faibles  de  notre  esprit^  une  vérité  nouvelle  a  été 
obtenue.  Mais  c'est  peut-être  à  l'égard  des  mathématiques  que 
le  fait  intellectuel  de  l'invention  semble  plus  mystérieux,  car 
la  série  de  ces  transitions,  où  l'on  reconnaîtrait  la  voie  réelle- 
ment suivie  dans  la  recherche,  le  plus  souvent  n'apparaît  pas 
d'une  manière  sensible  dans  la  démonstration.  Cette  facilité  d'isoler 
ainsi  la  preuve  et  d'ajouter  à  la  concision  du  raisonnement,  sans 
rien  lui  ôter  de  sa  rigueur  et  de  sa  clarté,  explique  toute  la  diffi- 
culté de  l'analyse  des  méthodes  en  mathématiques.  On  peut  néan- 
moins, à  l'égard  des  procédés  intellectuels  propres  aux  géomètres, 
faire  cette  remarque  fort  simple,  que  justifiera  l'histoire  même  de 
la  science,  c''est  que  V observation  y  tient  une  place  importante 
et  y  joue  un  grand  rôle. 

Toutes  les  branches  des  mathématiques  fournissent  des 
preuves  à  V appui  de  cette  assertion,  mais  je  les  choisirai  de  pré- 
férence dans  l'une  de  celles  cpi'on  regarde  comme  plus  abstraites, 
je  veux  parler  de  la  théorie  des  nombres. 

Je  citerai  ainsi  pour  exemples  : 

La    périodicité    du    développement   en   i'raclion    continue    des 
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lacine-;  iriiiie  é(|uaUon  tlu  secontl  degré  à  cocflicienls  coiiimen- 
lurabU's  ; 

La  loi  (le  réciprocité  pour  les  résidus  (piadiali(|U(.'s  ; 

I^a  loi  de  réciprocité  pour  les  résidus  cubicpics.  cpron  voit  dans 
les  œuvres  postluiiues  dEuler,  d<''duit»;  par  l'observalion  dans  les 
termes  mêmes  où  elle  a  été  découverte  et  démontrée  |)ar  Jacobi 
(Euler  avait  à  un  tel  degré  le  sentiment  de  l'importance  et  de  la 
vérité  de  cette  loi,  qu'il  l'a  placée  dans  le  recueil  de  ses  Mémoires, 
destiné  à  être  publié  cent  ans  après  sa  mort); 

L'expression  approchée  du  nonibre  des  nombres  |)remiers 
jusqu'à  une  limite  donnée. 

Enfin  ri  plus  récemment,  Jacobi  a  demandé  à  l'observation  de 
révéler  la  loi  de  la  représentation  des  nombres  par  une  somme  de 
cubes,  en  faisant  construire,  par  un  calculateur  habile,  les  Tables 
<jui  ont  été  j)ubliées  sur  cette  question  dans  le  Journal  de  Crelle. 

.Mais  les  résultats  qui  précèdent,  si  remarquables  et  importants 
(ju'ils  soient,  ne  suflisent  point  à  donner  l'idée  complète  du  rôle 
qu'on  peut  attribuer  à  l'observation;  en  analysant  les  procédés  de 
démonstration  d'un  certain  nombre  de  théorèmes,  on  s'en  rendra 
mieux  compte,  comme  je  vais  essayer  de  le  faire  voir  par  un  seul 
exemple.  La  proposition  cpie  je  choisis  est  celle-ci  :  la  suite  des 
nombres  premiers  est  illimitée,  et  l'on  commence  la  démonstra- 
tion en  supposant  qu'il  n'en  existe  qu'un  nombre  fini  et  limité.  Or, 
en  formant  leur  produit  et  v  ajoutant  une  unité,  on  obtient  un 
nouveau  nombre,  premier  dans  l'hypothèse  admise,  et  supérieur 
aux  précédents,  d'où  résulte  que  l'hypothèse  doit  être  rejetée  puis- 
qu'elle amène  une  contradiction.  Le  point  essentiel  ici  consiste 
évidemment  dans  la  considération  de  ce  produit  de  tous  les 
nombres  premiers  admis,  auquel  on  ajoute  l'unité,  et  l'on  accordera 
sans  peine  que  cette  considération  ne  résulte  pas  du  seul  raisonne- 
ment, mais  qu'on  y  doit  reconnaître  le  fruit  de  l'observation  d'un 
fait  très  simple,  relatif  à  la  divisibilité,  fait  déjà  acquis  et  utilisé 
par  le  raisonnement,  auquel  il  sert  de  point  d'appui  pour  arriver 
à  la  démonstration. 
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